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I Polynémes et nombres de Bernoulli

LA - 1.A.1) On fixe P € R[X] et on procéde par analyse-synthése :

e Si P se décompose sous la forme P = @ + X\ avec Q € H et A € R, alors en
intégrant sur [0, 1], on obtient (par linéarité de l'intégrale) :

/01 P(z)dz = /01 Q(x)dx+/01 Az = A,
<

et donc

Q:P—)\:P—/lP(a:)da:.
0

Ceci montre (sous réserve d’existence) l'unicité de la décomposition.

e La décomposition précédemment obtenue convient car en posant
1 1
Q= P(t) —/ P(z)dr et A = / P(z)dz, on a
0 0

*P=Q+),
*AeR,

. QeHcar/OIQ(a:)dm:/Ol(P(:v)—)\)d:v:/olP(:z:)dx—)\:().

On en déduit qu’ ’ il existe un unique couple (Q,\) € H x R tel que P =Q + \ ‘

I.A.2) Soit R € R[X]. Cette fonction polynomiale posséde une primitive (elle-méme
polynomiale), notée P. D’aprés la question précédente, on peut écrire P = Q+A\
avec Q € H et A€ R. D'ou :

R=P=(@Q+)N =Q+ X =DQ),
=0

ce qui montre que tout R € R[X]| posséde un antécédent dans H par D, c’est-

I.A.3) En plus d’étre linéaire et surjective, 'application D est injective car son noyau
est nul. En effet, si P € H et D(P) = 0, alors P est constant et d’inté-
grale nulle sur [0, 1], donc nul. D est donc une bijection linéaire, c’est-a-dire

’ un isomorphisme ‘
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I.A.4) a) La fonction @ est polynomiale car c’est manifestement une primitive sur
R de la fonction polynomiale P (elle est de la forme z — [ P dt—i—cste)

Ensuite, en décomposant P suivant la base monomiale ( ZakX k
avec d € N et les ay, réels), on obtient, pour tout € R :

./ d
Qz) = /0 (kzzoakt’“> dt+/ (t—1) (Zaktk> dt

d

> ay </0$ tkdt) + Zak/ (tF L — k)t

k’O
d 1
- Za’“k+1+};)a <k:+2 +1)'

En intégrant sur [0, 1], on obtient :

d

1 d 1
[ e =S o e (s )

k= k=0

c’est-a-dire

d 1
/Q dm_zakkﬂ (k+2) +kzz()“’“<l<:+2k+1)>:0’
etdonc.

b) @ est un polynome de H tel que Q' = P, c’est donc (d’aprés 1.A.3))
l'unique polynéme de H vérifiant cette propriété, et donc |Q = ¢(P) |
I.B - 1.B.1) Pour tout réel x, on a, en utilisant la question I.A.4) :

Bi(z) = /dt—i—/ (t—1)d ;

Bg(:ﬁ)z@(BQ(:ﬁ)z/j( 2>dt+/0(t—1)(t—)dt ”;2 g+%

donc BlzXf%et BQ_XTZ——+12 (X2 X+%).
I.B.2) Pour tout n € N, B,41 = ¢(By,) est une primitive de B,,, donc

1
0
Mais puisque ¢(R[X]) = H, on a B,, € H pour tout n > 1, donc
Bp11(1) = Byp41(0) = 0 pour tout n > 1, c’est—a—dire’Vn > 2, B,(0) = B,(1) ‘
I.C - 1.C.1) Pour tout n € N et pour tout z € R, on a

() = ()™ B (1 - 2) = (~1)" 2By (1~ ).

Mais By11 est une primitive de B,,, donc
n1(2) = (=1)"By(1 — 2) = Cy(),

ce qui montre que |Vn €N, C} | =Cy |
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I.C.2) Soit n € N. Le polynéme C,,+; est dans H car

1 1 0
/0 Cp () = (—~1)™*1 /0 B (1 — 2)di = (—1)"*! / Bur (y)(—dy)

(avec le changement de variable y = 1 — x), c’est-a-dire
1 1
| Crat@yiz =1 [ B,
0 0

1
et Bpi1 = @(By) est dans H, donc / Bhii(y)dy = 0, ce qui entraine
0
1
Chy1(x)dx = 0.
0
Or, d’aprés la question précédente, C),41 est une primitive de C,.
D’aprés 1.A.3), le polynéme C, 11 est donc la seule primitive de C), qui est
dans H, c’est-a-dire ’ Cri1 = @(Cp) ‘

Cry1 = ¢(Cp)

Byi1 = ¢(Bn)

triviale montre que C,, = B,, pour tout n € N, ce qui signifie

(=1)"B,(1 — z) = By(x), et donc (en multipliant par (—1)") :
¥n €N, By(1—x) = (~1)"Bu(z)|

I.C.4) Soit n € N*. La relation précédemment obtenue implique

I.C.3) OnaCy= By =1et { pour tout n € N, donc une récurrence

Vo € R, Bgn+1(1 — {L‘) = —Bgn+1($).

En évaluant en « = 0, cela donne By, 11(1) = —Ba,+1(0).
Mais 2n + 1 > 3, donc d’aprés 1.B.2), Bg,+1(1) = Bay+1(0).
On déduit de ces deux relations ’BQn+1(1) = B2,4+1(0) =0 ‘

I.D - Le programme suivant, écrit en Maple, calcule et affiche la valeur de B, (x) pour (n,z) €
N x R donnés :

Bern:= proc(n,x)
local k, B, expr, y;
B:= t->1;
# on initialise B avec la fonction constante égale & 1 (pas le nombre 1 !)
for k from 1 to n
do
expr:= int(B(t), t=0..y)+int((t-1)*B(t), t=0..1);
# attention, la variable ’x’ ne doit pas &tre utilisée ici !
B:= unapply(expr, y);
# pour transformer 1l’expression calculée en fonction de la variable y
end do;
print (B(x));
# on affiche la valeur de la fonction B au point x
end proc;

II Développement de Fourier

2
_ 1
II.A - ILA.1) D'aprés LB.1), on a Vo €]0, 1], Ba(z) = Bo(z) = % — g +—, et

12’
E(O) — BQ(());BQ(U = % = BZ(O)'
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I1.A.2)

I1.A.3)

ILB - 11.B.1)

Le graphe de la restriction de Bs & [0; 1] est donc une parabole, qu’on prolonge
par 1-périodicité sur R.

0.2 7

y 0.1

AVARVARVA

-0.1-

Vu que Ba(z) = ‘%2 — 2+ L pour tout x €]0;1], la fonction Bj est continue

I 1 I
sur |0; 1] (car polynomiale). En outre, lim By(z) = — = By(0), et par
z—07t 12

. . 1 .
périodicité, lim Bs(x) = lim By(z) = — = B»(0), donc By est continue
z—0~ z—1- 12

en 0. Par périodicité, on en déduit que | B est continue sur R |.

En outre, la restriction de By a l'intervalle ]0; 1] est de classe C! (c’est un
polynoéme), et se prolonge en une fonction polynomiale sur [0; 1], qui est donc
de classe C! sur [0;1].

On en déduit par périodicité que | By est de classe C'! par morceaux sur R |

En revanche, | By n’est pas de classe C! sur R | car elle n’est méme pas déri-

vable en 0, puisque

Bah)-Ba(0)  _ Ba(W)-Ba(0) _ % _ ne1
Vh €]0; 1], h - h TR .2 ’
1o:1l By(=h)=B2(0) _  Ba(1—h)—Bs(1) _ %_% _ 1k
—h —h —h 2
By(h) — Bs 11 Bo(h) — By
ce qui entraine hli)lglJr 2(h) 5 2(0) =3 £ 5= hli%i 2(h) - 2(0)

Pour tout = €]0;1[, on a By(x) = By(z) = = — % et

— Bi(0)+ Bi(1)  —5+3
2 2
On a donc lim+ Bi(x) = D) # B1(0), ce qui montre que| By n’est pas continue|.
z—0

La fonction P coincide avec le polynome P sur ]0, 1[, elle est donc de classe
C sur )0, 1], et cette restriction admet un prolongement polynomial, qui est
donc de classe C! sur [0, 1]. Par 1-périodicité, on en déduit que
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P est de classe C! par morceaux sur R |.

En outre, lim P(x) = lim P(z) = P(0), et (par périodicité de P)
_x—=0t _z—=0t

lim P(z) = lim P(1+4z)= lim P(y) = P(1).

z—0~ o z—0~ y—1-

Donc P est continue en 0 si et seulement si P(0) = P(1) (cette condi-

tion est clairement nécessaire et elle suffisante, puisqu’elle entraine P(0) =

POEPO) — p(0) = limg+ P = P(1) = limy- P).

Vu que P est déja continue sur ]0,1[ et 1-périodique, on en déduit que
P est continue sur R si et seulement si P(0) = P(1) |

I1.B.2) La fonction P est 1-périodique et de classe C! par morceaux sur R, donc

d’aprés le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier
+00

ap —1—2 (au cos(2kmx) + By sin(2kmx)) converge pour tout = € R, vers le réel
k=1

1 — — _
3 <lir+n P+ lim P), ol les coefficients de Fourier de P sont donnés par
xX T

1 1
aoz/o P(t)dt:/o P(t)dt |,
1

ap = / P(t) cos(2knt)dt = 2 /01 P(t) cos(2kmt)dt

B = 2/0 P(t)sin(2knt)dt = 2 /01 P(t) sin(2knt)dt

1 — — —
En outre, 5 <liIP P +lim P> = P(z) si x €]0; 1] (puisque P est continue sur
x T

1 = — P(0)+ P(1 —
10;1]), et 3 ligrnP—HimP = ();() = P(0), donc l'application du
0 0-
théoréme de Dirichlet donne la relation
+oo
Vz € [0,1], P(z)=ap+ Z (o, cos(2kma) + B sin(2kmx)) |
k=1

Par 1-périodicité de P et du développement en série de Fourier, on en déduit
que ’la relation précédente reste vraie pour tout x € R ‘

I1.C - Soit n € N*. D’aprés 1.B.2) et I.C.3), le polynéme By, vérifie les relations :

BQn(O) = Bgn(l), Ve € R, Bgn(l — .1}) = an(l')

La premiére relation entraine (d’aprés I1.B.1)) que la fonction 1-périodique By, est

continue sur R ‘ De plus, en vertu de la seconde relation, on a

Vz € [0,1], Boy(—) = Bop(1 — x) = Bop(1 — x) = Bayp(x) = Bay (7).
En utilisant encore la périodicité de Bs,, on en déduit que

et donc que | By, est paire|.

1
II.D - I1.D.1) Pourtoutn € N* | Iy(n) = / Boy(z)dz = 0 |car By, € H (puisque 2n > 1).
0
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I1.D.2) Pour tout (k,n) € (N*)2, on a, en intégrant deux fois par parties :

1
Iy(n+1) = /Bgn+2( ) cos(2kmx)dx
0

sin(2kmz) sm 2kmx
= [B2n+2( ) :| / Bonyi(w ( )d:L'

2k 2k
cos(2kmx) cos(2kmx)
— | Bonii @) T [ By (@) T
[ 2 +1($) (2/{:7‘(’)2 :|O /O 2 (37) (2]67'(')2 x
Bont1(1) — Bopt1(0) — Ii(n)
(2km)? (2km)2’
Vu que Ba,11(1) = B2p4+1(0) = 0 (d’aprés 1.C.4)), on en déduit la relation
Iy (n)
T, 1) = —
et 1) = —mrne

I1.D.3) Pour tout k € N* on a, d’aprés le début du calcul fait a la question précédente
(qui reste valable pour n = 0) :

1 _ 1
Ii,(1) :/0 By () cos(2kma)dr = Bl(gkﬁgl(m - (21@1%)2/0 cos(2kmz)dz

=0

1

(puisque By = 1). Mais By(1) — B1(0) = 5 + (2km)2

=1, donc | Ix(1) =

N[

I1.D.4) Soit n € N*. La fonction By, étant 1-périodique et paire, ses coefficients de
Fourier (Bk)k>1 sont nuls. D’apres I1.B.2), on a donc

+oo
Vo € R, Boy(z) = ap + Z ay, cos(2km).
k=1

1
Or, ap = / Bop(z)dz = Ip(n) = 0, et Vk € N*| oy, = 211 (n).
0

La relation établie en I1.D.2) implique alors (par une récurrence sur n) :

In(n—1 - (1
(=t

c’est-a-dire |Vk € N*, I;(n) = . En reportant ces valeurs dans le

(2km)?n

développement en série de Fourier de By, on obtient

too 2 n—l
Vz € R, Bop(z) = Z — cos(2kTx).
=1

En restreignant a l'intervalle [0; 1], on en déduit

X 2(—1)"!
(2km)2n

Vz € [0;1], By (z) = cos(2kmx). |

k=1
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+o0o

I1.D.5) Puisque n € N* on a 2n > 2 > 1, donc |la série Z e est convergente
k=1

(critére de Riemann), ce qui prouve 'existence de Sa,.

En outre, en évaluant la relation obtenue en II.D.4) en z = 0, on obtient

1 S
bon = 2(—=1)" " =
NI (_1)77,—1 2n
c’est-a-dire | Sy, = 5 (27)*"bay, |
. L o 472 9 1
I1.D.6) La relation précédente utilisée avec n = 1 donne Sy = 7[)2 = 27" X 12’
2
c’est-a-dire | Sy = % .

IIT La formule d’Euler Mac-Laurin

III.A - Soit n > 2. En intégrant par parties deux fois, on a

1 B 1 v e
Tn = /0 Bon(a) f ") (@)d = | Bon () /"D ()| - /0 By, () f*" "V (2)da

0
= BQn(l)f(2n_1)(1) - BQn( )f(Qn—l)(O) - /01 BQn—l(x)f@nil)(x)dw
- Bgn(l)f(%*l)(l) Bon(0)f (2n 1) (0)
— [Ban-1(2) fC2) (x )] + B2n o(2) f 22 (z)dx

= B2n(1)f(2n 1) (1) — B2n(0 )f@n l( ) |
—Bop1(1) fC2 (1) + Ban—1(0) f2"2(0) +/ Bon—o(x) f*") (2)da
0
Or, Bgn(O) == Bgn(l) = by, et Bgn_l(O) = Bgn_l(l) =0 (puisque 2n—12> 3), donc
on peut réécrire | J,, = bay, (f@"*l)(l) - f(znfl)(0)> + Jn—1|

IIT.B - On refait le méme calcul avec n =1 :

J1 = / Bs(z) fP ()
1
= f/(1) = Ba(0) ' (0)—Bl(l)f(1)+31(0)f(0)+/0 By(z) f(z)dz.

Vu que By(1) = Bs(0) = by et que Bi(1) = 5 et B1(0) = —3, on obtient

5= () - £O) - 30+ 1)+ [ fto

c’est-a~dire / f(z)dz = M ba(f'(1) — f'(0)) + Ju|.

II1.C - Une récurrence triviale a partir de la relation obtenue en ITII.A donne

Jn = ban (FE (1) = fO1(0) + Jna
= by, (f(2n—1)(1) _ f(Qn—l)(O)) + bop_o (f(2n—3)(1) _ f(2n—3)(0)) 4+ Ty s

= by, (f(2n71)(1) _ f(2n71)(0)) 4ot by (f(3)(1) _ f(3)(0)) + J1,
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c’est-a-~dire J,, = Z bak (f(%il)(l) - f(%*l)(())) +J1 (avec la convention de somme
k=2

nullesin = 1). Or, d’apres IIL.B, J; = bz(f,(l)—f/(()))—%(f(l)—{—f(O))—F/l f(x)dx,
0

donc

n 1
Ty = 30 ba (£ 1) = £ ol ()= O) =5 (FO1£0)+ | Flada,
k=2

ce qui se réécrit /01 f(z)dz = %(f(l) + f(0)) — Zka (f(gk_l)(l) - f(Qk_l)(O)) + Jn |
k=1

III.D - Par composition, la fonction f : z + g((1 — x)a + bx) est de classe C?" sur [0, 1]
(puisque Vz € [0,1], (1 — z)a + bz € [a;b] et g € C?"([a;b],C)).
De plus :
vk e [ls2al, 9 (@) = (b a)g®((1 - 2)a+ bo).

Donc, 'application de la formule de la question ITI.C a la fonction f donne :

[ ot-tnwsonar = SOLHD S b e (o200) — g0
k=1

1
avec J,, — / Bon(t)(b — )¢ (1 — £)a + bt)dt.
0
b

1

1

Or, / g((1 —t)a + bt)dt = P g(x)dx (en posant x = (1 — t)a + tb), donc
0 - a

1 b g(b) +gla) < 2%k—1 [ (2k—1) (2k—1)
(w)de = SO TID N~y a) (b) — (@) + Jn.
= > - b (s 9 ()

En multipliant cette égalité par b — a, on obtient bien

[ ot =0 - 20E I 3y (4000) D) + R,

2
k=1

1
avec | R, = (b—a)J, = / (b— a)> ' By (1) ((1 — t)a + bt)dt |.
0

IV La formule de Stirling pour la fonction I

IV.A - e Pour tout z € R, la fonction t — t*~le~t = e(*=DInt=t ogt continue sur 10; 400/,
donc intégrable sur tout segment [a,b] avec 0 < a < b. L’intégrale I'(x) est donc
impropre en 0 et +00.

1
et~ Tl = ——» donc (par le critére des équivalents

e En outre, on a T
t—0+ t

1
pour les intégrales impropres de fonctions positives) l'intégrale / t* te7tdt est
0

1
de méme nature que / A donc elle converge si et seulement si 1 —x < 1,
0

ie.[250]
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e De plus, tlim t*He=t = 0 (évident si x + 1 < 0, par croissance comparée si
—+00

z+1 > 0). D’oti, pour ¢ suffisamment grand, on a t**le™t < 1, et donc t*~te~t <
t%' On en déduit par comparaison de fonctions positives que ¢ + % 1e~?
intégrable au voisinage de 4oc0.

est

+oo
Donc | 'intégrale impropre / t*"te~tdt converge pour tout réel z |.
1

1 +o0
e L’intégrale impropre I'(x) converge ssi les intégrales/ t* tetdt et/ t* tetdt
0 1
convergent, ce qui équivaut a x > 0.

’L’ensemble de définition de la fonction I est donc ]0, +oo] ‘

IV.B - IV.B.1) Soit x > 0 et 0 < e < T. En intégrant par parties, on a
T wr (T T
/ tre~tdt = [—t"e '] T+ / at" e tdt = T e T +e"e *ta / e tdt.
g B g g
En faisant tendre € — 07, on obtient
T T
/ tetdt = —T"e T + :c/ t*te~tat.

0 0

Enfin, en faisant tendre T' — 400, on obtient

—+o0 “+00
/ tYe tdt = —0 + x/ t*le~tdt,
0 0

c’est-a-dire ’ Nz +1) =aI'(x) ‘

IV.B.2) On en déduit par récurrence sur n € N que ’Vn eNT'(n+1)= n!‘ :

+o0
e C’est clair pour n =0 car I'(1) = / e tdt = 1.
0
e Soit n € N. Si I'(n + 1) = nl, alors d’aprés la question précédente :
F'n+2)=n+1)I'(n+1)=mn+1n!=(n+1),

ce qui montre que la propriété est héréditaire.

IV.C - On applique le théoréme de dérivabilité d’une intégrale & paramétre pour montrer
que T est de classe C! sur ]0, +oo].

e La fonction de deux variables f définie par f(z;t) = t*"le~! admet une dérivée
partielle par rapport & x en tout point de |0, +oo[2, donnée par :

[2 8f

V(z;t) €]0, +o00[, 5

(z;t) = (Int)t* et

e Pour tout ¢t > 0, la fonction d’une variable z +— %(m, t) est continue sur |0, +o0|.

e Pour tout x > 0, la fonction ¢t — f(z;t) est intégrable sur ]0, +-o00[ (voir IV.A).

e Pour tout z > 0, la fonction ¢ — ?(:ﬁ; t) est intégrable sur |0, 4o00|, car :

X
* au voisinage de +00, on a |(Int)t*“le~!| < t%e~t et t > t¥e ¢ est intégrable
sur [1, +oo[ (car dominée par ¢ +— t% au voisinage de +00).
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* au voisinage de 0, on a |(Int)t* e | ~. |In(t)[t*~1, et t — |In(¢)[t*1
t—0

est intégrable en 0 : en effet, t'72|In(¢)[t*~' = ¢2|In(t)| — 0, ce qui
z—0

1
i

entraine que |In(¢)[t*~1 < pour ¢ voisin de 0, et permet de conclure a

T
2

I'intégrabilité en 0, puisque 1 — § < 1.
e Fixons 0 < a < b. Pour tout x € [a;b] et ¢ > 0, on a

ﬂ
ox

N o1 —t |Intle7t27! sio<t<1
(a:,t)‘ = Il e < { |Intle~ b1 sit > 1 ’
|Intle~fte"1 si0o<t<1
|Intle =1 sit>1
(et indépendante de x) : en effet, elle est continue sur |0, +oo[ et son intégrabilité
en 0 et en 400 a déja été prouvée au point précédent.

On déduit de cela que T’ € C([a; b], R) pour tout b > a > 0, donc que|T" € C1(]0, +o00[,R) |,
et que

et la fonction @q 4 (t) = { est intégrable sur ]0, 00|

o0 af +o00
Vx >0, M(x) = / = (z;t)dt = / (Int)t* te~tat.
o Ox 0

IV.D - IV.D.1) Pour tout x > 0, on a I'(x) > 0, car c’est 'intégrale d’une fonction continue
positive et non nulle (¢ — t*~te~*) sur un intervalle non réduit & un point.
On a donc (d’aprés ce qui est admis) I' € C*°(]0, +o0], ]0, +-00[).
Par composition avec la fonction In € C'*°(]0, +oo[,R), on en déduit que
g =Inol' € C(]0, +oo[,R), ce qui implique évidemment que

g € C?"(]0, +o00[,R) pour tout n € N |.

IV.D.2) Pour tout z > 0, on a (en utilisant IV.B.1))

gx+1)—g(z) =In(T(z+1)) — In(I'(z)) = In(2I'(x)) — In(T'(z),

c'est-a-dire ’g(az +1) — g(x) = In(z) ‘

IV.D.3) Notons G une primitive de g (elle existe car g est continue sur |0, +00|).
On a, pour tout x >0 :

x+1
/ g(t)dt = G(x + 1) — G(z),

donc en dérivant (G est de classe C''), on obtient

X

z+1
% (/x g(t)dt) =g(z+1)—g(x) =In(z) = di (zln(z) — z).

Les deux fonctions x +— ff“ g(t)dt et © +— zln(z)—x ont la méme dérivée
sur U'intervalle ]0, +o00[, donc elles différent d’une constante.

x+1
Finalement | 3K € R, Vz > 0, / g(t)dt =xIn(x) —z+ K|
x

IV.D.4) Fixons = > 0 et appliquons la formule d’Euler Mac-Laurin & l'ordre p €
N* (obtenue en III.D) & la fonction g (qui est bien de classe C?P) sur
I'intervalle [z, z 4 1]. On obtient

/:c+1 g(t)dt _ g(x + 1; + 9(1') _EP: bop (g(2k—1) (x + 1) _ g(2k—1) (x))—i—Rp(:r),
z k=1
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1 1
avecRp(x):/O ng(t)g@p)((1—t)a:+t(x—|—1))dt:/0 Bay(t)g®P) (x+t)dt.

En utilisant la question IV.D.3), on obtient la formule

zln(z)—2z+K = gz +1) + 9l ZbZk ( CE=1) (x4 1) — (%71)(&3))-#31:(55)7

c’est-a-dire

gz +1) +g(x)
2

k=1
Enfin, on obtient par dérivation composée la formule :

m

VmeN*, Vo >0, ¢ (z+1)—g"(2) = ——(g(x+1)—g(2)),

dx™
donc, par la question IV.D.2) :

m dmfl

Vm e N*, Vo >0, ¢ (z+1)—g¢™(z)=-—(n(z)) = W(afl).

On obtient par une récurrence aisée :
Vm e N, Ve >0, g™ (z+1)—g¢g™(z)=(=1)(=2)- - (—m+ Da"™,
ou encore

YmeN*, Vo >0, ¢™(z+1)—gm ()= (-1 1L

2k
Ceci implique : Vk € N*, gD (z 1) — g D(z) = (1'2]91) et donc

gz + 12)“7(36) — ln() —x+K+Zb2kw ~ Ry(z)

k=1

1
avec | Rp(z) = / Boy(t)g*P(t + )dt |, ce qui est la formule voulue.
0
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= xln(m)foquLZ bag, (g(%_l)(:n +1) — g(%_l)(:v)) —Ry(z).



