Préambule
1/ f* est continue sur le fermé borné [a, b], donc bornée, d’ou I'existence de M.

2/ On peut noter que, pour tout k entier, fo’(t)e"‘tdt existe car on integre sur un
intervalle borné une fonction continue a valeur dans C.
Ona [ f(tekdt< [ If (e dt < M[ dt = M(b—a) (NB :le"|= 1carkt € R)

Donc Iimkem(% f:f’(t)e”“do =0
3/ L'intégrale proposée existe pour tout k, comme en 2.

On pose, pour k non nul, { ult) = f(f[) } alors vt ay : T

V(1) = elkt = —-e* convient

Les fonctions u et v sont de classe C* sur [a,b] donc :
li i i b iktes
f[a,b] uv = [uv]? - f[a,b] u'v = L (ePf(b) — e2f(a)) - .if elf! (t)dt
Or | (ePf(b) — ef(a))lk +(f(b)}+f(a)]) donc lim (& (ePf(b) - e3f(a))), .. = Oetla

keN*
question précédente régle le cas de -2 - fa e’ (t)dt d’oll le résultat demandé.

PARTIE 1
1/ a/ on a St'z(nz(?)t) ~o0 2n donc Iimo+( St'z(nz(?)t) = 2netsin(2nZ) = Oetlimz-(tant) = +oo
sin(2nt) -0

tant

donc Iim%—

Notons H(t) = st'g(z([')t) H est continue sur ]0, Z-[ donc l'intégrale I, est impropre en ses

deux bornes mais comme H y admet des limites, la fonction H est bornée sur l'intervalle
borné 10, Z[ d’ou la convergence de l'intégrale.

bl 11 = [7 2.6t — [* 2cogtdt = [ 7 (1+ cog2t))dt = £

c/ sin((2n + 2)t) — sin(2nt) = 2cog(2n + 1)t)sint

d/ On a, pour n non nu|’ Il =1 = J'Oi ( sm((2n+%;trzt—sm(2nt)

)dt car les deux premieres

intégrales sont convergentes, donc

Ipot — I = [ 27 208G Gt _ (% 260g((2n + 1)t)costdt
Donc, pour n non nul,

lna—Tn = 2 (cog(2n + 2)t) + cog(2nt))dt = [ Sigﬁjj” + 22 ]07 = Oetdonc:
vne N5 Ih=11=%

2/ Notons S(t) = % . S est continue sur ]0, -] et admet une limite en 0, donc

I\)

l'intégrale, impropre en 0, est convergente, comme en a/, de méme pour f07 %dt

3/ ¢(t) = + - L est Clsur 10, Z-[ comme différence de fonctions de classe ct

tant
13+0(t) Ltro(t?)
3 N7 s~ 7 L 2
(@ O Ton T 09 zt+o(t)

¢ admet donc un DL,(0*) (donc un DL1(0)) donc elle admet une limite nulle en O et
son prolongement par continuité en 0 est dérivable en 0, de dérivée 1/3.

Sur cet mtervalle, o(t) = % =0

_ t2sin’t _ P-(tP-2th0t%) 1
Sur [0, [ ¢ 1) = (coszt)tanzt = s 0D t4+o(t5) 0 3 o)
Donc lime+¢'(t) = 5 donc le prolongement est de classe C* sur [0, %
D'autre part, limz-¢ = % ce qui permet un prolongement par contlnune en Z de ¢ et

lim %—qb’ =1- ﬁ, donc (consequence classique du théoreme des accr0|ssements finis),



ce prolongement est dérivable en Z- de derivee 1 - ﬂ— Al est donc de classe C* sur

[0.5] ]
4/ On a, les deux premiéres intégrales étant convergentes, J, — I = j07 $(t)sin(2nt)dt
Donc Jn - I = Im(jf ¢(t)e‘2”‘dt>. D’apres le préliminaire, ¢ étant de classe C* sur le
segment fermé borné[ 0, % |, Iim(jf ¢(t)e‘2”tdt> T 0, donc lim(Jn = 1),y = 0
Comme I, est constante, on peut en conclure que lim(Jn) . existe et vaut =

5/ a/ r_oo %dt est impropre en l'infini.
2

ut) = L u'(t) = =1

On pose /( ) t alors a
V'(t) = sint v(t) = —cogqt) convient
u et v sont de classe C? sur [ 5.+, lim,(uv) existe et vaut O donc les intégrales
[ =mtdtet [7” <Sdt sont de méme nature.
2 2
Or |&%< L et rw L dt est convergente (intégrale de Riemann avec a = 2 > 1)
t t % t
Comme les fonctions sont positives, jffcl%“ldt est convergente, donc rw %Stdt est
2 2

N 40 g
absolument convergente donc convergente, d’ou la convergence de j ” St

b/ OnaJ, = jz SN2 Gt Pour n non nul, posons u = 2nt Ce changement est
affine donc permis et J, = jo S du

Nous savions que j% ﬂdt convergeait et la question précédente permet de
0
conclure a la convergence de j:ﬂ st gt et donc nous savons que
lim o [0 St = [ S0t done im(Jn) gy = [77 S0l
¢/ On adonc, avec le 4/, [ * sidt = £
PARTIE 2
. nmoo k=n-1 (kD)7
1/a/ On a clairement [ * sftdt = 37 [ 7 =ftdt
On fait la méme intégration par partie dans I(m)” %dt que dans PARTIE 1 5/a/ (pas
kr
de probleme de convergence ici) et donc :

D7 gint s COE(t) (k+1)rr (k+1)7 Cog(t) _ [ DF 1) e 1)kl (k+L)r COE(t)
.[kﬂ- t dt - I: ] - J-kr( dt = (k+l)7r ) J‘ dt
i — k _ k+1 _ k+1
Donc Inﬂ Sl_mdt — k n - 1) ((ki)l)ﬂ ) Zk n (J‘( 1) cos(t) dt)

. K kel
ory>" ( ) ((ki)l)ﬂ ) = -1 _ D" (phénomene telescoplque classique...)

D’ou le résultat demandé.
(M1)x cos(t)
b/ La somme partielle de rang N de la série ZM(I dt) est

(N+1L)7 cogt)
| S dt

V4

et nous savons que j:’o X dt converge (PARTIE 1 5/a, le fait d’avoir = au lieu de %

comme borne inférieure de I'intégrale ne change rien)
D’ou la convergence de la série proposée et donc

Im(Zk 1 (f(m)” Loy dt)) = f e °°s“) dt donc

neN*



; N7 sint _ 1 +o cogt) PR +90 sin(t)
Ilm(Lr Tdt) I |~ <%>dt La convergence de lintégrale [ ~ *>-dtest

/

acquise car j” st gt est une intégrale définie au sens de Riemann et le 5/a/ permet de

conclure. On a donc rw St = -1 — [ =X gt résultat qui s'obtenait directement par
une IPP...?7?
2/al
(-1) ng2n+l a2+l
Ona| )i I< oy OF (2 l)‘ est le DSE de sh(a), de rayon de convergence

a2ml

Nk Les séries étant a termes réels

infini, d’ou la convergence, pour tout a de )

.. . . 2n+
positifs, la majoration permet de conclure que Z|%| est convergente.
b/
s - o 400 n t2n+1 . 400 n th
Nous savons que, pour tout t réel, sin(t) = > ” (1) o — UF (ano(—l) W)

sm(t) +00 2n
Donc, pour tout t non nul, (ano(—l)”m>
Notons h(t) = Zﬁo(—l) (2n+1)! fonction définie sur R. On a clairement h(0) = 1
Donc h coincide avec y sur R, d’ou le résultat.

¢/ Nous savons que, sur [a,b] <] — Rey, +Re[ On peut intégrer termes a termes
une série entiére, donc :
a +00 n -[thndt +o (-)Na?ml 2 sint i
[or®dt= "D " Bmr = 2o Bt = Jo Srhdt car ces fonctions,
continues et coincidant sur ]0,a], admettent une limite en O.

3lal
Onae* = Z; o o avec un rayon de convergence infini, donc ce développement est
valable pour tout complexe z.
b/

nan L, . L, _1\Ngn . L, _aeityn
On a, pour tout réel a, L2 Rge™) = R e — Re( Coe ) )
7|l)

Comme la série Z est convergente pour tout t (on pose z = —ae™), son reste

_ it
d’'indice N, ZNH aﬁ, ) a un sens et la partie réelle de ce reste aussi, notée Uy(t)
D'autre part, |2 Rge ™) 2 (NB: pour tout complexe u, [R&(U)I Jul et o™= 1
pour tout t réel) donc, les deux séries étant convergentes

UnOF (27, S REe ™)k 7 Nt 2 reste de la série €. Ensuite, on majore

n!

|f Un(t)df parf2 |Un(t)|dt et donc parf i Bydt=2> " a2
c/ On a clairement e#" = 3" _a;n) =20 = 13,%‘" g

d/ .[03 Rg1)dt = 7 et, pour n entier non nul,
| Rge™™dt = R([ 7 e Mdt) = R([-Ee™]F) - Ré(Ln(e—in% - 1))
Si n est pair ™7 — 1 est réel et Rg+ (€7 — 1)) =
Sin=2q+1,e'@V% -1 =(-1)%-i) - let R{+ (e"”— -1)) = 2q+f

e/ La possibilité d’integrer une termes a termes sur un segment fermé borné
contenu dans le domaine de convergence permet d’écrire que :

R(JF ese“at) = |7 Re(e ")t = 37y U [ Rete-
A5 aett oz 0 (-1n"a" . . w0 _g2l  (=1)9
Donc Re(.[(f ee dt) =27t anl,n impair ! Io Rge™)dt = >t Zq:o (2?1+1)! (20+1)




série dans laquelle on reconnait Partie 2 2/c/ Z- - jz Sint git,

f/ Notons f(x,t) = etV
Onafe CO(Rx[0,£]) donc, pour tout couple de réels (a,b) avec a<b, on a
f e C°([a,b] x [0,£]) donc F est continue sur tout [a,b] donc sur R.
Notons h(t) = e alors h'(t) = asin(t)h(t) donc h’ est positive sur [0, Z ] et h est
croissante sur cet intervalle.

Onadonc [? | (e*®)dt< [? | (e‘am(%))dt —[% | 1dt- =
2 A 2 A 2 A

N

I _
2

OnaF(a) = f07 gracotgt — [ 27 gracottgty [£ (gmacott) it
27

0

- z_ 1 —asin[ L
Or, sur [0,%—?],0<e‘a°°ﬂ><ea°° ) _ gmsn()

Or —asin(%) =(o0) — a(% + o(%)) =(x) — Ja+0(1)
. —asin(A)
Donc I|maq+w(e a ) =0

Or, pourvu que | 0, Z — - | soit un intervalle croissant (donc a > £, ce qui ne nuit
2 Ja 2

pas puisque I'objectif est de faire tendre a vers +«...)

0< J'O%_% e—acof{t)dt < (% — ?)e_asm(%) < %e—asin(%)

z_ 1 i z
Donc limaw| | 2 & e20Wdt ) = 0 comme liMaiw| |2
0 z

N

7

L(e—ac<>ﬂ<t>)o|t> =0

on en conclut que lima...F(a) = 0.

g/ On a e—ae*il — e—a(cost—isint) _ e—acos{t)eiasin(t)
Donc R ") = e¥cogasint)), Im(e") = eWsin(asin(t))
et |e—ae*il |: g-acogt)

h/ On a (toujours avec a > %)

x_ 1 i x_ 1 e x__1 o x_ 1 3
2 = Re(e™ " )dik [ 7RG )ldt< [ 7 le?|dt = [ et
x__1 z
Comme on intégre une fonction positive, foz /A gracottdt < foz e2coidt — F(a)

Donc liMa.e (IO%_% Ré(e‘“")dt) = 0 et la majoration du f/iii/

permet d'affirmer que lima..- OE‘A Ré(e‘ae">dt> -0

PR
Donc liMa.s (IE Ré(e‘ae"t>dt> = 0 0r nous avons vu que

[ZRé(e™ Ydt = £ - [ Mgt d'oi la valeur de [ St .



