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DS6 - corrigé concis - sujet CCINP PC 2022

Exercice 1

Soit P € C,[X]. D’apres le théoréme de division euclidienne, le reste ¢(P) dans la division euclidienne
de AP par B (avec deg(B) = n + 1) est un polynéme de C,[X]; d’ou p(P) € C,[X].

On a A(P1 + /\PQ) = AP; + NMAP, = BQ1 + Ry + /\(BQQ + RQ) = B(Ql + )\Qg) + (R1 + /\RQ)

avec Ry + ARy € C,|X] donc par unicité du quotient et du reste dans la division euclidienne de
A(Py + AP) par B : p(Py + AP2) = Ry + AR2 = ¢(P1) + Ap(P) d’otu la linéarité de ¢ et avec Q1
p € LIC,[X]).

La division euclidienne de AP par B = X% + X2 — X — 1 s’écrit :

pour P=1: AP = A =B x 0+ X?+2X donc (1) = 2X + X2,

pour P=X: AP =AX =B x 1+ X?+ X +1donc p(X) = X2+ X + 1.

pour P=X?: AP = AX? =B x (X +1) +2X + 1 donc p(X?) =2X +1.

D’ou la matrice ¢ dans (1, X, X?) demandée.

On calcule xpr = (X + 1)2(X — 3) donc Sp(M) = {—1,3} et on trouve par résolution de systéme

1 1 1
linéaire, ker(M + I3) = vect -1, 0 |}, ker(M — 3I3) = vect 2
0 -1 1

dim(E_1(M)) + dim(E3(M) = 3 donc M est diagonalisable et ¢ aussi par conséquent.

On déduit de la question précédente une base de Ca[X], constituée de vecteurs propres de ¢ :
(1-X,1—-X21+2X + X?).

La division euclidienne de AP par B = X3 s’écrit :

pour P=1, AP=A=0x B+ Adonc ¢(1) = A =a+ BX +vX2.

pour P = X, AP = AX = yB 4+ aX + 3X? donc ¢(X) = aX + BX?2.

pour P = X2, AP = AX? = (7X + B)B + aX? donc p(X?) = aX?.

T étant triangulaire, on a directement Sp(T') = {a} donc

T diagonalisable < T est semblable & als & T = al3 < =~ =0 < P constant.

Soit z € |0, n]]. D(x) = P(xg) — Z P(z;) Li(x) = P(x) — P(xg) = 0.

i—0 ~——

=6,k

D posséde n + 1 racines d’aprés Q8 et D € C,,[X] donc D = 0.
(Lo,---,Ly) est une famille génératrice de C,[X] d’aprés Q9 et elle est constituée de n + 1 =
dim(C,,[X]) polynomes de C,,[ X ] donc il s’agit d'une base de C,,[X].
On a AL, = BQy + Ry d’ou en utilisant B(x;) =0 :
Ry(x;) = A(zj)Li(x;) — B(x;)Qr(z;) = A(z;)Li(z;) = A(z;)dk,;.

n
Daprés Q9, ¢(Li) = Ry = Y Rp(x;)Li = A(xy) Ly, par Q11.

i=0
D’aprés Q10 et Q12, (Lo, - , Ly) est une base de C,,[X] constituée de vecteurs propres de ¢ donc ¢
est diagonalisable et Sp(p) = {A(xo), -, A(xy)}.

Exercice 2

+00
1
On a pour tout z €] — 1, 1], Z x* = 1 (rayon de convergence R = 1).
k=0 B
Par dérivation terme & terme de la série entiére précédente, sur son intervalle ouvert de convergence,
+o0 1 +00 "
k—1 [N k
pourtoutxe]—l,l[,ka zﬁdoqux = —.
= (1—2x) = (1—2x)
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(L1Zk):(Plﬁ---ﬂpkﬁFk_H)U(Flﬁ---ﬂFkﬂPk_H).

Par Q16, o-additivité (union disjointe) et indépendance des lancers :
k k
P(Ll = k) = P(Pl NN Pen Fk+1)+P (F1 N0 Fpn Pk+1) = P(Fk+l) HP(PZ)J’_P(P]{J',l) H]P’(FZ)
i=1 i=1
Et P(F})) =P(P) =2 douP(L; = k) =27kt 4 o7F-1 — o=k

+00 +o0 . 2—1
P(L; = 0) = 1 —P(L; #0) :1—’;1@@1:/@):1—212 =1-7—5 =0
4o 40 2—1
Par Q15, on a convergence absolue de la série et E(L;) Z kP(Ly = k) Z K2k = m = 2.
k=1 k=1

La longueur moyenne de la premiére série est donc 2.
N; =1 (variable aléatoire constante égale & 1 : N1(2) = {1} et P(N; = 1) = 1).
Ny suit une loi uniforme sur {1,2} : No(Q2) = {1,2} et P(No = 1) =P(Ny =2) = 5
Np(Q) = [[1,n].
L’événement P, n P41 indique qu’il n’y a pas de changement de série entre le lancer n et n + 1 donc
les deux événements considérés correspondent & obtenir k séries durant les n + 1 premiers lancers en
terminant par 2 piles.
Par indépendance des événements (N, = k) n P, et P, et I'égalité précédente :
P((Npy1=k)n Py, Pop1) =P({(N,=k)n P, Pyy1) =P(N, =kn P,)P(Py41)

—_——

=1/2

Par la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements donné :

P(Nps1 =k)=P(Npy1 =k)n Py Poy1) + P((Npy1 = k) n Eyy 0 Frgq)
+P((Npt1 =k)nFon Pyy1) + P((Npi1 = k) n Py Fyyq)

puis en utilisant Q22 et les relations admises :

P(Npi1 =k) = = (P((Nn = k) 0 By) + P (N = k) n Fy)) +

1
S BN = k—1) 0 ) +B((Ny = k—1) 0 P,)
Et par o-additivitée, P((N, = k) n P,) + P((N, = k) n F,)) = P(N,, = k) car (P, v F,, = Q);
et P(Np=k—1)nF,)+P(N,=k—1)nP,) =P(N,, =k — 1) d’ou I’égalité demandée.

Soit n € N* et z € R. D’aprés 323 et en utilisant P(V, = 0) = P(N, =n+1) =0
n+1 1 n+1 n+1
n+1 Z n+1—k 25 ( _k'-fU‘i‘ ZP n—k—l)
k=1 k=1
1 ¢ LT N i 14z
= 21;11@(% = k)t + 3 ZIP’(Nn =j)al = ——Gn()
Soit x € R. La suite (Gpn(7)),>, est une suite géométrique de raison 2 Qapres Q24

1 n—1 1 n—1
pour tout n € N*, G, (x) = G1(x) ( —12—33 =x< —;—x)

Soit n € N*. G, est dérivable sur R et Vz € R, G (z) = (1£2)" ! 4 20l (L2)"™2 gy
E(Na) = Gi(1) =1+ 274 = 251,

D’apreés Q25, pour tout x € R, on a par la formule du bindéme de Newton :

G(2) :x:g:: (n;l) (§>k (;)"1’4 ”Z:: (n—l) gk = é (Z:i);lxk

D’ou par unicité des coefficients de la fonction polynomiale G,,

VEellnl, PNy =k) = () g
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Exercice 3
Par télescopage, A, = % +1In (1— %) = 1_1_ # +0(i2) = —# +0(%).

Donc A, ~ =% aveca =
n—+oo M

1 . . . .
(—An) ~ % et Z — est une série de Riemann convergente donc par comparaison de séries & termes

nz1
positifs Z —A,, donc 2 A, est convergente.
nz2 nxz=2
Je refais la démonstration du théoréeme du cours sur les séries télescopiques : on a par télescopage
+0
Uy = UL + Z Ay donc par Q29, la suite (u,) est convergente et hm Up = U] + Z Ap.
k=2 k=2

11 suffit de poser ng = |t] + 1 (ou n’importe quel entier strictement supérieur & t). Alors pour tout
entier n = ng, n >t (car ng > t) d’ou 'expression de f,(t).

Soit t €]0, +o0[. Pour tout entier n > t,

fu(t) = enin(1-3) In(t) = " n(—aro(s) In(t) = e °Min(t) done lim f,(t) = e In(?).

n—+00 n—>+00 n—+00
Soit t > 0. Sit = n, fr(t) = 0 donc I'inégalité est vérifiée.
Sit <mnalorsz = %t > —1, donc on a In(1 + x) < x et par croissance de exp :
(L= )" = e+ < e — ot ot |f, (1)) < e | Int).
@t e tIn(t) est continue sur |0, +oo[. De plus ¢(t) o In(t) et t — In(¢) est intégrable sur |0, 1].

Et par croissance comparée p(t) = L0 (e_t/2) et ¢+ e~*/? est intégrable sur [1, +oo].
— 400

Donc ¢ est intégrable sur ]0, +o0[.

On peut utiliser Q33 et Q34 | f,(t)| < ¢(t) avec ¢ intégrable sur |0, +o0[ et f,, continue (par morceaux)
sur |0, +oo[ d’ou la convergence de l'intégrale I,,.
Autre solution : t — (1 — L)"In(t) continue sur ]0,n] et équivalent quand ¢ — 0 & In(t).

Les question Q32, Q33, Q34 ont permis de vérifier les hypothéses du théoréme de convergence dominée
400

d’ou lim I, —J e ln(t)dt.
0

n—+a

On pose f(u) =In(1 —u) et g(u) =4 n+1 L fet g sont C' sur [0, 1[.
Et en utilisant (1 —v)? ™! — 1 ~ —(n + 1)v (ou bien v —1 ~ n+1)(u—1)):

lim f(u)g(u) = lim f(1—wv)g(l —v) = lim —wvln(v) = 0 par croissance comparée.
u—1- v—0+t v—07F

Par théoréme d’intégration par parties, l'intégrale J,, = J f(u)g'(u)du est convergente si et seulement
0

1 1 un+1 -1
f du est convergente.
n+1 1
u pa—
1 n . . .
Et J 71du est convergente car u — ¥ uill_ L est continue sur [0, 1] et prolongeable par continuité
0o u-—

un+1_1
enlcar im — =n+ 1.
u—1- u—1

Donc les intégrales sont convergentes et par intégration par parties avec [f(u)g(u)](l) =0:
—1 (furtl—1 -1 (1< -1 -/ -1 - 1
Jn = du = kY du = kau ) = -
" n+1f0 u—1 " n+1j0 2, u" | du n+1,€2=0(f0u u) n—i—le—i-l

k=0 k
n t n
11 suffit d’effectuer le changement de variable v = 1 — £ dans l'intégrale I, = f (1 - ) In(t)dt (en
n

précisant u — n(1 —u) est O strictement décroissante, bijective de [0, 1| dans ]0,n]).

n
n 1 1 n -1
P 37et Q38, I, = —— (1 — - — = — .
ar Q3T et Q38, I n+1<n(n) ok n+1> n—l—l(n+1 u")
On conclut par passage a la limite quand n — 400 dans I’égalité ci-dessus en utilisant Q36 et

lim w, =".
n—+0o0




