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APPROXIMATION UNIFORME DES FONCTIONS PERIODIQUES

PAR DES POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES

’Pmposition de corrigé - Michel Schweitzer, lycée Corneille Rouen‘

Partie A — Préliminaires

Q1.

Q2.

Q3.

Soit g la fonction sinus, elle est de classe C! et pour tout t € R, |¢'(¢)] = | cos(t)| < 1.
Par inégalité des accroissements finis, on en déduit que g est 1-lipschitzienne et donc
pour tous t,s € R on a |g(t) — g(s)| < |t — s].

Soit h > 0, alors pour tous t, s € R tels que |t — s| < h on aura |g(s) — g(t)| < h et ainsi

wy(h) = sup [g(s) —g(t)| < h.
[t—s|<h

(a) Soit g € CY_. Puisque g est continue, par théoréme des bornes atteintes, g est bornée
sur [0, 27|. Par 2m-périodicité, on en déduit que g est bornée sur R. Soit M une
borne de |g| sur R, alors pour tous s,t € R on a |g(s) — g(t)| < 2M.
Soit h > 0 fixé, 'ensemble &, = {|g(s) — g(t)|, (t,s) € R* tq |t — s|] < h} est un
sous-ensemble de R non vide et majoré, il admet donc une borne supérieure et
wg(h) est bien défini.

(b) Soit g € C;_, alors ¢’ € CJ_ donc comme ci-dessus ¢’ est bornée sur R, et k = ||¢'[|oo
est un réel bien défini.
Par inégalité des accroissements finis, g est k-lipschitzienne et donc étant donné
h > 0, pour tous t,s € R tels que |t —s| < hon a |g(t) — g(s)| < k|t —s| < kh et
ainsi wy(h) < kh = h|¢] -
On a par ailleurs wy(h) > 0 pour tout h > 0 donc par théoreme des gendarmes,

li h) = 0.

fmen () =0

On admet que }llin% wy(h) = 0 est vrai pour tout g € C3,
—

Soit h et b’ deux réels strictement positifs et soit g € Ca_

(a) On suppose h < I, alors avec la notation ci-dessus on aura &, C &, donc par
propriété de la borne supérieure, wy(h) < wy(h).
/

h
b) Soient s,t tels que |s —t| < h+ A/, notons u = S t, de sorte que

n h h h
ol = e — _ t = —t h+h)=h
ol = T T ‘h+M( )‘ )=
et ainsi |g(s) —g(u)| < wy(h); on a de méme |u—t| < A’ donc |g(u) —g(t)| < wy(R).

On obtient alors par inégalité triangulaire

l9(s) — g(t)] < [g(s) — g(u)| + |g(u) — g(t)] < wy(h) + wy(h')
pour tout (s,t) tel que |s —t| < h+ R/, et donc en passant a la borne supérieure,
wy(h + ') < wy(h) + wy(h).

(¢) On en déduit alors par récurrence que w,y(nh) < nw,(h) pour tout n > 1 : c’est
une égalité pour n = 1, et si I'inégalité est vraie pour un certain n alors

we((n+1)h) = wy(nh + h) < wy(nh) +wy(h) < nwy(h) +wy(h) < (n+ 1) wy(h).
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Soit A > 0et n=|A] +1 quivérifie A <n < (14 A), on a alors wy(Ah) < wy(nh)
d’apres (a) et donc d’apres (b), wy(Ah) < nwy(h) < (14 Xwgy(h).

Q4. Soit g € CY_, et x € R fixé. Alors par relation de Chasles

/_7:;9(15) dt = /_;:m g(t)dt + /_:g(t) dt + /:ﬂg(t) dt

et par le changement de variable u =t — 27 et la 2w-périodicité de g,

T+x —nm+x -7
/ g(t)dt = / g(u+2m)du = — / g(u) du,
™ -7 —ntx

d’ou la relation
T+x s
/ g(t) dt = / o(t) dt.
—T+x -7

Q5. Soit g € CY_et n € N. Pour tout p € T, on note A(p) la fonction de R dans C définie
par
VoeR AR = [ plo =gl dr

Soit p € T,, pour tout x € R la fonction x — p(z — t)g(t) est continue sur [—m, 7], ce

n
qui garantit que A(p)(x) est bien défini. Ecrivons p sous la forme p : x +— Z cpett?
k=—n
avec ¢, € C pour tout k € [—n,n], alors

VeeR, A(p) /_W<Zce xt) (t)dt = ick</weiktg(t)dt>ek

k=—n k=—n T

T

et ainsi A(p) définit un élément de 7, de coefficients ¢, = ¢4 ( / e Fg(t) dt> pour

—T

tout k. Ainsi A définit une application de 7, vers 7T,,.
Enfin, on a bien la linéarité de A car pour p,q € T, et A\, u € C on aura par linéarité de
I'intégrale

Ve e R, A(p+pg)(z) = AA(p)(z) + pA(q)(x).

Ainsi A définit un endomorphisme de 7,,.

Partie B —
I — La fonction J,

Pour tout n € N, on définit la fonction ¢, de R dans C en posant, pour tout t € R,

n

onlt) =2y et fult) = palt).

k=0

Dans cette sous-partie, on fixe un entier n € N.

. Soi 77, alors €' onc par somme géométrique,
Q6. Soit t & 277, al t£1d t
1] — eln+ bt e (=20) sin (z2t)  sin(n+1)

—nig —_ g =

it ;L . . O
L—e e'2" (—2i) sin § sin £

2
2

SOn(t> =e
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Q7.

Qs.

et en élevant a la puissance 4,

sin(n + 1)%)4

ot
Sln2

n(0) = ontt)* = (

Erreur dans I’énoncé!! Il est faux de dire que ¢,, € 7, dans le cas ou n est impair.
On peut le justifier en remarquant que tout élément de 7, est 2m-périodique, alors que
¢, ne l'est pas si n est impair. Montrons donc directement que ¢? € 7,.

Pour tout t € R on a

n 2 n.on n n
(pult)? = (Z ) = (Z > ) S M) Mt
k=0

k=0 £=0 k=0 £=0

Or pour tout (k,¢) € [0,n)> on a k + ¢ —n € [—n,n] donc 2 est une combinaison

linéaire des fonctions t — ¢! avec k € [—n,n], et appartient bien & 7.
n

Notons les coefficients (c;) _n<r<n tels que pour tout ¢ on ait ¢?(t) = Z cre®t, alors

k=—n
pour tout t € R :

(on(t)t = (Z cpe’ ) Z Z cpepeFTOt

k=—n k=—nft=—n
et pour tout (k,¢) € [-n,n]? on a k + ¢ € [—2n,2n] donc ¢} appartient bien & Ta,.

La fonction f,, est continue et positive sur [—m, 7|, et n’est pas identiquement nulle, donc

™ ™

ﬂ -1
fa(t)dt > 0. Posons ¢, = (/ fu(t) dt) > 0, on aura bien / Cnfn(t)dt = 1.

—Tr —T —Tr

Pour tout n € N, on pose désormais .J,, = ¢, f,,, de sorte que .J,, est une fonction réelle positive
vérifiant

Jp € Ton et /{MQM—L

—T

IT — Une majoration de / |t]J,(t) dt

Soit n € N.

Qo.

Au vu de I'expression de ¢, ci-dessus, on a

. () di
/ L

[t]Jn(t

- / £t

Or par parité des fonctions ¢t — f,(t) et t — |t|f.(t) on a

/_Z\t]fn(t)dt:2/ tfn(t) /fn dt—2/ fult)

/ (e de
d’ou la formule/ |t Jn(t

" /fn
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Q 10. Sur l'intervalle [0, 5], la fonction sin est de classe C?, de dérivée seconde — sin qui est

toujours négative, donc la fonction est concave. En conséquence, son graphe est situé en

dessous de sa tangente a l'origine, d’équation y = z, et au dessus de la sécante reliant
: , . T o.T : , : 2

les points de coordonnées (0,sin(0)) et <§,Sln 5), qui a pour équation y = —z. On
7r

obtient ainsi ’encadrement

2
Vte[o,q, i< sint < t.
2 s
t
Q 11. On en déduit que pour tout ¢ € ]0, 7], puisque 5 € ]0, g],
sin(n +1)%  sin(n+1)%
sin & h L

et donc par croissance de l'intégrale,
4

- - . +1 t 4 - . +1 t
/tfn(t)dtz/ t(%) dt<7r4/ (Sm<”3 )3) 4
0 0 sin 0 t

n+1
En utilisant le changement de variable u = % t on obtient

- . 4 n ™ . 2 n T,
7T4/ (sin(n +1)%) dt = /( 2 sintu i 2du _a(n +1 /( 0% sintu du
0 t3 0 ( 2u ) n+1 2 0 u3

(n+1)

d’ou l'inégalité souhaitée.
t t
Q 12. En utilisant maintenant 'inégalité sin 5 < 5 pour tout ¢ € ]0, 7] et le méme changement

de variable, on a

T Tsin(n + 1 t (n+t1)3 14 2d (n+1)T .+ 4
0 0 (i) 0 ( U ) n+ 1 0 u

2 (nt+1)

c a4

sin® u
Q13. La fonction u — —
u

est positive et intégrable sur |0, 4o00| (prolongeable par conti-

nuité en 0 et majorée par — qui est intégrable sur [1,+o0[), et par positivité on a
u

(D3 sint g oo gint
/ du < / du pour tout n € N.
0 0

u3 u3

R _ sin u (1% sin*u 2 sintu

Il en va de méme pour la fonction u — — —, et on a du > du
u 0 0

pour tout n € N.

On en déduit ainsi que, pour tout n € N,

sy 2 n+1)Z 4 oo
tfa(t)dt 7T4 ntl "R sin udu ’ Sm4udu
/Tr [t] ] (t 2 0 W T W

(n+1)3 gin4 T 8(n+1 3 gip? '
/ fn(t) 2(n+1)3/ ’ Sm4udu ( ) / i udu
0 0

ul

On a donc bien une constante a indépendante de n telle que pour tout n € N,

& a
tJ, (1) dt < .
/ﬂ|| (<
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IIT — Approximation uniforme par des polynémes trigonométriques

Dans cette sous-partie, on fixe g € C_ .
Pour tout n € N, on définit la fonction 7},g en posant, pour tout z € R,

Thg(z) = /7r Iz —t)g(t) dt.

—T

L’objectif de cette sous-partie est de montrer que (7,g) est une suite de polynémes trigo-
nométriques qui converge uniformément vers g sur R.

r—T

Q 14. Soient n € N et € R fixés, on effectue le changement de variable u =x — ¢ :
T+

T.9(x) = /7r Jn(x —t)g(t)dt = / Jn(u)g(z —u)(—du) = / In(u)g(z — u) du.

—T T+ T—T

Les fonctions J,, et g étant 2m-périodiques, la fonction u — J, (u)g(z —u) est également
et d’apres Q 4.

Tog(z) = /_ﬂ (D) — 1) dt.

Par ailleurs puisque / Jn(t) dt = 1 on aimmédiatement, en multipliant par la constante

—Tr

g(), g(x) = / " (Hg(x) dt.

s
On en déduit par linéarité de 'intégrale et inégalité triangulaire que

agta) = g(a)l = | [ 006 =) - st at| < [ alata — 0 - g(allat,

—T

Q 15. On suppose que g est de classe C*.

(a) Soit n € N et x € R, alors pour tout t € [—m, 7|, puisque |(x —t) — z| = |,
lg(z — 1) — g(2)] < wy([t]) < [t]]|¢']|loc d’apres Q2.
On en déduit en utilisant I'inégalité obtenue en Q 13. que

g a1
T.g(z) — < [ @t ¢ |eo dt <
To(w) o) < | L0l oot < 4 20

et ceci étant vrai pour tout z € R, on obtient bien que

allg'l| oo
n+1"

Hj%g'_gHm><

(b) On en déduit par théoreme des gendarmes que lirf |79 — glloo = 0, autrement
n—-+oo

dit la suite (7,,g) converge uniformément vers g sur R. De plus puisque J, € Tz,
pour tout n, on sait d’apres Q5. que 1,9 € T3, pour tout n, on a donc construit
une suite de polynomes trigonométriques qui converge uniformément vers g sur R.

Q 16. On suppose seulement que g est continue.
a) Soient n € N* et deux réels t et x, comme précédemment |g(x —1t) — g(x)| < w,([t]).
g

1
En appliquant Q 3.c avec A = nlt| et h = — on obtient alors
n

o6~ 1) = g(a)] <, (nlel- ) < (L) w1/
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(b) On en déduit alors que, pour n et z fixés,
Thg(x) — g(x)] < ' Jn(t)(1 4+ nlt]) wy(1/n)dt = (1 + n/7r |t Jn () dt) wy(1/n)
et en utilisant_{?;r nouveau l'inégalité Q 13. on en dédui_t7r que
Thate) = 96l < (14 25 ) (1/) < (14 a1/,

Ceci étant vrai pour tout x, on a en posant b = 1 + a > 0 le fait que pour tout
n € N*,

1Tng = glloo < bwy(1/n).
(¢) On a admis que }llin[l)wg(h) = 0, on en déduit que lir}rl wy(1l/n) = 0 et donc
— n—-+0oo
lirf |79 — gllcc = 0. Comme précédemment, la suite (7;,) converge uniformément
— 400

vers g sur R.

Partie C —

I — On fixe un entier n € N* et on note 7' le polynome X" + 1.

Q17. Le polynome 77 = nX"™ ! ne s’annule qu’en 0 qui n’est pas racine de T donc toutes
ses racines sont simples. Puisqu’il est scindé dans C et de degré n, il admet n racines
simples dans C.

Explicitement, la résolution de 1’équation 7'(z) = 0 < =z
racines z, = '~ % pour k € [1,n].

n = _1 = ¢ donne les

Q 18. Puisque 7" est unitaire, il s’écrit sous forme factorisée T = H(X —z;). Fixons k € [1,n]

Jj=1
n

et notons Q, = H(X — zj), de sorte que T = (X — z;)Q%, on a alors
=1
J#k

T = (X — 2,)Q, + Qr donc T'(z) = Qu(zr) = I—I(Z;C — z).

s
I =

#

XE

Xn+1
On rappelle que, par décomposition en éléments simples de F', il y a existence et unicité de
[, - -, by dans C et de E dans C[X] tels que

n m
F= E.
;X—2k+

Soit ¢ € [0,n]. On consideére la fraction rationnelle F' donnée par F' =

Q 19. Multiplions la décomposition donnée dans I’énoncé par le polynome 7', on obtient alors,
en réutilisant les polynomes @) introduits ci-dessus,

X'=TF=> 11;Q; +TE.

j=1
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En fixant k& € [1,n] et en évaluant cette expression en zi, on obtient compte tenu de
T(z) = 0 et Q;(z) = 0 pour j # k,

_ —1 n
Zf; = Mka(Zk) = ,uk:T/(Zk) = Mk nZZ = uknz—k car z, = —1,
Z]l;+1

et ainsi p = ———.
n n
Par ailleurs si ¢ < n— 1 alors le polynéme TE = X¢ — Z 1;Q; est de degré inférieur ou
j=1
égal a n— 1. Or deg(T') = n donc on a nécessairement que E est le polynome nul. Dans
X 1 X0
Xn41 Xn 41
au cas £ = 0 est le polynome nul, celui associé au cas £ = n est constant égal a 1.

le casouf =n,on a F = donc puisque le polynome E associé

Q 20. Par dérivation on a
n n {41
—Hk 1 2L
F' = S U - Tk
; (X — zp)? n ; (X — z1)?
et au vu de 'expression de départ on a
(XL X 4+1) — X (nXh)

F' =
(X +1)2

donc en évaluant en 1 on obtient
n /41 2€

F'(l):lzuz—kzk)f ;n:%(‘]_g)

n
k=1

d’ou 'on déduit bien que

n 2 e ZX! n 2 <~ 2z (2. X)"
Xt = xt 2N e A Tt 2N SRR
2 +n;(zk—1)2 2 +n;(zk—1)2

et par ailleurs £X* = X PJ(X) donc cette égalité se rééerit
XPJ(X) = 2P(X) + =y 2052
10 = 3RO+ 13 T

n

Soit un polynéme P € C,[X] écrit sous la forme P = Zngg, divers arguments

=0
de linéarité permettent d’obtenir que
XP(X)= XP(X)= "p(xy+ 2 — | = =-P(X)+—- _—
0= 3omr(0) =3 a5 + 232D <ty 23

(b) L’expression obtenue Q 20. dans le cas ¢ = 0 donne immédiatement

2 n n 2

n 2L N Zk n
—+=)y ———=0 & — ==
2+n;(zk—1)2 o ;(zk—1)2 4
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II -

Pour tout P € C[X], on pose ||P|| = sup |P(z)|. On notera U ={z € C/|z| = 1}.

Q 22.

Q23.

Q 24.

Q 25.

J2=1

Montrons que 'application P +— || P|| est une norme sur C[X].
+oo

> Pour tout P € C[X] écrit sous la forme P = Z pX* avec (p;) nulle & partir d’'un
k=0
+oo
certain rang, on a pour tout z € U, |P(z)| < Z |pr| donc |P| est borné sur U et || P]|
k=0

est un réel positif bien défini.
> Séparation : soit P € C[X] tel que ||P|| = 0, alors P(z) = 0 pour tout z € U donc P
a une infinité de racines et est de ce fait le polynome nul.
> Homogénéité : soit P € C[X] et A € C alors pour tout z € Uon a |(A\)P(z)] = |A| |P(2)|
donc [[AP[| = [A[ || P]]
> Inégalité triangulaire : soient P, € C[X], alors pour tout z € U on a
|P(2) + Q(2)| < [P(2)| +1Q(2) < [|P] + [|Qll
donc [|[P + Q[ < [|P[| +[1Q]-

Soit z € U tel que z # 1, il s’écrit sous la forme z = ¢

2 i 2 i@ (0 0\ \? i AN S 0\?
(z—1)= (" —-1) :<e2<e2—e 2)) =e 2281115 = —4z sin 5

z B —1
(=1 4(sin%)
Soit P € C,[X], et soit z € U. alors d’apres Q 21.a,

% avec € | — m,7[. On a alors

et ainsi 5 est un réel négatif.

n

PE) = PEI<PE 2

21 P(21.2) -

n 2
- " 7 < — —
(2 — 1)2 <2+n;

ou on a utilisé que pour tout k € [1,n], zxz € U donc |P(zxz)| < || P||-

Zk

(21, — 1)

) 17]]

Or d’apres Q 23. pour tout k € [1,n] le nombre ﬁ est un réel négatif donc en
2k —
utilisant Q 21.b :
n n 2
2k . —Zk . n
; (2 — 1)2 kzz: (zp—1)2 4
. o , n 2 n?
On obtient ainsi que pour tout z € U, |P'(z)| < st | P|| = n||P|| et finalement
n
1P| < nf|P].
Soit g € T, et les coefficients (c)_n<k<n tels que
n n 2n
= R, Q(.T) _ Z Ckeikz _ efinz Z Ckei(kJrn)x _ efin:r ch_neikx.
k=—n k=—n k=0
2n
On introduit le polynome P = Z ChnX¥ € Cy,[X], de sorte que :
k=0

Vz € R, q(z)=e ™ P(™) etdonc ¢(x)=—ine ™ P(e) +ie ™ P'(e").
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On en déduit que pour tout = € R,

|q/($)| g ‘_Znef'mmp(eu) _i_,iefinxp/(eix)’ g n ‘P(em” + ‘Pl(eZ:E)‘ 7
or e € U donc |P(e™)| < || P et |[P'(e™)] < |[P'|| < (2n)]| P]].
On remarque enfin que {e*®, x € R} = U donc

lglloe = sup |g(z)| = sup | P(e™)| = sup |P(2)| = || P|
zeR z€R zelU

donc finalement pour tout = € R, |¢'(z)| < 3n||P|| = 3n|¢||« et ainsi ||¢'||c < 31]/¢]|0o-

Partie D — Fonctions holdériennes

Soit g une fonction définie sur un intervalle I C R et a valeurs dans C et soit a € |0, 1].
On dit que g est a-holdérienne s’il existe K > 0 tel que, pour tous réels x et y de 'intervalle I,

l9(z) —

9(y)| < K|z —y|*

I — Exemples

Soit o € 10, 1] et soit h, la fonction définie sur Ry par h, : z — z°.

Q 26.

Q27.

Q 28.

Soit y un réel positif. Par croissance de la fonction ¢ + %, on a bien 0 < x® — y® pour
tout x = y.

Par ailleurs si y = 0 on a “ — y* = (z — y)® pour tout x > 0.

Supposons y > 0 et considérons la fonction ¥ : x — (x —y)* — 2+ y®. Elle est continue
sur [y, +oo| et dérivable sur ]y, +oo[ et pour tout z > y, ¥'(x) = a[(x — y)*t — x|
qui est positif par décroissance de t + 71, puisque aw — 1 < 0. On en déduit que v est
croissante sur [y, +oo[ et ¥(y) = 0, donc ¥ (z) > 0 pour tout = > y.

On a bien prouvé que que pour tout > yona: 0 < z* —y* < (v —y)~.

«

On obtient ainsi que pour tous x,y > 0 tels que x > y on a 0 < h(x) — h(y) < (z —y)
et, si o < y, en intervertissant leur role, 0 < h(y) — h(x) < (y — x)“.

Autrement dit on a bien |h(x) — h(y)| < |z — y|* pour tout x,y positifs donc h est
a-héldérienne sur [0, +o00[, avec la constante K prise égale a 1.

() — h(0)|

— Ot—ﬂ.
w—op "

Soit 5 € |0, 1] tel que 8 # . On remarque que pour tout = > 0,

h(x) — h(0
M — 400 donc cette fonction n’est pas

bornée sur |0, +oo[ et il ne peut exister de constante K telle que pour tout z on ait
|h(x) — h(0)| < K|z — 0]°. Ainsi h n’est pas S-holderienne sur R, .

|h(z) — h(0)] A : :
— 2 ——~ —— 400 et pour la méme raison, h n’est pas
|z —0]fF  ao+o0

Supposons d’abord f > «, alors

Dans le cas ou 8 < «a, on a

[G-holderienne sur R, .

Soit k la fonction définie sur R, par

Q29.

AN rlnz six >0

v 0 siz=20
Erreur dans ’énoncé!! Les expressions xIn(z) et (y — 1) In(1 — y) ne sont pas pro-
prement définies en x = 0 et y = 1, ¢’est méme pour ¢a qu’on a introduit la fonction k.
On montrera donc le résultat sous la forme

Rz +y) = k(r) < k(1 —y).
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Soit y € ]0, 1]. Considérons la fonction définie sur [0,1 —y] par x : z — k(x +y) — k(z).
Remarquons que k est continue sur R, donc y est continue sur [0,1 — y| et dérivable
sur |0, 1 —y] et
Veelo,l—yl, X(x)=h(zx+y)+1—In(z)—1=In(zx+y)—In(z) >0 cary >0.
Ainsi y est croissante sur [0, 1 — y| donc
Vee[0,1-yl, x(z)<x(1-y)=In(1)—k(1-y).
On a ainsi bien obtenu que

Veel0,1—yl, k(z+4+y)—k(z) <—k(1-y).

Q 30. Soient z,y € [0, 1]. Quitte a intervertir leur role on peut supposer que = < y. On va
méme dans un premier temps supposer 0 < x < y < 1, et poser t = y — x. L’inégalité
précédente avec x et t (qui vérifient bien 0 < x < 1 — ¢ puisque y = x + ¢ < 1) donne
k(y) — k(x) < —k(1 — t). Puisque la fonction k£ n’est pas croissante, on a en fait tout
intérét a compléter cette inégalité par la minoration par x(0) = k(t) et on obtient que

k(t) < k(y) —k(z) < —k(1—t) dou |k(y) — k(z)| < max (k(t), —k(1 —1)).

—k(t —k(1—t
Considérons les fonctions u : ¢ — % et v:t— %
La fonction u est continue sur |0, 1] et u(t) = —t'~* In(¢) = 0 par croissances comparées
—>

donc wu est prolongeable en une fonction continue sur [0, 1], donc bornée.

De méme, v est continue sur ]0,1] et on a v(¢) o t1= donc v(t) P 0 donc v est
— —

prolongeable en une fonction continue sur [0, 1], donc bornée.

max(u(t), v(t))

tO{
ainsi |k(z) — k(y)| < K(z — y)*. L’inégalité est vraie dans le cas ou = = y.

< K et

Il existe donc une constante K telle que pour tout ¢ € 0, 1],

IT — Espace HS, et approximation uniforme par des polynémes trigonométriques

Dans la suite du probleme, pour « € 0, 1], on note HS. I'ensemble des fonctions a-holdériennes
2m-périodiques de R dans C.

Pour tout f € C_, on pose d,(f) = in7f_ 1f = Plloo-
pEn

Q31. Soit f € HS et K une constante associée, alors pour tout zp € R on a, pour tout
rz €R, |f(z) — f(xo)| < K|z — x0|* donc lim f(z) = f(xg). Ainsi f est continue sur R
Tr—TQ

et 2m périodique. Finalement HS, est un sous-ensemble de C3,, non vide car il contient

la fonction nulle.
Soient f,g € HS. et Ky, K, des constantes associées, et soient A, u € C, alors pour tous
z,y € Rona

|(Af + 1) () = A+ p9) (W) < M) = FW)] + |l lg(@) — g(w)] < (MK + |ulKy) |z —y|°

donc Af + pg est a-holdérienne, et elle est 2m-périodique donc appartient a Hg, .
Ainsi H$_ est un sous-espace vectoriel de CJ_ .

Q 32. Soit g € HS_ . Remarquons que la condition a-holdérienne se traduit par le fait que pour
tout h > 0, wy(h) < K h*. Soit n € N*, on a vu dans la partie B-1II que T,,9 € Tan,
donc en utilisant Q 16.b,
bK bK2°

< — < S
62n(g) X ||Tng g”OO X bwg(l/n) = ne (Qn)a
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Pour le cas impair, on peut écrire, puisque Ta,11 O Top :
bK2a< b K 2¢ 1 a< b K 3¢
(2n)> = (2n+ 1) 2n) T (2n+ 1)

d2n+1(9) < d20(9) <

D
On a donc trouvé une constante D telle que d,(9) < — pour tout n > 2, et ainsi
na
1
On = 0O|—).
@, =0 ()

I1I — Etude d’une réciproque

1
On fixe un réel a € ]0, 1] et une fonction f € CY_ telle que §,(f) = O (—> 1l existe ainsi
n—+oo ne
C

un réel C' > 0 tel que, pour tout n € N*, §,(f) < —.
n

Q 33. Soit n € N. La fonction nulle appartient a 7, donc d,, < || f||oo-
Notons A ={p € T,/ |If — Plloo < ||f|lcc} qui est non vide puisqu’il contient 0.
Montrons que A est un ensemble fermé : soit ®:7, — R alors cette appli-

cation est continue et A = ®~1([0, || f||s]) est donc un ensemble fermé. C’est également
un ensemble borné car si p € A alors par inégalité triangulaire

1Pllee < llp = fllso + 1 llo0 < 2[|f oo

Puisque A est fermé et borné dans 'espace vectoriel de dimension finie 7,, et que ®
est continue, d’apres le théoreme des bornes atteintes elle admet un minimum : il existe

n € Atel que [f — gul| = min |1f — pllos et 5i p & Aalors [ = pllc > |flloe > 0a(F)

donc ce minimum est bien égal a 0, (f).
Pour tout n € N, on considere un polynome p,, € Ton tel que ||f — pplloo = don(f).

Q 34. La fonction ¢ = p,+1 — p, appartient a Ton+1 donc d’apres Q 25. on a
P51 = Phlloe < 3:2" [Ipass — pulloos
Or [|pnt1 = Prlloe < lIPnt1 = flloo + [1f = Pulloc = 02nt1 () + 020 (f) donce

C C 6C (1 + 2)
n+1 n+1 _ n(l—«a
71 = Palloo <32 (B (£) + 820 (f)) < 32 (WH) + 2—) =g 2
6C (1 +2¢
d’ou la majoration souhaitée avec C" = (2%)
n—1
Q 35. Fixons n € N, alors p, = pg + Z(pkH — pg) donc par inégalité triangulaire
k=0
n—1 n—1
1P lloe < N1Pblloo + Y 1Phss = Phlloo < IPplloe +C" Y 2507
k=0 k=0
On reconnait une somme géométrique de raison 2'7% on a
n—1
C 2n(17a) -1 2n(17a) ! o
ZQk(l ) — Sl < e donc finalement  ||p), |le < |6l + a1 on(1-a)
k=0
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C/

Q 36. Pour tout n € N on a 207" > 1 donc ||p), || < (pr)Hoo N Er—]

> 2n1=2) on a
donc bien un réel A > 0 tel que, pour tout n € N,
P} ]loe < AU,
Q 37. Soit (z,y) € R? et n € N. Par inégalité triangulaire on a

|f(@) = fW)] < [f(@) = pul@)| + [Pn(@) = Pu(y)| + [Pn(y) — F(W)] < 2/ f = Palloo + [Pn(2) — Puly)]-

Or p, est de classe C' donc |p,(z) — pu(y)] < w,, (|2 —y]) < ||IP, ]l | — y|. On obtient
finalement

C
f () = F (W)l < 2020(f) + [[Pnlloc |2 — y] < 2 OBE

et ainsi on a bien obtenu la majoration |f(z) — f(y)] < C2'7" + A20=n |z — y|.

Q 38. On souhaite montrer que f est a-holdérienne. On cherche donc une constante K telle
que pour tout (z,y) € R? on ait |f(z) — f(y)] < K|z — y|*. Soit donc (z,y) € R
> Si x = y l'inégalité est vraie quel que soit K.
> f est continue sur le segment [—7, 7| donc bornée sur ce segment, et donc bornée sur
R par 2w-périodicité. Soit M un majorant de |f|, alors si [t —y| > Lona |f(z)— f(y)]| <
2M < 2M|x — y|*.

+ A2 g g

> Supposons maintenant que 0 < |z — y| < 1.
Choisissons n € N tel que Jnit <lzr—yl < o d’apres ce qui précede on a
1 204+ A  2¢4(2C+ A
[f(z) = fly)l < €27 4 A0 o < = < (Q(nﬂ)a ) < 2020 1 A) o — g

Finalement en posant K = max(2M,2*(2C + A)) on aura bien |f(z)— f(y)| < K|z —y|*
pour tout (z,y), et ainsi f est a-hdldérienne.

— Fin —
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