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MATHEMATIQUES 1 - M ( 2 pages d a c t y l o g r c i p h i S e $  
n p?, on associe les suites définies pour n 6  IN par les .. 

relations : - a, + a, + ... + an 
9 d = an-1 + an+l - 2 an . bn = an-$ - an, 'n - n n 

On dit que (a,) est 5 variation bornée si la série de terme général bn est absolument con- 
vergente. On dit que (an) est quasi-convexe si la série de terme général ndn est absolu- 
ment convergente. On dit que (a,) est convexe si elle est à valeurs réelles et si le réel 
dn est positif ou nul pour tout n >/ 1. 

Première partie 

Dans les deux prmiëres parties, (a,) est une suite réelle. 
1-1") Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur la suite (bn), pour que la 
suite (a,) soit convexe. 
1-2') On suppose, dans cette question, qu'il existe une fonction réelle f continue sur/F.+ 
deux fois dérivable s u r e ,  à dérivée seconde positive ou nulle sur c, telle que a,, = f(n) 
pour tout n. Démcntrer que (a,) est convexe. 
1-3") Déterminer toutes les suites convexes (a,) telles que les suites définies par les 
relations 4 = -an soient également convexes. 
1-4')Déterminer les valeurs du réel strictement positif J telles que la suite (na) soit 
convexe. 
1-5') Pour tout réel x, on note CxJla partie entière de s, c'est 5 dire l'unique entier re- 
latif tel que 1x16 x <[xi+ 1 .  On adopte, dans cette question, an = [n'j OC ct est un réel 
strictement positif. 

s'aidant d'une calculatrice ; toutefois le raisonnement figurant s u r  ïa copie devra exclure 
toute valeur approchée et ne s'appuyer que sur des inégalités entre entiers) . 

3 a) La suite (an) est-elle convexe pour CI = T? ( On pourra examiner le cas n = 9 e n  

b) Démontrer que la suite (a,) est convexe pour a 2. 

Deuxième partie 

Dans cette partie, (a,) est une suite convexe bornée. On notera A un majorant commun des 
réels \an\. 
11-1') Démontrer que ïa suite (b,) est convergente. DGterminer sa limite. 
11-2') Démontrer que la suite (a,) est convergente. 
11-3') Soient n et p deux entiers de @tels que n >/ 2p ; démontrer l e s  reiarions : 

0 5 nbn 6 2(ap - an). 
En déduire les limites des suites (nb,) et (nbn+l ) .  
11-4') Démontrer l'existence et l'égalité des deux membres de la relation : 

+Co 

- s"" bn. + = l  ndn - n= 1 

Troisième partie 

Dans cette partie, (a,) est une suice quasi-convexe bornée. On notera A un majorant com- 
mun des réels lani . 
111-1") Démontrer, pour tout entier N +  1 ,  la relation : 

En déduire que (a,) est à variation bornée. 
111-2') Démontrer (en justifiant l'existence des sommes des séries concernées) les relations 
suivantes : 

bnl + 2 s+m aIdnj 
n= 1 

< 
+ +Co 

n= 1 
jE bn 6 S Ibn1 \ 

n= 1 n= 1 
III-3') Démontrer l'existence et l'égalité des deux membres de la relation : 

+m +Co 

. . ./. . . 
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Quatrième partie 

Dans cette partie, (a,) est une suite complexe. 

I I  
IV-Io) Démontrer, pour n et N entiers supérieurs ou 6gaux 2 1 ,  les relations : 

1 cn - Cn+l =(< - =\+=1 m(am - am+l 
N N 

n-i 
S 1Cn - cn+iI& C,=*\+ - am+,\ 

IV-2') On suppose, dans cette question, que (a,) est 2 variation bornée. Calculer, pour 
n entier supérieur ou égal à 2 ,  le nombre c ~ - ~  + c ~ + ~  -2 cn 
an+, - an . En déduire la relation : 

en fonction de cn-l - cn et 
+a, 

nlcn-1 + Cn+l - 2 3 s /an+, - anl * n=2 n= 1 

IV-3°)0n suppose, dans cette question, que (a,) est bornée et que (cn+ ) est quasi-con- 
vexe. Démontrer, en utilisant le résultat de la question fI1-lO), que l a n )  est ii varia- 
tion born6e et convergente. 
IV-4') On pose, dans cette question , a. = O, bn =: 
ssnce de 2 et bn = si l'entier n est une puissance de 2 .  

si l'entier n n'est pas une puis- 

définit une suite (an) vérifiant les propriétés supposées en IV-2") Démontrer que ceci 
et 3 " ) .  
!'eut-on Gcrire encore, d J n s  ce cas, la relation : 

+'% cla 

n d n  = =  bn ? 
n= 1 n= 1 

IV-5') On suppose, dans cette question, que (a ) est à variation bornée. Dimontrer que 
l es  propositions ( l a  ssrie de terme général (a*) est absolument convergente) et aa 
sirie de terme général (&) est absolument convergente) sont équivalentes. n 1  

Dans cette partie, (a,) est une 
V - I o )  Démontrer, pour tout entier 

Cinquième partie 

suite complexe. Log représente le logarithme népérien. 
p supérieur ou égal 1 1 ,  les relations : 

+ ,< 1 + L o g p  

V-2') Démontrer i'équivalence des prapositions suivantes : 
( La suite (an) converge vers O et la série de terme général ((an+l - an+* ) Log (n+l)) 
est absolument convergente) 
(Les séries de termes généraux (anf'-) et (an+lLog(n+l) - a,+2Log(n+2)) sont absolument 
convergentes). 
V-3') Donner un exemple simple de suite (a,) satisfaisant aux deux conditions ci-dessus. 

n+ i 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

0 0 0 0 0 0 0  

O 


