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1ére épreuve M, P, TA MATHEMATIQUES (4 h) 1982

I1 est recommandé aux candidats d'utiliser dans leurs démonstrations
Hypothéses et notations exclusivement les théorémes du programme.

Soit En un espace vectoriel construit sur le corps des complexes C , de dimension finie n € N *.

L'endomorphisme nul et 1'endomorphisme identit& seront désignés respectivement par O et id ;

Ker u et Im u désignent le noyau et 1'espace image de 1'endomorphisme u.

. x P . .
Soit p € N u Uy e U (p fois)

o .
u = 1d

Soit A une matrice carrée d'ordre n ; A = (apq)

InN N
O o
N A
f= =]

exprime que apq est 1'élément situé 3 1'intersection de la ligne p et de la colonne q ; det A désigne le

déterminant de A ; Tr A, la trace de A ; tA, la transposée de A.

P . s o
I désigne la matrice unité ; A~ = 1.

Soit Pq un polyndme de € [X], de degré q :

q
p
P X) = a X
a0 2,
p=0
Suit A une matrice carrée d'ordre n :
q
p
P (A) = 2: a_ A
q (A) P
p=o0

Soit u un endomorphisme de En :
X! P
P u) = a_ u
a T 2 %
p=o
p et q désignent des entiers.

1ére partie

1° - Soit ap € C , 1 € psn ; soit Vn (a], Ay, sees an) la matrice, dite de Vandermonde, définie
par : v (a,, a ceey, a ) = (a_ ) l1 €¢p<n a =ap_l
n U1’ T2 > n Pq Pq q
l £ q<¢n
Montrer que :
. = n -
det VvV (al, ay, vees an) (aq ap)

2° - Soient A et B deux matrices carrées d'ordre n ; montrer que :

Tr (A.B)

Tr (B.A).

3° - Montrer que, si A et B sont deux matrices semblables, leurs traces sont é&gales :

Tr A= Tr B

. 2 .
4°) Soit u un endomorphisme de En tel que u id.

.l'/.l.
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Montrer que :

-2 -

Ker (u - id) N Ker (u + id) -{0}
Im (u + id) € Ker (u - id) ; Im (u - id) = Ker (u + id)

Soit :
P, = dim Ker (u - id) , q = dim Im (u - id)

P, = dim Ker (u + id) , q, = dim Im (u + id)

2
Montrer que :
P + Py =n
u est diagonalisable
5° - a) Soient u un endomorphisme de En et P2 un polyndme dont les racines a, et a, sont distinctes, tel
que Pz(u) =0.
Montrer, en utilisant le méme raisonnement qu’a la question 4°, que u est diagonalisable.
Indication : la propriété : "Pour que deux endomorphismes f et g de E vérifient f g =0, il faut
et il suffit que Im g © Ker f" pourra &tre utilisée.

b) Montrer, & 1'aide d'un raisonnement par récurrence que : si u est un endomorphisme de En qui

vérifie Pq (u) = 0 ol Pq est un polyndme dont toutes les racines sont distinctes deux 3 deux, u est diago~
nalisable.

6° - Montrer que, réciproquement, si u est un endomorphisme diagonalisable de E. il existe un polyndme

P , qui n'a que des racines simples, tel que Pq (u) = 0.

q
2éme partie

Soit T le nombre complexe :

- o 21T -
Tome n€N

Soit A la matrice de Vandermonde V_ (1, T _, 12 y seeey T n-l) et soit G_ = Tr A_.
n n n’ n n n n

1° - Calculer G,, 6 G

20 3> G4» Gg-

. ¥ :E: kr
2° - Soit r un entier relatif ; calculer ¢ = T
n k=0
Distinguer deux cas selon que r est, ou non, un multiple de n.
3° - a) Calculer A_.A .
n'’n
En déduire que A est réguliére, et donner une expression de A;] et de |det Anl.
b) Calculer A2 , B_ = + A% puis B2 .
‘ n n n ‘n n
4° ~ Montrer que Bn est diagonalisable ; préciser les seules valeurs propres possibles.

Soit V = (xq) 1 £ q € n un vecteur de En' Calculer Bn V ; en déduire des relations vérifiées par

les vecteurs propres.

En distinguant suivant la parité de n [n = 2p + 1 oun = 2p ; p € IN ], achever la détermination

des vecteurs propres et préciser la dimension des sous espaces propres.

5® - Montrer que An est diagonalisable et que les seules valeurs propres possibles sont :
/m,i/m,-/n,-ivm

6° - Calculer, en fonction de n, 1l'expression :

c, = Z(IJ*q) | .

|‘P<q6“ oc-/oho
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_3_
Indication : remarquer que :
2 -
(p+q = 2C +2 Zp
1l €p<gn p=1

l $q<n
7° - En utilisant 1l'expression de det Vn trouvée en I, 1° et le résultat précédent, montrer qu'un argu~
. b
e - n-2) (n~1
ment en de det A est g 3 ) ( )
Indication : utiliser :
. ia .

-1 = — -
e 2i e 7 sin 3
8° - Soit r un entier relatif ; soit G ; 1'expression :

n-1

. E : (r + k)2
Gl\ - Tn
k=0
. r
Montrer que : VYn , ¥r (G = Gn .
n
’ r+l r
(Considérer G - G )
n n

En déduire

Montrer, 3 partir de cette expression, que :

/M sin=2p+1
|G | = Y7n si n = 4p p €N
O sin=dp + 2

3éme partie
Soient a, bn’ c_, dn les entiers naturels &gaux respectivement aux ordres de multiplicité des valeurs

n
propres éventuelles /n , - ¥n , i /n , = i /n de la matrice A
o _ ) . ' . s 82 2
! Exprimer (;n en fonction de a_, bn’ o dn ; en‘dedulre la valeur de (an bn) + (cn - dn) en

fonction de n.
2° - calculer a +b etc +d ; distinguer suivant la parité de n.

3° - Montrer que a b , c_, dn vérifient un systéme de trois équations :

n n

a) Résoudre ces trois équations lorsque n est impair (n = 2p + 1). Distinguer selon la parité
dep:p=2koup=2%k+1 k €N).

Est-ce que les solutions trouvées fournissent effectivement les ordres de multiplicité des va-
leurs propres ? considérer en = Arg (det An) .
b) Résoudre ces trois équations lorsque n est pair (n = 2p).
Distinguer selon la parité de p : p=2koup =2k +1 (k € [N).

Est-ce que les solutions trouvées fournissent effectivement les ordres de multiplicité des
valeurs propres ? considérer en = Arg (det An) .

~FIN~
-§-



