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PROBLEME 1

File d’attente
Partie I - Temps d’arrivée du n-iéme client

Q1. On note 77 la variable aléatoire égale au temps écoulé entre le temps O et le temps ou arrive le client d’indice 1 .

On a T1(2) = N* et pour tout k € N*

k—1
[Ty = k] = (ﬂ [X; = 0]) N [Xi = 1]
" «le premier client arrive

«aucun client n’arrive entre o
a I’instant k»

les instants 0 et k-1»

les variables aléatoires indépendantes (X} ), .y~ et suivent une loi de Bernoulli de paramétre p € ]0, 1], donc

P(Iy=k) = (lﬁP(Xi:O)> P (X; =0)
i=1

= (1-p"p

Ainsi T} suit une loi géométrique de paramétre p et pour tout k € N*|P (T3 = k) = (1 — p)*~Ip|

Q2. Aestl’événement « aucun nouveau clientn’arrive dans la file » , A se réalise si tous les événements ([T7 = k]); o

ne se réalisent pas , donc

+oo “+00
A=NTh=H=UJm=4
k=1 k=1

les événements ([T = kJ), - sont deux a deux disjoints, on déduit que

—+00
P(A) = 1—[P’<U[T1:I<:]>
k=1
“+00
= 1-Y P(Ti=k])
k=1
“+o00
= 1-> 0-p*'p

k=1
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+00
S _ 1 . .
la somme de la série géométrique Z 1-— )k yaut = ce qui donne P (A) = 0. Donc presque sirement on aura un
p

=1
client au moins qui arrive dans la ﬂle a un certain instant k£ € N* .

Q3. La fonction génératrice de 77 est donnée par la série entiere Z P(Ty =k)t* ,onaP(Ty = k) = (1—p)Fp

k>1
P(Th=k+1 1
donc M =1 — plarégle de D’Alembert donne | R = T
Soitt € |-R,R[ona
+00
Gr(t) = Y (1—p)* 'pt*
k=1
= k—1
= pty (1-p)t)"
k=1
_ pt
11— (1—p)t
- pt
d’ou pout toutt € ]_R, R[ 5 GT1 (t) = m
Q4.
e Ona R > 1,donc G est définie et dérivable en 1, comme G7. ( Z kP(T = k) t* ! pouttoutt € |—R, R],
alors
+oo
=Y kP(Ty =k) = E(T1)
k=1
etona G/ (t) = S S qui donne | E(T) = E
=)’ P

e La formule de Koenig-Huygens donne V(T1) = E(T7) — E(T})? , avec E(T?) Z E*P(Ty =

Onapouttoutt € |—R, R[, Zk —1D)P(Ty = k) t*~1, donc

= iok;(k; - HP(Ty =k) = JiokQP(Tl =k) — E(Th)
k=1 k=1

donc E(T}) = G, (1) + E(T1).

_ 2 =p) 5 alors G77, (1) = A -p) ;p) et E(T32) =
(1-(1-p)t) P P

I1—p
P

Puisque G77, (t) =

Ainsi|V(Ty) =

QS. Pour tout n € N*, on note 7;, la variable aléatoire égale au temps écoulé entre I’arrivée du client d’indice n — 1
et le client d’indice n.

e LoideT,:
OnaT,(Q2) = N* et pour tout k£ € N*

=1

(1 —p)*~1p|et T;, suit une loi géométrique de paramétre p .

ce qui donne | P (7, = k)




e Les variables aléatoires T}, sont indépendantes et de méme loi que 77 , donc

1—
E(Dy) = E(T}) + ... + E(T},) = % et V(Dy) = V(T}) + ... + V(T},) = "(pr)
e La fonction génératrice G p, est donnée par :
Gp, (t) = H Gr,(t) ,pour toutt € |—R, R|
k=1
pt "
= (—"r
donc|Gp, (t) <1 —a —p)t>
+o00
o a) g a\  ala—1)..(a—k+1) a\
Q6. Pourtout v € Retz € |—1,1[ona (1+x) —;:%](k)x avec </~c> = o et 0 =1.

On a donc pour ¢ tel que (1 — p)t € |—1,1]

Gp,(t) = ()" (1—-(L-pt)™"

400 —n
= (pt)" <Z ( L ) (—(1 —p)t)k>

k=0

—n
Icul :
calculons ( k:)

k!

nn+1).m+k—-1
— (_1)k ( )]{(l )

n+k—1 '
= (1 (k!(n - 1)!)

n+k—1
- (_1)k< n—1 )

(—n) —n(-n—1)..(—n—k+1)

ce qui donne

400 .
GDn(t) — pn Z(l—p)k<n+k 1) t]ngn
k=0

n—1
+oo
k-1
= Zp”(l—p)k"< )tk
n—1
k=n
o) = n k—n k—1 k
Ainsi GDn(t):Zp (I1-p) _q .
k=n n

+oo
Comme Gp, (t) = Z P(T) = k) t* alors par unicité du développement en séries entiéres on obtient pour tout
k=1

(k,n) e (N*)?:




Partie II - Etude du comportement de la file

II. 1 - Une suite récurrente

R—=R
Soienta > Oet f : et (2n),cn- définie par 21 €]0,1] et Vn e N* 2,11 = f(z,)

x +— exp(a(xz — 1))
Q7.

e Par récurrence surn : on a z; € |0, 1] supposons z, € |0,1[donc z, — 1 < 0et0 < f(z,) < 1 par suite

Zn+1 S ]0, 1[ .
D’ou pour tout n € N*, z,, € ]0, 1] .

e Soitn > 2,0ona

Znt1—2n = f (Zn> —f (Zn—l)
— expla(zn — 1)) — expla(za_1 — 1))
= exp(a(zn—1 — 1)) (exp(a(zy, — zn-1)) — 1)

comme exp(z) — 1 est du méme signe que z alors z,+1 — 2, est du méme signe que z, — zp—1.
Ainsi par récurrence sur n on a 2,41 — 2, est du méme signe que z3 — 2.

Q8. On déduit de la question Q7. que (2,),,cn+ €St monotone et bornée , donc converge vers une limite £ € [0,1] .

La fonction f est continue, par passage a la limite dans la relation z,, 11 = f (z;,) on obtient : f(¢) = £.
10,1] = R

Q9. Soit la fonction 1 : .
z+— In(z) —a(x — 1)

On pour tout > 0, on a exp(y)(x)) = f(ac ] ce quidonne 0 < Y(z) & f(z) <zety(z) =0< f(z) ==
X

Q10. On suppose que 0 < a < 1.

Onav/(z) = ~a donc v est strictement croissante sur |0, 1], de plus ¢(1) = 0O et 1ir51+ P(x) = —o0

Donc 1) est négative sur |0, 1] et elle ne s’annule qu’en z = 1. On en déduire que 1 est I’unique solution, dans [0, 1],
de f(z) = x, ainsi z, — 1.
Q11. On suppose que a > 1.

1 . 1 . 1 .
e Ona+)’ s’annule en x = — et 1) est croissante sur } 0, - {,decrmssante sur} -, 1} , ce qui donne
a a a

1
P () >1(1)=0.0r 111(1)1+ 1 (x) = —oo donc 7 s’annule en un unique o € ]0, - [
a T— a

Ce qui donne que I’équation f(x) = x admet exactement deux solutions « et 1 avec v € |0, 1]

t —00 o 1 1
P'(t) + 0 -
v
v i) /O \ E]
—00




e Siz; €]0,a] : 1 estnégative sur |0, af par suite f(z) > x pour tout z € |0, [, donc z2 > 21 et (zy,),,cp- €5t
croissante , de plus f est croissante donc f(]0, a[) = Je™*, a[ C |0, o[ et pour tout n € N*, z,, € 0, [, on en déduit
que (zn), e+ converge vers I'unique point fixe qui est dans [0, o] ainsi z, — .

n——+o0o

e Siz € Ja, 1], v est positive sur Jo, 1] par suite f(x) < x pour tout x € Ja, 1] donc zp < 21 et (zy),,cp+ €St

décroissante , et f(]a, 1[) = Ja, 1] et pour tout n € N*, z,, € Ja, 1] ,ainsi (zy),cy- converge vers un des points fixes

qui sont dans [, 1] , puisque z, < z1 < ldonc z, — «.
_)

n—~+00
Conclusion : pour tout z; € |0,1[onaz, — a.
n—-+00
1 ‘ 1+
|
y==z |
fl@)
0 o 2 A 1
II. 2 - Groupes de clients
Q12. L’événement Z = |J [V, = 0] se réalise dés que 1’un, au moins, des événements [V;, = 0] est réalisé. Ceci

neN*
signifie qu’au moins un des groupes est vide, c’est-a-dire qu’aucun client n’arrive pendant le service d’un des groupes,

par suite tous le événements [V}, = 0] et k& > n se réalise , et le service est terminé (par exemple fin de journée de
travail ou une longue pause) .

Q13. Pour chaque instant k& € [1,n] ily’a Xy (0 ou 1) clients qui arrivent , donc N, = X1 + ... + X, .
n
Par indépendance des (X,,),, .y ona Gy, () = H Gx, (t) orpourtout k ona Xy ~ B (p) donc Gx, (t) = (1—p)+pt
k=1

k

par suite ‘ Gn, ()= ((1—p)+pt)" ‘ce qui donne pour tout k € [1,n] | P(N, =k) = <n>pk(1 —p)" k|, N,

suit la loi de Bernoulli B (n,p). (Si k > n, P (N, =k) =0).

Q14.

e Soit (n,k) € N2 Quand S = n, il y a n instants pendants lesquels des clients peuvent venir avant que le second
client ne soit servi, V] est alors le nombre de clients arrivés pendant n instants, avec pour chaque instant une probabilité
p d’y arriver et ceci indépendamment, on peut écrire dans ce cas : V| = X1 + ... + X, , (égalité conditionnée par

S = n), par le méme raisonnement que la question Q13. elle suit la loi de Bernoulli B (n,p) , donc pour tout

k

Remarquons que si S = 0 alors la durée de service est nulle, le groupe est videet P (V; =0| S =0) = 1.

ke[l,n]ona|P(Vi=Fk|S=n)= (”

>pk(1—p)"ket[P’(Vl:k]S:n):Osik>n :




e Comme ([S = n]), o est un systéme complet d’événements, par la formule de probabilité totale on a

+oo
PVi=k) = Y P(Vi=kS=n)P(S=n)
i
= Y PVi=klS=n)P(S=n)+> PVi=klS=n)P(S=n)
n=k n=0

=0

. : . A" :
S suit la loi de Poisson de paramétre A > 0, donc pour toutn € N, P (S =n) = e_’\—', par suite
n!

400 n\ n—k:Xne_A
PVi=k) = > | |p"Q—-p" " ——

|
nkp n:

k k’—/\ nan
frg 1—
p Zk,n_k,n,( p)" A

PPa-pFe? X 1

= 7 Z gy (=N

m=n—k pk (1 _p) k e_A = 1

2 BLCo Y -t

m=0
_ - P a-p e = 2"
- i SO
_ e
N k!
(Ap)* e
Donc pour tout (n, k) € N2, [P (V; = k) = T ainsi V; suit une loi de Poisson de paramétre \p .

Q15. Onnote z, = P (V,, = 0).

e Par construction, pour n € N*, si le n-iéme groupe est vide, alors ’événement [Vj, = 0] est réalisé pour tout
k > n, donc si [V = 0] est réalisé alors [Vi41 = 0] est réalisé , ce qui signifie que [Vi = 0] C [Vi41 = 0] par
conséquent la suite (zy),,cn+ €St croissante et elle est majorée par 1 donc elle converge .

e OnaZzZ = | [V, =0] et la suite des événements ([V;, = 0]),,c+ est croissante , le théoréme de la limite
monotone donne me

P(Z)= lim P(V,=0)= lim z,

n—-+oo n—-+oo

Q16. Notons G, le k-ieme groupe de clients .
Soitn € Net j € N*;supposons V| = j , c’est le nombre de clients du premier groupe , posons G1 = {c1, ..., ¢} .
Soit i € [1,j] , pendant que le client ¢; est servi un groupe de clients arrivent et vont engendrer un autre groupe de
clients et ainsi de suite jusqu’a I’instant n + 1, posons G, 1 ; ce groupe de clients, (¢ est le groupe constitués a partir
du clients c; jusqu’a 'instant n + 1 ),posons U; = Card (Gp41,) -
Ainsiona: }

o Gpy1 = LJJ Gr+1,i ;réunion disjointe .

=1
o V1 = Card (Gn+1) =Uy+ ...+ Uj .

J
o [Vo,y1=0]= ﬂ 0] et les U; sont indépendantes .
=1



e P(U;=0)=P(V,,=0) ( car Gyy1, est construit par le méme processus que G,, ,c’est sans considérer le

groupe engendré par le client 0,il y a donc n groupes et le dernier est vide )
Donc P (Vpy1 =0 Vi =7) = H[FD =0)=P(V, =0).

OnaaussiP (V41 =0V = 0) = 1, donc le résultat est vrai pour j = 0.

Ce qui prouve que pour tout (j,n) € N2|P (Vopy =0 | Vi = j) = P (V,, = 0)/

Q17. La famille ([V1 = n]),,cy est un systéme complet d’événements, la formule de probabilité totale donne

+o00
P(Var1=0)=> P(Vor1 =0V =k)P (Vi =k)
k=0

onaP (Vo1 =0|Vi=k)=P(V, =0)" = zF et d’apres la question Q14. V; suit une loi de Poisson de paramétre
Ap donc

ApZn

P(Vp1=0) = e Z

~ e Oplen—1)

ainsi, pour tout n € N* | 2,11 = exp (Ap (2, — 1)) . ‘
Q18. D’apres Q10. et Ql1. ona

e Si)\p <1alors z, —J>r 1, donc presque surement le service s’arréte quand n devient grand .
n—-—+0oo
e Sidp>lalorsz, — «a€]0,1], définie dans Ql11.
n—-+oo
La durée de service de chaque client est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre A > 0, et
d’ésperance égale a \ .
Ainsi A est donc le temps de service moyen. Si le temps de service moyen est ¢levé , avec le temps on a peu de chance

que tous les clients soient servis .

EXERCICE
Equivalent de Stirling

, R x R* — R
Q19. Soit f etpourtoutz € R et f, : RT = R, t — f(x,1)..
(z,t) — tttet
e EnO: f.(t ) donc f, est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si 2 > 0.

Otlar

1
e En0:+oo: fi(t)=o0 <t ) donc f, est intégrable sur [1, +oo] pour tout x.

+o0
Finalement f, est intégrable sur |0, +oo[ si et seulement si  €]0, +o0] , et donc / t*Le™! dt converge si, et
0
seulement si, x > 0.

Q20.

e Soit z > 0 et [a, b] C]0, +o0[. Par une intégration par parties on a

b b b b
/ tTetdt = {—t%*t] + x/ = le7tdt = —bPe b + gTe ™ + :c/ t*~tetat
a a a a

7



Quand a tend vers 0 et b tend vers +oco, on obtient la relation fonctionnelle

T(@+1)=al(x).|

(o9}
e Onal'(l) = / e!dt = 1, par récurrence, on obtient alors
0

VneN,I'(n+1) =n!

on en déduit que‘Vn eN*, I'(n) = (n — 1)!‘
Q21. La relation fonctionnelle permet d’écrire pour n € N*: ( ) (n %) r (

1 2n—1 2n— 1
F(n+> = i X n 3><... — F(
2 2

2 2
o (2n)x(2n—1)x...x3x2
27(2n) x (2n —2) X ... x 2 F(

- o (2)

400 o—t
Onal (%) / € _dt. , posons u = /t et donc t = u? et dt = 2u du on obtient
0

Vit
"(3) -

+oo e_u2
= / 2udu
0 U

400 5
= 2/ e du =+
0

. 1 (2n)!
ce qui donne | T’ (n + 2) = Sonp] N

La relation reste vrai quand n = 0.

Q22. Soitn € N*,ona

n—1
S = Zlnk: Z/ e
k=1

n_;

_ ln((n—l)!)—/ Int de

N

n— n—1
donc|{InT'(n) = /1 ln tdt + Z Pk
2 k=1




Q23. Soit k € N* ,ona

1

pe = lnk—[tln(t) —¢]; "3

2

_ lnk—<(k+ D+ 1) - (k—;)ln(kz—;)—1>

= mk—uk+wm@+w (k+1)]2,

l\.’)

= Ink— n(k+t)d

N[ M‘)_l

0
= Ink-— u/]nk+¢dﬁ—/ In(k + t)dt

to\»—‘ ol

— k- / In(k + t)dt — [ In(k — t)dt
0

1

ce qui donne pj, = /2 (2Ink — (In(k +t) — In(k — t))) dt, que I’on simplifie par
0

1 1
3 3 12
= Ink? — (In(k? — 2 ﬁ:/—ll———ﬁ
pro= [ (k2= (k2 =) ar = [*—in1- 5

Q24. La fonction ¢ — — In(1 — ¢) est croissante sur [0, 1] donc , pour tout k£ € N* on a

1

3 1 ~1 1
<pp < [ -1 —In(1-—
0_pk_/0 n( 4k2)dt 5 n( 4/«;2)

-1 1 1 1 . .
comme - In (1 — 41{2) v w2 donc la série ,; — 1n ( 4I<:Q> converge , par comparaison la série

Z Pk converge.

keN*
Q25.
n,, n—1 n—1
e D’aprés la question Q22. on a InI'(n) = / In tdt + Z Pk » POSONs Z pr = S donc Z pr=S+0(1),
1 k=1 k=1
par suite

1

InT(n) :(/71mﬁ+5+d)
1

— [tIn(t) —¢]"7F + 5 +o(1)
= (n—;)lnn—n—i—g—i-S—i-o(l)

3
posons ¢ = §—|—S,alorsona In'(n) = (n— %) Inn—n+c+o(1)].

e Ce qui donne

I'(n) = nre ™ e W et e 5 1
n—+0o00

ainsi [ I'(n) ~ e“n""2e ™.
n—+oo

t\" .
Q26. Pour tout x > 0 et tout n € N*, on admet que ¢ ~— ¢~ (1 - ) est intégrable sur |0, n] et on note.
n

134x):t£"ﬁF1<1-;>n(ﬁ

9



. t
Soit n € N*, posons u = — alors pour tout x > 0 on a
n

1
Ip(x) = nx/ w1 —u)" du
0

Q27. Soit n € N*et x > 0, une premiére intégration par parties donne :

Ip(z) = n® /01 (ugg)/(l —u)" du

x

u® 1 n< 1
_ xil_ n e xl_ nfld
n [z( u) L—l—xn/ou( u) u

nr

1
- (] — n—ld
xn/ou( w) u

aprés k intégration par parties, k € [2,n — 1],on obtient

n*(n(n—1)....(n —k+1))

@) = e D+ k= 1)

1

/ w1 — w)F du
0

et a la n -iéme étape on a donc

I (z) = —oon=1)..1) /1u$+n—1 du et /1u$+"—1 du—
" z(x+1)...(x+n—-1)J 0 x+n

n*n!

(x4+1)...(x+n)

ce qui donne | Ty, (z) =
T

+oo n
Q28. Ecrivons I, (x) = / fn(t)dt, avec fr(t) = 1)gp((1) =1 (1 — ;) .On a alors
0

e Domination et intégrabilité :

: 0,1[ =R , t , .
Soit g : onag'(t) = —— , g est donc croissante sur [0, 1], g(0) = 0 donc g est positive sur
ts —t —In(1 —1) 1=t
[0,1].
t 3 . t\" —t
Donc pour tout |0,n[onag(—) > 0etnin(l — =) < —tdou (1 ——) <e".
n n

n
Ainsi pour tout |0, +oo[ , 0 < f,(t) < e ! et la fonction ¢ : t — e~ est intégrable sur |0, +-00[ .

Par suite f,, est intégrable sur |0, +oo[ .
e Convergence simple :
Soitz > 0ett € ]0,+o0] , pourtoutn > tona

fat) = 7 (1—t>"

n

= t"lexp (n In(1 — 2))
= t"lexp(—t+o(1))

a1 ,—t i - . : ) x—1,—t
donc f,(t) =2 1", ainsi la suite de fonction (f,,),,cn converge simplement vers f, : ¢ — " e™" .
Le théoréme de convergence dominée donne
“+oo

“+o0o
tim [ gt = [ o

n—oo 0

10



par suite pour tout z > 0|I',(z) " I'(z).
n—-+0o0

T

n®n!

Et la question Q27. donne pour tout z > 0| I'(z) = EI}: (x+1) (x+mn)’
n oo x(x ool n

Q29.
e Soitx > Oonal(z+ 1) = aI'(z) donc I'(z + n) = (x +n — 1)I'(x + n — 1) par récurrence on a
I'(z4+n)=(@+n—-1)..al(x).

Donc
Iz +n r+n—1)..x n (x+n).x
I'(n)n (n—1)!n r+n nln
r
D’aprés la question Q28. on a pour tout x > 0, Im =2 1|
e D’apres la question Q250onal'(n) ~ enze™,
n—-+00
ion Q21. donne T (n+ L) = ML 2 g
La question Q21. donne I { n + 3) = 22”11!\/7? onc
I'+n) (2n) JF 1 VT T(2n)
= 7r =
T(n)nz 220" "Tnnz 2271 D(n)2n2
par suite
1 c o2n—2% _on
F(2+Ti) N ;/7?16(271)1 2e L 2} e
[(n)nz n+oe 24n— (ecn""3e~n)2p2 Nt
(i
Comme (3 +n) — lalorse® =+2met| I'(n) ~ 2N ze M,
F(n) nT n—oo n——+o0o
PROBLEME 2
Blocs de Jordan
Partie I - Irréductibilité de J,
, RP — RP . . .
Soit A € R. On note u) : I’endomorphisme de £ (R?) canoniquement associé a J).
X J)\X
Q30.

ei1sijelp—2
e Onaug(ej) = doncug(ej):{ jrisij€flp =2 ,etpour p = 2 ona

0sij=p

€j+1 sij € [[Lp_ 1]]
0sijef{p—1,p}

ud (e1) = ug (e2) = 0.

e On en déduit en déduire :

0 0 0
0 0
J2 = 1 0
0 1

0 0

0 0 1 0

11



et JE=0sip=2.

e = e
e Parrécurrence onauf) ! (ej) = { ! P et ub (ej) = 0 pour tout j € [1,p] .

0 sisije[2p]

Ainsi
0O ... ... 0
Jt= S| etdh=0
1 0 ... 0

JP =0et JV # 0 donc Jy est nilpotente d’indice p.
Q31.
e La matrice J) de uy, dans la base canonique , est triangulaire avec A sur la diagonale donc Sp (uy) = {A}.
e OnaJy— A, = Jyet Jyestderang p — 1, donc dim ker(uy — Aid) = 1 et ona ugp(ep) = 0 ce qui donne :
E)(uy) = vect {ep} .
Q32. Soit V un sous-espace vectoriel de RP.
e SiV eststable par u) , V est aussi stable par Aid donc il est stables par uy — Aid = ug .
e Si V est stable par u, , V est aussi stable par Aid donc il est stables par ug + Aid = u, .

Soit V' un sous-espace vectoriel de R? stable par u), de dimension & € [1, p]. On note v I’endomorphisme induit par

uy sur' Vet By = (El, ey Zk) une base de V, que I’on compléte, par une famille C, en une base B = (El, ey zp)
de R”.
Q33. On a pour tout j € [1, 5] ux(e;) = v(e;) € V caduy(e;) € vect {21, . ,Ek} , ainsi la matrice de u) dans

la base B est triangulaire par blocs :

By C
Matg, (v) | B \ By
Mat~(uy) =
5 o [a)c
Q34.
e Le polyndme caractéristique u) s’écrit
XI; — Matg, (v)| —B

Xuy (X) = det (Xid - Matg(u,\)) = det - X
ce qui donne x, (X) = det (X1, — Matg, (v))det (XI,_ — A), par suite de x, divisex,, -
e Onayy, (X)=xs(X)= (X — AP, lepolynome y, divise x,, et deg x, = dim V' = k donc
xo(X) = (X — A)¥ . Ainsi Sp (v) = {\} donc E)(v) # {0} or Ex(v) C Ex(uy) = vect {e,} , par suite
Ey\(v) = vect{e,} C V d’oue, € V.
Q35. Si on suppose que R” = V@ W ou V et W sont des sous-espaces vectoriels de R? stables par u non réduits

a {0}, d’apres la question précédente e,, € V' N W ce qui est absurde. Une telle décompositions est donc impossible.
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Partie II - Stabilité du systéme linéaire associé

On rappelle la propriété suivante : Soit E, F' et G trois espaces vectoriels de dimensions finies, I C R un intervalle,
f:I - FE,g:1I > FetB:EXxF — G bilinéaire, si f et g sont dérivables sur I alors 'application
ot B(f(t),g(t)) est dérivable sur I et ' (t) = B(f'(t),g(t)) + B(f'(t),g(t)) .

Q36. Soit X est un vecteur propre pour .Jy associé a la valeur propre A, et )N( tte eMX .

Ona X I(t) = AeM X (on a dérivé les coordonnée de )N() et JyXo = A\X| donc X I(t) = M\ Xy = Sy Xp , ainsi
X est une solution particuliere de (.5).

R — Mp(R)

t — exp (tJy)
On a ¢ est dérivable si et seulement si, pour tout (i, j) € [1,p]? ett € R, [p(t)]; ; est dérivable.

Q37. Pour une matrice M = (m; ;) € Mp,q(R) notons [M], ; = m; ;. Soitp {

De I’expression de ¢ on déduit que
p—1 k
t
7 E n -
k=0 k |: :|Z,]

pour tout (7,5) € [1,p]?, donc ¢ est dérivable .
Soit (i,7) € [1,p]* ett € Rona

p—1 Ntk 4 feth—1

i
[P0 = (100, ) = X2 ],
donc
=1y Nsk Mk—1
AeMtF 4 ket
o) = ;) x J5
1
:AMZH%+WZ
|
_ )\@(t) + e/\t Z t ' (l]ﬂ-‘rl
= (k—1)!
—1 _
B S AN JhH p_
= Ap(t) +e Z (car J§ =0)

i (k=1
= Ap(t) + ¢(t)Jo )
= Ap(t) + ¢(t)Jo )

ainsi pour tout t € R, ‘ o' (t) = Jyexp (tJa) = exp (tJy) Jy ‘
Q38.
e OnaJ) =0donc J¥ = 0 pour tout k > p ains pour tout ¢ € R,

plk +ook

exp tJ,\ )\t Z k‘ )\t Z k'

e Soitt € R, remarquons que
p—1 k
exp (tJy) = eMI, + e Z
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et les J¥ sont des matrices triangulaires de diagonales nulles donc exp (t.Jy) est triangulaire de diagonale (e, ..., e)

ce qui donne det (exp (t.Jy)) = €™ # 0 donc exp (t.J)) inversible .

e Soitg:t— p(t)p(—t), le produit de matrices est bilinéaire donc g est dérivable et pour tout ¢ € R

g1t) = dt)e(=t) = pt)¢' (1)
= Jxexp (tJx) exp (—tJy) —exp (tJy) Jyexp (—tJy)

or Jy et exp (tJy) commutent donc ¢'(t) = 0 et g est constante sur R, donc pour tout ¢ € R on a g(t) = g(0) = I,.
Ainsi exp (t.Jy) est inversible et son inverse est exp (—t.J)) .

Q39.

e L’application qui a une matrice et un vecteur associe leur produit est bilinéaire, donc pour tout ¢t € R
Y/(t) = (exp (—tJ3))' X (1) + exp (~tJ3) X'(t) = —Jx (exp (~tJ3)) X () + exp (~tJ3) X'(¢)
Jy et exp (—tJy) commutent ce qui donne

Y'(t) = exp (—tJy) (X' (t) — JhX(2))

On a donc X est solution de (.5) si et seulement si Y/(¢) = 0 pour tout ¢ € R, ainsi X est solution de (.5) si et
seulement si Y est constante sur R .
e De ce qui précédent on a : X est solution de () si et seulement si Y (¢) = Y (0) pour tout t € R, ce qui est
équivalent a X (t) = exp (tJy) Xo avec Xo = Y (0) .
Q40. Supposons A > 0, soit X : ¢ — exp (t.Jy) e, , rappelons que Jye, = 0, donc pour tout ¢ € R
Pl yk

p—1
X(t) = (e’\tfp + e’\t]; e J()) ep=eMe, +eM Z 1 (Joep)

d’ou X (t) = e e, , par suite | X ()| = e e T donc X non bornée sur R,
oo
Q41. Soit A € M,(R) ettout X € E.

e Ona,pourtouti € [1,p] ona [AX], Z a; jxj donc
7=1

2
P p p
L’inégalité de Cauchy Schwartz donne (Z ai,jxj) < Z (a;j)° Z (2;)? ,par conséquent

7j=1 7j=1 7=1
2 L 2 d 2 2 2
IAX|P <0 (ai)® Y ()" = N(A)?|IX]|
i=1j5=1 j=1

d’oit Pona | |AX | < N'(A)[X]|]
e Soit A < 0, et X solutions de (S'), donc pour tout t € R, X (t) = exp (tJy) Xy avec Xp € E.
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Soit ¢t > 0, I’inégalité précédente s’écrit
[ X (@) < N(exp (tJx))[| Xol
etona
By By = k
N(exp (tJ)\ = Z k' ~ Z FN ( Jo)

donc

X (Z 4 v () on\)

polynomiale

par suite X (t) . —> 0, ainsi X est bornées sur R*.
——+00

tk

Ll
kOk

fonction polynomiale, elle n’est bornée sur R* que si Xy = 0. La solution nulle est I’'unique solution bornée sur R™.

Q42. Si A = 0 alors il existe Xy € E tel que pour tout ¢t € R, X(t) = exp (tJo) Xo = J¥ X ,qui est une
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