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A. Préliminaires

n m—1 n
1) Ona BE(X) =Y kP(X =k) =Y kP(X =k)+ Y kP(X =k) donc
k=1 k=1 k=m
m—1 n n

E(X)< ) (m—1)P(X =k)+ > nP(X =k) < (m— 1)ip(x =k)+ Y nP(X =k)

k=1

Or on a Z P(X=k)=P(X >m). Conclusion: | E(X) <m—1+nP(X >m)
k=m
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Remarque : les majorations ci-dessus sont valables si m = 1.

2) On trace la fonction  — Inx sur [1, +00[ qui est continue, croissante et positive sur [1, +oo.
La formule demandée est vrai si n = 1 (on a méme 1'égalité).

Soit n > 2, on a :

k

Vk > 2 vVt € [k—1,k] : Int < Ink que 'on intéegre de k — 1 a k : / Intdt < Ink puis on
k—1

n k n n n
sommede?én:Z/ lntdt<21nksoit/ 1ntdt<21nk(carln1:0).
k=2 k=1 k=2 1 k=1

n

Comme/ Intdt = [tlnt—t] =nlnn—n+1, Conclusion:|Vn >1:nlnn—n+1< Zlnk
1 k=1

1
zn:lnk

On en déduit que e’ Inn—n+1 < ek=1 =nl.
Or (2)" —enlin—n ninn—n+1 1 conclusion: |Vn > 1 <E> < n!
€ e

B. Le lemme se sous-additivité de Fekete
3) Faire un dessin sur une droite horizontale de la situation des éléments présentés.

Comme u est bornée, U, est un ensemble borné et comme u,, € U, U, est non vide,

Conclusion: | (u,,) et (u,) sont bien définies

Vn = 1: Uy C Uy, donc u, majore U, et u, minore U, 1, on a alors : U, < Uy, et u, 1 > u,.
En conséquence, la suite (u,,) est croissante et la suite (%, ) est décroissante.

Comme ces deux suites sont bornées (par les bornes de (uy,,)), par le théoréme de limite monotone

on a : Conclusion: | (u,,) et (,) sont monotones et convergentes

4) e On a vu au 3) que la suite (u,) est décroissante.

Comme , pour tout n > 1, u,, € U,, u, < u, donc u > u.

Soit v telle que v soit décroissante et telle que v < v, montrons que u < v.

1



Soit n > 1 et soit k > n, u, < v < v, car v est décroissante. v,, est donc un majorant de U,,, donc

U, < v, et donc w < wv.  Conclusion: | w est la plus petite suite décroissante et plus grande que u

e De la méme maniére, la suite u est décroissante.

Comme , pour tout n > 1, u,, € U,, u,, < u, donc  u =< u

Soit v telle que v soit croissante et telle que v < u, montrons que v < wu.

Soit n > 1 et soit k > n, u, > v, > v, car v est croissante. v,, est donc un minorant de U,,, donc
v, < u, et donc v < u.  Conclusion: | u est la plus grande suite croissante et plus petite que u
5) Soit n > 1 et soit k > n, u, < v, < U, car T, est un majorant de V,,. 7,, est donc un majorant

de U, donc u,, < u,. Comme ces deux suites sont convergentes, on a

Conclusion: | lim @, < lim 7,
n—-+00 n—-+o00

6) | =] | Supposons que T et u soient adjacentes. Comme pour tout entier n > 1, v, < u, < Uy,

,grace au théoréme d’encadrement : u converge et sa limite est égale a celle de u et w.

<] | Supposons que u converge. Soit € > 0, il existe N > 1 tel que Vk > N |u,, — ¢] < & (avec

¢ limite de u). On adonc Vk > N , { —e < up < {+e,doupour tout n > N : U, C [l —e,l+¢€] et
donc ¢ —e < u,, < up, < U, <{+e. On en déduit que les suites w et u convergent vers /.

Conclusion:

’U et u sont adjacentes si et seulement si u converge et dans ce cas les trois suites ont la méme limite

TYOna:m=ng+r=n(g—1)+n+retcomme0<r<n,l<n<r+netcommem > 2n,
m—2n=(q—2)n+r>0dou(¢—2)n>—r>—n,soit ¢g—2 > —1 (car n > 0) et donc ¢ > 1.

On adonc m =ng+r =n(qg—1)+n+r avec n(¢ — 1) >0 et n+r > 0. On peut appliquer la
sous-additivité : wy, = Up(g—1)4ntr < Un(g—1) + Untr-

Enfin par récurrence sur ¢, on a t,g—1) < (¢ — 1)u, : en effet c’est vraie pour ¢ = 2 et si c’est

vraie pour ¢ = 2, Un(q) < Un(g—1) + Un < (¢ — Dt +up = (¢ +1 = 1)u,

Conclusion: | u, < (¢ — 1)u, + Up iy

-1 Uptr
(q ) + +r

1
Multiplions par —, on a donc 2m
m’

m m m
Uyt max{Uyp, ..., U2n—1
Tout d’abord, commeonan<n+r<n+n—-1=2n—-1,ona < (thn, -, )
m m
.o qg—1 m-—-n-—r lng—m—m+n-—r
Ensuite — = — =0
m nm m n



: Uy M —N—T U, Max(Up,...,Uspn_1
Conclusion: | — < ——m8 — -~ + (- )
m m n m

8) On prend n =1 et pour tout m > 2, on a :

m —1-0 m
0 — Y < m—2mvm + M <1- l + — = 2u;. Conclusion: (u_) . est bornée
m m 1 m 1 1 melN

m—mn—71r U, max(Uy,...,Us,_
Soit n > 1 fixé et soit m quelconque tel que m > 2n. Posons v,,, = et (1 2n-1)

m n m

U
On aVm > 2n : — < v,,. La démonstration du 5) reste valable si 'on n’a 'inégalité qu’a partir
m

d’un certain rang et comme (—m est bornée et que lim w,, = 1-— + 0 par théorémes
n

m )me]N* m—+00

généraux et car max(uy, ..., us,—1) est indépendant de m, on peut conclure avec le 5) :

. m u
Conclusion: | Pour tout entier n > 1 : m — 4oolim— < —
- m n

77— Um Unp, .
9) Posons x, = lim — et y, = —. La suite z est constante donc convergente vers sa valeur.
m—-+o0 MM, n

D’autre part, on a z = y et la suite = est croissante, avec le 4) on a donc r < y et comme

U, U, . « — Um . Uy, .
converge vers lim — et y vers lim — , on a ensuite grace au 5) : lim — < lim — , puis

m—+00 M n—+oo 1 m—+00 MM n—+oo N

. . . _ . . . Up — Um
enfin il est clair que pour tout suite z, z, < Z, et limz, <limZz, donc lim — < lim —.
n—-+oo N m—+00 M

. , u
Gréce au 6) on a : Conclusion: | La suite (—n> N converge dans IR
n /ne

10) e Si Vi € [1,n] X;(w) > zx alors Y, (w) > 7;_1: On a donc ﬂ(XZ > x) C (Y, > x) dou

i=1

.

@
I
—

o
PN

(X; > x)) < P (Yn > x) Comme les variables X; sont indépendantes et de méme loi,

n

(X, >x> HPX >a) =[P >2)=1"=1.
i=1

-

@
Il
R

On en déduit que 1 < P(Yn > ;E) < 1. Conclusion: P(Yn > 9:) =1

e SiVie [1,n] X;(w) > x alors Y, (w) > " On a donc ﬂ(Xl >x) C (Y, > x) dou
n

i=1

P( ﬂ(X ) P( ) Comme les variables X; sont indépendantes et de méme loi,

Conclusion: P((Yn > :1:)) >0

m-+n
11) e Soit w € ({Ym x} { Z X, > }), on a alors
k=m+1
m+n 1 m+n 1
Yitn(w) = m+nZXk = m+n(mYm+ Z Xk:@)) > m+n(mx+”$) = x , donc

k=m+1



m-+n

1
Yiman(w) =2 x.  Conclusion: ({Ym > :v} N {— Z X, > x}) CA{Yin = x}
n

k=m+1
m+n
e Par le lemme des coalitions, Y,, et — Z X}, sont indépendantes donc
k=m+1
Pz 3 ey = p(rze) P S Xiza) < P(Yon 2 0)
m = T - k=X = m= T - k=20 ) X m4n = T
n k=m+1 " k=m+1

m-+n

1 1<
Or P(— Z X = :1:) = P(— Z X, = :1:) car les X; suivent la méme loi (rigoureusement on
oy S— Cy—

R B ¢ N o
montrerait que - kZH X et - ; X, ont méme loi et en utilisant P(X; = a) = P(X; =a) ).
=m =

Conclusion: P(Ymm > x) > P(Ym > w)P(Yn > x)

12) Soit z € IR.

Premier cas : P(X; > x) =0, dans ce cas, P(X; < x) = 1 et donc avec le 10), pour tout entier

-

n>1:P(Y, <z)=1,donc P(Y, >x)=0. Conclusion: ((P(Yn >x))n converge vers 0

)ne]N*
Deuxiéme cas: P(X; > x) > 0, dans ce cas, avec le 10), pour tout entier n > 1: P(Y,, > ) > 0.

On peut donc poser u, = —In(P(Y,, > x)) pour tout entier n > 1. De 'inégalité de la question
précédente, on en déduit que pour tous m,n dans IN* : w4, < Uy, + u,. Enfin par définition d’une
probabilité, u,, > 0 pour tout n dans IN.

Up, , L1 N , .
On applique le 9) : la suite (—) converge vers un réel £. On en déduit par critére séquentiel que
Up ", .
(e n ) converge vers un réel e/. Or e n = ————
P(Y, > x)n

Conclusion: ((P(Yn > x))w converge vers e~

>ne]N*

13) Amorce :

Si s = 1 alors il n’y a qu’une seule pile qui contient de bas en haut (ay, as,...,a,). Soit un jeton
a; = z, la suite a un élément b = (a;) est bien :

e décroissante de longueur s =1 ,

e le jeton n°l de valeur b; = a; = z est dans 'unique pile n°1 ,

(Pas obligatoire, mais utile pour comprendre rapidement ce qui se passe :
Si s = 2 alors il y a deux piles qui contiennent (ay, as, . .., a,).

Soit un jeton a; = z de la deuxiéme pile. Si on a posé ce j-iéme jeton sur la deuxiéme pile, c’est



qu’il y avait sur le sommet de la premiere pile, & ce moment la, un élément a;, avec k < j et a; < ay.

Posons b = (ay, a;j) c’est bien une suite décroissante de longueur 2, pour ¢ = 1 le jeton de valeur
by = ai, est dans la pile 1 , pour 7 = 2 le jeton de valeur by, = a; est dans la pile 2 et by = 2. )

Hérédité

Supposons le résultat vraie pour s et soit une répartition des jetons qui donne s + 1 piles. Soit
un jeton de la s 4 1-iéme pile de valeur z = a;. Comme pour s = 2, si on a posé ce j-iéme jeton sur
cette s + 1-iéme pile, c’est qu’il y avait sur le sommet de la s-iéme pile, & ce moment la, un élément
2 = ay avec k < j et a; < ay.

On applique pour 2’ I'hypothése de récurrence :

il existe une liste b = (b, ..., bs) décroissante de longueur s, pour tout ¢ € {1,...,s} le jeton n°
de valeur b; est dans la i-iéme pile et b, = 2/

La suite V' = (by,...,bs, 2) posséde alors toutes les propriétés demandées car k < j = a; < ay,

et by, 1 = z. Conclusion: ’On a le résultat demandé pour tout s € IN*

14) On range donc les pg+ 1 éléments de la suite a selon le procédé de I’énoncé. Soit s le nombre
de piles que cela a crée.

Premier cas : s > ¢+ 1

Dans ce cas avec le 13), il existe une suite b = (by,...,bs) extraite de la liste a et décroissante.
La liste b = (by,...,bs41) est extraite de la liste a , elle est décroissante et de longueur ¢ + 1.

Deuxiéme cas : s < ¢

Dans ce cas , montrons qu’il y a au moins une pile qui contient au moins p 4+ 1 éléments. Si les s
piles avaient toutes un nombre inférieur ou égal a p alors les s piles auraient un nombre inférieur ou

égal a ps < pqg < pq+ 1 : absurde. Il existe une pile qui contient au moins p + 1 éléments. Notons

(@iy, @iy, -5 QG- - a4,) cette pile.
On a alors (a;,,as,,-..,a;, ) qui est extraite de la liste a , elle est strictement croissante et de
longueur p + 1. Conclusion:

La liste a admet au moins une liste extraite croissante de longueur p 4+ 1 ou une liste

extraite décroissante de longueur g + 1.

Remarque : le principe du deuxiéme cas s’appelle le principe des tiroirs : s’il y a 5 tiroirs et 6



chapeaux a ranger, il y aura au moins un tiroir qui recevra deux chapeaux.
15) Soit i € {1,2,...,n}, siw € (A =1i) N (Ay = i), alors B(w)(1) = B(w)(2) = ¢ : impossible
car B(w) est une bijection. Donc (A; =) N (Ay =1i) =0 et P((Al =i)N(Ay = z)) = 0.

Or P(A; =i) = Z P(Ay =i/B=0)-P(B=o0) (cest la F.P.T.), donc P(A; =i) = Z i

O'ESn O'ESn

On ne peut donc avoir P(A; =1) - P(Ay =1i) = P<(A1 =1)N (A = z))

Conclusion: ’Al, ..., A, ne sont pas mutuellement indépendantes‘

16) Erreur d’énoncé : il faut que la liste s soit strictement croissante (par exemple si k = 3 et

1
s=1(1,1,1) alors P(A%) =1# 6 ).
Soient donc k € {1,...,n} et s = (s1,..., %) telle que s1 < -+ < .
Posons S, s 'ensemble des permutations o € S, telle que o(s1) < --- < o(sy) -

Montrons que A* = (B € S,.5) :

we A® <= B(w)(s1) < B(w)(s2) <+ B(w)(sy) <= B(w) € S, s <= we (BeS,y)

: : o S
Puisque B suit une loi uniforme, on a :P(A%) = P(B € S, 5) = “57?7’
n
1 2 . .. Sl DY 82 D Sk,‘ DY n
g =
o(1) a(2) - o(s) -+ o(ss) - ol(sy) - on)
Pour déterminer une permutation de S, s, on commence par choisir les k£ images de sq,..., s :
s1, ..., S, Cela revient donc a choisir une suite strictement croissante 1 < sf < ... < s < n. Ce

n
nombre de possibilités est ( k’) Il reste ensuite n — k éléments (ce sont les éléments de ’ensemble :
{1,...,n}—{s),...,s,}) a placer sur la deuxiéme ligne de ¢ : il y a donc (n — k)! possibilités de

les placer.

n Sl _ (=R 1
k 15| nl Kl

17) e Posons C,, 'ensemble des permutations o € S, telle que la plus longue liste croissante

On en déduit que |S,, ¢| = ( )(n — k)!'"  Conclusion: P(A?%)

extraite de (o(1),...,0(n)) soit de longueur /.
Posons D,, » I’ensemble des permutations o € S,,, telle que la plus longue liste décroissante extraite
de (o(1),...,0(n)) soit de longueur /.

Montrons que C,, ¢ et D,,  ont méme cardinaux. Pour cela considérons ’application ® de S,, dans



S, qui & une permutation o associe la permutation ¢’ définie par o’(k) = n+ 1 — o(k). 1l est clair
que pour tout k € {1,...,n} ,n+1—o0o(k) € {1,...,n} et que si ®(o1) = P(03) alors oy = g9. On
en déduit que @ est injective et comme S,, est de cardinal fini, ® est bijective.

Enfin si ¢ € S,, et 0 posséde une liste croissante extraite de (o(1),...,0(n)) de longueur ¢, alors
d(o) € S, et ®(0) posséde une liste décroissante extraite de (o(1),...,0(n)) de longueur ¢. On

déduit que ®(C,,¢) = D, et donc que C,, 4 et D,,, ont méme cardinaux.
[Crel _ Dl

n! n!

On a donc P(B € Cyy) = =P(B €D,y .

D’autre part , par double inclusion, on a : (C,, =) = (B € Cp4) et (D, =) = (B € Dyy).

Conclusion: (V¢ € {1,...,n} : P(C,, ={) = P(D,, = {) et donc C,, et D,, ont méme loi

o Il existe un entier p > 1 tel que p> + 1 <n< (p+1)?+1 (p=|v/n—1)).
On appliquant le 14) a la suite formée par les p? + 1 premiers éléments, on a C,, > p+ 1 ou
D,>p+1.Onadonc C,+ D, >p+1+1 (puisque I'une des deux valeurs est supérieure a p + 1

et 'autre est supérieure a 1), ce qui donne E(C,, + D,,) = E(C,) + E(D,) > p+2
(p+2)?*— >QHJY+1+%p+U—

p+2+vn p+2++/n

D’autre part C,, et D,, ont la méme loi, donc E(C,,) = E(D

)
v
2

D’une part p+2 — /n = n>0d’of1p+2>\/ﬁ.

On a donc 2E(C,,) = p+2 > +/n.  Conclusion: | E(C,,) > (Merci Stéphane!)

18) On a (C, =2 k) C U A® ou T est 'ensemble des suites strictement croissantes de {1,...,n}

seT
et de longueur k

1
Appliquons l'inégalité de Boole : P(C, > k) < P( U As> ZP( ) T et comme

seT seT seT

IT| = (Z), on a l'inégalité demandée.  Conclusion: |P(C,, > k) < (]{;Ll)

19) e Posons i = |—aey/n],on ai < —aey/n <i+1donc —i—1 < aey/n < —i. Posons k = —i,

on a donc k — 1 < aey/n < k et comme aey/n > 1, —aey/n <1 et donc i < —2

Conclusion: |k — 1 < aey/n < k avec k € IN*

e On a (C, = aey/n) C (C, >k —1)=(C, = k) car C,, est a valeurs entiéres.

On  done P(Cy > aey) < () < "L BED) (£ (V1)

2k 1\ 2cey/n 1
On en déduit donc que P(C,, > aey/n) < < ) < (—) car 2k > 2aey/n et — < 1.
a a



2ae/n

Conclusion: | P(C,, > aey/n) < (l)

1
20) e Utilisons le 1) avec le k du 19) avec a =1+ —= > 1: E(C,) <k —1+nP(X > k).

Y
2ae/n
On a vu au 19) que P(X > k) = P(C, > aey/n) < (—) et k —1 < aey/n.
a
1
E( n) ae\/_ 2aef (1+ 1/4>\/ﬁ
On a donc < \/_( ) =1+ 14)e+\/_< )
1
Ve Ve / I+
nl/4
1
1 204+ —= )/
Posons ¢,, = \/ﬁ<—1> nl/t
I+ 7 /4
1 1 1
In(e,) = = lnn —2(1+ m)\/ﬁln(l + W)
2 . , .
Or 2(1+ 1—/4)\/_111( 1/4) i donc par croissance comparée, ngrfoo In(e,) = —o0 et donc

C)
)

1
< (1+—)e+e, avec lim ¢, =0

E
lim ¢, =0. Conclusion: |Vn € IN* :
1/4 n—-+00

n—-+o00
E(

e On en déduit que Vn € IN* : 0 <
E(Cy)
N4

1
Enfin lim ((1—{— 1/4)e+5n> =e.

n—-4o0o

< 2e+ M ou M est un majorant de la suite (g,) qui
n

converge vers (. La suite ( ) est donc bornée.

—_ F — F
On conclut avec le 5) et 6).  Conclusion: | lim @ existe et lim (Cn)

n
m——+oo \/ﬁ m——+oo \/ﬁ

FIN



