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I - Résultats préliminaires

I.A - Distance de A à As

I.A.1)
• ∀A ∈Mn(R) , A = As +Aa avec As ∈ Sn(R) , Aa ∈ An(R).
•

A ∈ Sn(R) ∩ An(R) =⇒ A = AT = −A
=⇒ A = 0

• tr est une forme linéaire vérifiant tr(MT ) = tr(M) , tr(MN) = tr(NM) donc :

A ∈ Sn(R) ∩ An(R) =⇒ AT = A , BT = −B
=⇒ tr(ATB) = tr((ATB)T )
=⇒ tr(ATB) = tr(BTA)
=⇒ tr(ATB) = tr(−BA)
=⇒ tr(ATB) = −tr(BAT )
=⇒ tr(ATB) = −tr(ATB)
=⇒ tr(ATB) = 0
=⇒ A⊥B

On en déduit que Sn(R) et An(R) sont supplémentaires orthotogonaux dans Mn(R).
• Calcul de dimensions :
Soit (Ei,j)1≤i,j≤n la base canonique deMn(R) (i.e.Ei,j = (δi,kδj,l)1≤k,l≤n).

La famille ((Ei,i)1≤i≤n, (Ei,j+Ej,i)1≤i<j≤n) est une base de Sn(R) donc dim(Sn(R)) =
n(n+ 1)

2
.

Comme Sn(R) et An(R) sont supplémentaires dansMn(R), alors

dim(An(R)) = dim(Mn(R))− dim(Sn(R)) =
n(n− 1)

2
.

I.A.2 Comme A = As +Aa avec (As, Aa) ∈ Sn(R)×An(R) et (Sn(R))⊥ = An(R)
alors As est le projeté orthogonale de A sur Sn(R). D’après le théorème de la projection ortho-
gonale, As est l’unique vecteur de Sn(R) vérifiant :

‖A−As‖2 = min{‖A− S‖2, S ∈ Sn(R)

Donc, ∀S ∈ Sn(R), ‖A−As‖2 ≤ ‖A− S‖2 et ‖A−As‖2 = ‖A− S‖2 si et seulement si S = As.
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I.B - Valeurs propres de As

I.B.1
• Pour As ∈ S+

n (R) si et seulement si ∀X ∈Mn,1(R), XTAsX ≥ 0.
C.N Comme spR(As) ⊂ R+, alors, d’après le théorème spectral, il existe (X1, . . . , Xn) une BON
deMn,1(R) formée de vecteurs propres de As. Donc ∀i ∈ J1 , nK, ∃λi ≥ 0, AsXi = λiXi.

SoitX ∈Mn,1(R). Alors il existe α1, . . . , αn ∈ R tels queX =

n∑
i=1

αiXi. Donc AsX =

n∑
i=1

αiλiXi

et XT =

n∑
i=1

αiX
T
i .

D’où XTAX =

n∑
i=1

α2
iλi ≥ 0.

C.S Soit λ ∈ spR(As). Alors il existe un vecteur unitaire de X Mn,1(R) tel que AsX = λX.
Donc

0 ≤ XTAX = λXTX = λ.

D’où spR(As) ⊂ R+ et donc As ∈ S+
n (R).

• Pour As ∈ S++
n (R) si et seulement si ∀X ∈Mn,1(R) \ {0}, XTAsX > 0.

C.N Comme spR(As) ⊂ R∗+, alors, d’après le théorème spectral, il existe (X1, . . . , Xn) une BON
deMn,1(R) formée de vecteurs propres de As. Donc ∀i ∈ J1 , nK, ∃λi > 0, AsXi = λiXi.

Soit X ∈ Mn,1(R) \ {0}. Alors il existe α1, . . . , αn ∈ R non tous nuls tels que X =

n∑
i=1

αiXi.

Donc AsX =

n∑
i=1

αiλiXi et XT =

n∑
i=1

αiX
T
i .

D’où XTAX =

n∑
i=1

α2
iλi > 0.

• C.S Soit λ ∈ spR(As). Alors il existe un vecteur unitaire de X Mn,1(R) tel que AsX = λX.
Donc

0 < XTAX = λXTX = λ.

D’où spR(As) ⊂ R∗+ et donc As ∈ S++
n (R).

I.B.2
Soit λ ∈ spR(A). Il existe un vecteur unitaire X de Mn,1(R) tel que AX = λX. D’après le
théorème spectral, il existe (X1, . . . , Xn) une BON de Mn,1(R) formée de vecteurs propres de
As. Donc ∀i ∈ J1 , nK, ∃λi ∈ R, AsXi = λiXi avec λ1 ≤ · · · ≤ λn.

Il existe, donc, α1, . . . , αn ∈ R tel que X =

n∑
i=1

αiXi. Donc XTX =

n∑
i=1

α2
i = 1.

λ1 ≤
n∑
i=1

λiα
2
i = XTAX = λXTX = λ ≤ λn.

D’où min spR(As) ≤ λ ≤ max spR(As).
Si As ∈ S++

n (R), alors min spR(As) > 0 et on en déduit, d’après ce qui précéde, que 0 n’est pas
une valeur propre de A. Donc A est inversible.
I.B.3
I.B.3.a

2



• Existence : Comme As ∈ S++
n (R), alors, d’après le théorème spectral, il existe P une ma-

trice orthogonale telle que PTAsP = diag(λ1, . . . , λn), avec les λi > 0. Posons alors B =
Pdiag(

√
λ1, . . . ;

√
λn)PT . Donc B ∈ Sn(R), B2 = Pdiag(λ1, . . . , λn)PT = As et comme les

valeurs propres de B sont les
√
λi > 0, alors B ∈ S++

n (R).
Unicité : Soit B′ ∈ S++

n (R) telle que B′2 = As.
B′ est diagonalisable d’après le théorème spectral et donc Mn,1(R) = ⊕λ∈spR(B′)EB′(λ). Mais
si λ est une valeur propre de B’, alors ker(B′ − λIn) ⊂ ker(B′2 − λ2In) = ker(As − λ2In). De
plus, les valeurs propres de B’ étant positive, les λ2, λ ∈ spR(B′), sont deux à deux distincts ou
encore les ker(As − λ2In), λ ∈ spR(B′), sont deux à deux distincts.
Ceci montre que pour chaque λ ∈ spR(B′), ker(B′ − λIn) = ker(As − λ2In) et que les λ2, λ ∈
spR(B′), sont toutes les valeurs propres de As.
Ainsi, nécessairement la matrice PTB′P est une matrice diagonale D. L’égalité B′2 = As fournit
D2 = diag(λ1, . . . , λn) puis D = diag(

√
λ1, . . . ,

√
λn) (car les valeurs propres de B’ sont stricte-

ment positives.) Et finalement B′ = B.
I.B.3.b
On a, d’après la question précédente, il existe B ∈ S++

n (R) telle que As = B2. Donc A =
B2 + Aa = B(In + B−1AaB

−1)B (B est inversible car 0 6∈ spR(B).) Posons Q = B−1AaB
−1.

Alors
QT = (B−1)T (Aa)T (B−1)T = −(BT )−1Aa(BT )−1 = −B−1AaB

−1 = −Q.

Donc Q ∈ An(R) et, d’après la multiplicativité du déterminant, on a

det(A) = det(B2) det(In +Q) = det(As) det(In +Q).

I.B.3.c
Comme Q est antisymétrique, alors spR(Q) ⊂ {0} et les valeurs propres complexes de Q sont
imaginaires pures. En effet :
– Soit λ ∈ spR(Q). Alors, il existe X ∈ Mn,1(R) unitaire tel que QX = λX. Donc XTQX =
λ = (XTQX)T = −XTQX = −λ. D’où λ = 0.

– Soit λ une valeur complexe de Q. Alors, il existe X ∈ Mn,1(C) unitaire (X̄TX = XT X̄ = 1)
tel que QX = λX. Donc X̄TQX = λ = (X̄TQX)T = −XTQX̄ = −XTQX = −λXT X̄ = −λ̄.
D’où λ = −λ̄. c-à-d λ est imaginaire pure.

Comme Q ∈ Mn(R), alors si λ est une valeur propre imaginaire pure, λ̄ = −λ est aussi une
valeur propre de Q.
Or Q est donc semblable dans Mn(C) à une matrice triangulaire supériere T dont les termes
diagonaux éventiels sont p zéros ( avec p = m(0) ) et λ1, λ̄1, . . . , λr, λ̄r avec p et r deux entiers
tels que p+ 2r = n.
Donc In + Q est donc semblable dansMn(C) à une matrice tiangulaire supériere T1 = In + T.
D’où les termes diagonaux de T1 sont les p 1 et 1 + λ1, 1 + λ̄1, . . . , 1 + λr, 1 + λ̄r.

D’où det(In +Q) =

r∏
i=1

(1 + λi)(1 + λ̄i) =

r∏
i=1

(1 + |λi|2) ≥ 1 car les λi sont des imaginaires pures.

Donc det(A) ≥ det(As).
I.B.4
On a AA−1AT = AT = As −Aa. Donc As −Aa = A(A−1)sA

T +A(A−1)aA
T .

Comme As, A(A−1)sA
T ∈ Sn(R), Aa, A(A−1)aA

T ∈ An(R) et An(R) ⊕ Sn(R) = Mn(R),
alors As = A(A−1)sA

T . Donc det(As) = det(A) det((A−1)s) det(AT ) = (det(A))2 det((A−1)s)
car det(A) = det(AT ).
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I.C - Partie symétrique des matrices orthogonales

I.C.1
On a, si B ∈ An(R), alors, pour tout X ∈Mn,1(R),

XTBX = (XTBX)T = XTBTX = −XTBX =⇒ XTBX = 0.

Soit λ ∈ spR(As). Alors il existe un vecteur unitaire deMn,1(R) tel que AsX = λX.
Donc, puisque A est orthogonal, alors ‖AX‖2 = XTATAX = ‖X‖2 = 1 et ‖ATX‖ = ‖X‖ = 1
(car AT ∈ On(R)).
D’où

|λ| = ‖AsX‖ =
1

2
‖AX +ATX‖ ≤ 1

2
(‖AX‖+ ‖ATX‖) = 1.

Donc λ ∈ [−1, 1].
I.C.2
Soit S =

(
1 0
0 − 1

2

)
∈ S2(R). Supposons qu’il existe A ∈ O2(R) telle que As = S.

Or, il existe α ∈ R tel que Aa =

(
0 α
−α 0

)
. Donc A =

(
1 α
−α − 1

2

)
. Et comme A ∈ O2(R),

alors, on a nécessairement α2 +
1

4
= α2 + 1 = 1 ce qui est absurde.

Donc, pour cette matrice S, il n’existe aucune matrice A ∈ On(R) tel que As = S.
I.C.3.a
On a spR(S) ⊂ [−1, 1] et les sous espaces propres associés aux valeurs propres de S dans ]− 1, 1[
sont de dimension paire, alors d’après le théorème spectral, il existe P ∈ On(R) tel que PTSP =
Ip
−Iq (0)

A1

(0)
. . .

Ar

 où

– p, q et r des entiers naturels tels que p+ q + 2r = n.

– ∀i ∈ J1 , rK, Ai =

(
λi 0
0 λi

)
où λi ∈]− 1, 1[.

Soit, pour tout i ∈ J1 , rK, Bi =

(
λi −αi
αi λi

)
où αi =

√
1− λi.

Alors, pour tout i ∈ J1 , rK, Bi ∈ O2(R). Soit donc D =


Ip
−Iq (0)

B1

(0)
. . .

Br

 est une

matrice orthogonale et donc A = PBPT est une matrice orthogonale et c’est facile de voir que
As = S.
I.C.3.b

On aA ∈ On(R), alors il existe P ∈ On(R) telle que PTAP = D =


Ip
−Iq (0)

Rθ1

(0)
. . .

Rθr

,

avec
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– p, q et r∈ N tels que p+ q + 2r = n.

– ∀i ∈K1 , rJ, Rθi =

(
cos(θi) − sin(θi)
sin(θi) cos(θi)

)
où θi ∈ R \ πZ.

Donc As = S =
1

2
(A+AT ) =

1

2
P (D +DT )PT = P


Ip
−Iq (0)

Vθ1

(0)
. . .

Vθr

 où Vθi =

(
cos(θi) 0

0 cos(θi)

)
.

Donc spR(S) ⊂ [−1, 1] et ∀i ∈ J1 , rK, cos(θi) ∈]−1, 1[ car θi ∈ R\πZ et les sous espaces propres
associées à ces valeurs propres sont de dimension paire.

II - Matrices F-singulières

II.A - Cas où F est un hyperplan

II.A.1)

A ∈Mn(R) est singulière ⇐⇒ ∃X ∈Mn,1(R) \ {0}, AX = 0

⇐⇒ ∃X ∈Mn,1(R) \ {0}, ∀Z ∈Mn,1(R), ZTAX = 0

⇐⇒ A est En − singulière.

II.A.2
Comme H est un hyperplan de En et N un vecteur unitaire de En normal à H.
Alors H ⊕⊥ R.N = En.
Donc

A est H sigulière ⇐⇒ ∃X ∈ H \ {0} ∀Z ∈ H, ZTAX = 0

⇐⇒ ∃X ∈ H \ {0}, AX ∈ H⊥ = R.N
⇐⇒ ∃X ∈ H \ {0}, ∃λ ∈ R, AX = λN.

II.A.3
Soit N un vecteur unitaire de En normal à H. Si A est H-sigulière, alors, d’après la question
précédente, il existe X un vecteur non nul de H et λ ∈ R tels que AX = λN. Soit donc

X1 =

(
X
−λ

)
∈ En+1. X1 est non nul car X est non nul et AnX1 =

(
AX − λN
NTX

)
= 0 car

N ⊥ H et AX = λN.
Donc AN est singulière.
Inversement, si AN est singulière, alors il existe Y ∈ Rn+1 \ {0} tel que ANY = 0.
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On pose Y =

(
X
α

)
où X ∈ En.

ANY = 0 =⇒
{
AX + αN = 0
NTX = 0

=⇒
{
X ∈ H
AX = −αN

X 6= 0 car sinon α = 0 et donc Y = 0 ce qui absurde. D’où A est H-sigulière d’après la question
précédente.
II.A.4
On pose B =

(
B1 B2

B3 B4

)
. Alors

ANB =

(
In 0

NTA−1 −NTA−1N

)
⇐⇒

(
AB1 +NB3 AB2NB4

NTB1 NTB2

)
=

(
In 0

NTA−1 −NTA−1N

)

⇐⇒


In = AB1 +NB3

NTB1 = NTA−1

AB2 +NB4 = 0
NTB2 = −NTA−1N

Il suffit de prendre B1 = A−1, B3 = (0, . . . , 0), B2 = −A−1N et B4 = 1.
II.A.5
D’après II.A.4, en développant le déterminant de B suivant la dernière ligne, on a det(B) =
det(A−1).
En développant le déterminant de ANB suivant la dernière colonne, on a det(AN ) det(B) =
−NTA−1 det(In) = −NTA−1.
D’où det(AN ) = −NTA−1 det(A).
II.A.6
Comme det((A−1)s) = 0, alors il existe N un vecteur unitaire non nul de En tel que (A−1)sN = 0.
Donc X = A−1N = (A−1)aN 6= 0.
Soit H = (R.N)⊥. Alors H est un hyperplan de En et comme (X|N) = XTN = −NT (A−1)aN =
0, donc X est un vecteur non nul de H.
Or AX = AA−1N = N , donc d’après II.A.2 A est H-singulière.
II.A.7
On det(As) = 0 et comme det(A) 6= 0, alors, d’après I.B.4, det((A−1)s) = 0. Donc, d’après
II.A.6, il existe u hyperplan de En tel que A soit H-singulière.
II.A.8
Comme As ∈ Sn(R), alors, d’après I.B.1, ∀X ∈ En \ {0}, XTAsX > 0.
Soit Y ∈ En \ {0}. Alors Y T (A−1)sY = Y T (A−1 − (A−1)a)Y = Y TA−1Y. Or, il existe X ∈
En \ {0} tel que A−1Y = X.
D’où Y T (A−1)sY = XTATX = XT (As − Aa)X = XTAsX > 0. Donc (A−1)s ∈ S++

n (R).
Soit H un hyperplan de En et N un vecteur unitaire de En normal à H. Alors, d’après II.A.5,
det(AN ) = −NTA−1N det(A) = −NT (A−1)sN det(A) 6= 0. D’où AN est régulière et donc,
d’après II.A.3 A est H-régulière.

II.B - Exemple

II.B.1)
On a det(A(µ)) = 1. Donc A(µ) est inversible pour tout µ ∈ R.
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II.B.2

On a A(µ)s =
1

2

(
A(µ) + (A(µ))T

)
=

1

2

4− 2µ −2 µ
−2 4− 2µ µ− 2
µ µ− 2 2

 . Et donc det(A(µ)s) =

1

2
(µ3 − 3µ2 + 2) =

1

2
(µ− 1)(µ2 − 2µ− 2)

Donc A(µ) n’est pas inversible si et seulement si µ ∈ {1, 1 +
√

3, 1−
√

3}.
II.B.3
Soit H = V ect(X1, X2) avec (X1, X2, X3) la base canonique de E3. On X3 est un vecteur unitaire
de E3 et normal à H. Soit X = X1 +X2. Alors X est un vecteur non nul de H et A(1)X = −X3.
Donc, d’après II.A.2 A(1) est H-singulière.

II.C - Cas où F est de dimension n− 2

II.C.1)

A est F − singulière ⇐⇒ ∃X ∈ F : X 6= 0 , ∀Z ∈ F , ZTAX = 0
⇐⇒ ∃X ∈ F : X 6= 0 , AX ∈ F⊥
⇐⇒ ∃X ∈ F , ∃(λ1, λ2) ∈ R2 : X 6= 0 , AX = λ1N1 + λ2N2

II.C.2)
• Si A est F − singulière
alors il existe X ∈ F et il existe (λ1, λ2) ∈ R2 tels que X 6= 0 et AX = λ1N1 + λ2N2

donc AN

 X
−λ1

−λ2

 = 0 et comme

 X
−λ1

−λ2

 6= 0 ( car X 6= 0 )

alors AN est singulière.

• Réciproquement , siAN est singulière alors il existe Y =

 y1

...
yn+2

 ∈Mn+2,1(R)\{0} , ANY =

0

On pose X

 y1

...
yn

 , λ1 = −yn+1 et λ2 = −yn+2.

On a :

O = ANY =

 AX − λ1N1 − λ2N2

NT
1 X

NT
2 X

 ⇐⇒

 AX = λ1N1 + λ2N2

NT
1 X = 0

NT
2 X = 0

Les deux dernières équations montrent que X ∈ F et si X = 0 alors λ1 = λ2 = 0 puis Y = 0 ce
qui est absurde.
Le X considérée est un vecteur non nul de F = vect(N1, N2) vérifiant la condition de II.C.1)
donc A est F−singulière. II.C.3) On a :

ANB =

 AB1 +NB3 AB2 +NB4

NT
1 B1

NT
2 B1

NT
1 B2

NT
2 B2


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donc

ANB =

(
In 0

NTA−1 −NTA−1N

)
⇐⇒

AB1 +NB3 = In
AB2 +NB4

NTB1 = NTA−1

NTB2 = −NTA−1N

On prend B1 = A−1 , B2 = −A−1N , B3 = 0 , B4 = I2.

II.C.4) On pose : NTA−1N =

(
a b
c d

)
.

En développant par rapport à la dernière colonne , on obtient :

det(ANB) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
In

0
...
0

0
...
0

NTA−1 −a −b
−c −d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2n+3(−b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
In

0
...
0

NT
2 A
−1 −c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)2n+4(−d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
In

0
...
0

NT
1 A
−1 −a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ad− bc = det(NTA−1N)

de même , on trouve :

det(B) =

∣∣∣∣∣∣
A−1 −A−1N

0 · · · 0
0 · · · 0

I2

∣∣∣∣∣∣ = det(A−1)

d’où det(AN ) = det(NTA−1N) det(A).
II.C.5) Supposons qu’il existe P = (P1 P2) ∈ Gn,2(R) tel que det(PTA−1P ) = 0.
On pose : P ′i = A−1Pi , pour i = 1, 2 et P ′ = (P ′1 P ′2).
On a P ′ ∈ Gn,2(R) ( car la multiplication par une matrice inversible conserve le rang ) , d’autre
part :

PTA−1P =

(
PT1 A

−1P1 PT1 A
−1P2

PT2 A
−1P1 PT2 A

−1P2

)
et P ′TAP ′ =

(
P ′T1 AP ′1 P ′T1 AP ′2
P ′T2 AP ′1 P ′T2 AP ′2

)
et pour tout ∀i, j ∈ {1, 2} , P ′Ti AP ′j = PTi (A−1)TAA−1Pj = PTi (A−1)TPj = PTj A

−1Pi donc

det(P ′TAP ′) = (P ′T1 AP ′1)(P ′T2 AP ′2)− (P ′T1 AP ′2)(P ′T2 AP ′1)

= (PT1 A
−1P1)(PT2 A

−1P2)− (PT2 A
−1P1)(PT1 A

−1P2)

= det(PTA−1P )
= 0

En utilisant A = (A−1)−1 , on obtient la réciproque.
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Remarque 0.1. Si on remplace la condition det(PTA−1P ) = 0 par det(PTA−1P ) ≤ 0 , on
obtient : det(P ′TAP ′) ≤ 0 et vice versa .
Cette remarque sera utilisée dans II.C.7)

II.C.6) On a : det(N ′TAN ′) =

∣∣∣∣ N ′T1 AN ′1 N ′T1 AN ′2
N ′T2 AN ′1 N ′T2 AN ′2

∣∣∣∣ et
• N ′Ti AN ′i = N ′Ti AsN

′
i , pour i = 1, 2 car N ′Ti AaNi = 0 , i = 1, 2

• N ′T1 AN ′2 = N ′T1 AsN
′
2 +N ′T1 AaN

′
2

• N ′T2 AN ′1 = N ′T2 AsN
′
1 +N ′T2 AaN

′
1 = N ′T1 ATs N

′
2 +N ′T1 ATaN

′
2 = N ′T1 AsN

′
2 −N ′T1 AaN

′
2

d’où det(N ′TAN ′) = (N ′T1 AsN
′
1)(N ′T2 AsN

′
2)− (N ′T1 AsN

′
2)2 + (N ′T1 AaN

′
2)2.

II.C.7) On suppose que det(NTA−1N) ≤ 0 , par la remarque 0.1 , il existe
N ′ = (N ′1 N ′2) ∈ Gn,2(R) vérifiant : det(N ′TAN ′) ≤ 0.
On munit En du produit scalaire (X,Y ) 7→ XTAsY : ( Bilinéarité évidente , symétrique car As
l’est et définie positive par I.B.1) ).
Le théorème de Cauchy Schwartz s’écrit :

∀(X,Y ) ∈ E2
n , (XTAsY )2 ≤ (XTAsX)(Y TAsY ) avec égalité ssi la famille (X,Y ) est liée

La famille (N ′1, N
′
2) est libre donc (N ′T1 AsN

′
2)2 < (N ′T1 AsN

′
1)(N ′T2 AsN

′
2) puis det((N ′TAN ′) > 0

ce qui est absurde .
On en déduit que det(NTA−1N) > 0.
II.C.8) Le F considéré dans les questions de II.C est de dimension n− 2 , on a donc

det(A) ≥ det(As) > 0 ( d’après I.B.2 et I.B.3.c ) et det(NTA−1N) > 0 ( d’après II.C.7.c )

donc AN est régulière ( par II.C.4 ) puis A est F−régulière ( par II.C.2 ).
Ceci pour tout F sev de dimension n− 2 de En.

II.D - Exemple

II.D.1) On pose A = A(1). On a :

As =
1

2

 2 −2 1
−2 2 −1
1 −1 2

 ,
1

2

 0 0 1
0 0 1
−1 −1 0


On cherche N ′ = (N ′1 N

′
2) ∈Mn,2(R) vérifiant : rg(N ′) = 2 et det(N ′TAN ′) = 0

Selon II.C.6 , la deuxième condition sera vérifiée si :

N ′T1 AsN
′
1 = N ′T1 AsN

′
2 = N ′T1 AaN

′
2 = 0

Pour N ′1 =

 x
y
z

 ∈ E3 , N ′T1 As = 0 ⇔ x = y , z = 0

on prend N ′1 =

 1
1
0

 et on obtient N ′T1 AsN
′
1 = N ′T1 AsN

′
2 = 0 et N ′T1 AaN

′
2 = z pour tout
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N ′2 =

 x
y
z

.

Pour avoir rg(N ′) = 2 et N ′T1 AaN
′
2 = 0 , on peut choisir : N ′2 =

 1
0
0

.

II.D.2) En utilisant II.C.5 , on pense à prendre : Ni = ANi , i = 1, 2 et F = vect(N1, N2)⊥.

On trouvera N1 =

 0
0
−1

 , N ′2 =

 1
−1
0

 et F = vect(1, 1, 0).

II.E - Cas général

II.E.1) On reprend les mêmes étapes que les cas précédents : on considère une base (N1, ..., Np)
de FT et N = (N1...Np).
On vérifie que :

A est F-singulière SSI AN =

(
A N
NT 0p

)
∈Mn+p(R) est singulière

On cherche une matrice B qui permet de trouver la relation det(AN ) = det(NTA−1N) det(A).
L’équivalence précédente devient A est F-singulière SSI det(NTA−1N) = 0 ( car A inversible
).
La question II.C.5 nous donne comment choisir N ′ dans Gn,p(R) à partir de N pour avoir
det(N ′TAN ′) = 0 : à savoir N ′ = A−1N .
II.E.2 Considérons φ l’application linéaire canoniquement associée àN ′ : ∀X ∈Mp,1(R) , φ(X) =
N ′X.
on a rg(φ) = rg(N ′) = p donc par théorème de rang , elle est injective : X 6= 0 ⇒ φ(X) 6= 0.
PourXMp,1(R) non nul , on a doncXTN ′TAN ′X = φ(X)TAφ(X) = φ(X)TAsφ(X)+φ(X)TAaφ(X) >
0 car φ(X)TAaφ(X) = 0 et As est symétrique définie positive.
II.E.3 Si N ′TAN ′X = λX avec λ ∈ spR(N ′TAN ′) et XTX = 1 alors λ = XTN ′TAN ′X > 0.
II.E.4 Si cette matrice admet une valeur propre non réelle , le conjugué l’est aussi . On aura
donc :

det(N ′TAN ′) =
∏

λ∈spC(N ′TAN ′) , Re(λ)>0

|λ|2m(λ)
∏

λ∈spR(N ′TAN ′)

λm(λ) > 0

II.E.5 On ne peut pas trouver une matrice N ′ ∈ Gn,p(R) telle que det(N ′TAN ′) = 0 donc A est
F−régulière , pour tout F sev de En de dimension n − p ( avec 1 ≤ p ≤ n − 1 i.e F 6= {0} et
F 6= E ) .

III - Matrices positivement stables

III.A - Exemples

III.A.1) Soit A =

(
a b
c d

)
∈M2(R). On a : χA(X) = X2 − (a+ d)X + ad− bc
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son discriminant est ∆ = (a− d)2 + 4bc :
• Si ∆ ≥ 0 alors sp(A) ⊆ R donc
A est positivement stable ssi sp(A) ⊆ R∗+ ssi tr(A) > 0 , det(A) > 0

• Si ∆ < 0 alors sp(A) = {a+d±i
√
−∆

2 } et det(A) = (a+d)2−∆
4 = tr(A)2−∆

4
On a det(A) ≤ 0 ⇒ tr(A)2 ≤ ∆ < 0
donc A est positivement stable ssi a+ d = tr(A) > 0 ssi tr(A) > 0 et det(A) > 0.
III.A.2.a) En général , la somme de deux matrices positivement stables ne l’est pas , par
exemple :

A =

(
2 −2
2 −1

)
et B =

(
−1 1
−3 2

)
sont positivement stables mais A+B =

(
1 −1
−1 1

)
ne

l’est pas car det(A+B) = 0.
III.A.2.b) A et B commutent , on peut donc les trigonaliser simultanément sur C , de sorte
qu’il existe P ∈ GLn(C) vérifiant :

P−1AP =

 λ1 ∗
. . .

0 λn

 , P−1BP =

 µ1 ∗
. . .

0 µn



donc P−1(A+B)P =

 λ1 + µ1 ∗
. . .

0 λn + µn


On a : ∀i = 1, ..., n , Re(λi) > 0 , Re(µi) > 0 =⇒ ∀i = 1, ..., n , Re(λi + µi) > 0
donc la somme de deux matrices positivement stables qui commutent l’est aussi.
III.A.3.a) Soit X 6= 0. On a : X

T
AX = Y TAY + ZAZ + i(Y TAZ − ZTAY )

donc Re(X
T
AX) = Y TAY + ZTAZ = Y TAsY + ZTAsZ + Y TAaY + ZTAaZ

comme Y 6= 0 ou Z 6= 0 , As ∈ S++
n (R) et Y TAaY = ZTAaZ = 0

alors Re(X
T
AX) = Y TAsY + ZTAsZ > 0.

III.A.3.b) Soient λ ∈ sp(A) et X =

 x1

...
xn

 6= 0 tels que : AX = λX.

On a : X
T
AX = λX

T
X = λ

n∑
k=1

|xk|2 donc

Re(λ) = Re

 X
T
AX

n∑
k=1

|xk|2

 =
Re(X

T
AX)

n∑
k=1

|xk|2
> 0

D’où la stabilité positive de A.
III.A.4) La matrice A de la question II.A.2.a) convient.
III.B.1) La solution générale de l’équation différentielle y′ + λy = v s’écrit : yg = yh + yp

où


yh(x) = µe−λx , µ ∈ C

yp(x) = e−λx
∫ x

0
v(t)eλt =

∫ x
0
v(t)eλ(t−x)
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La fonction u est une solution de cette équation sur R+ donc il existe µ ∈ C tel que :

∀x ∈ R+ , u(x) = µe−λx +

∫ x

0

v(t)eλ(t−x)dt

Par hypothèse sur v , il existe M > 0 vérifiant ∀x ∈ R+ , |v(x)| ≤M ( v est bornée sur R+ ).
donc

∀x ∈ R+ , |u(x)| ≤ |µ|e−Re(λ)x +M

∫ x

0

eRe(λ)(t−x)dt ≤ |µ|+ M

Re(λ)

III.B.2) On pose T = (ti,j). On a :

TU(t) =



n∑
j=1

t1,juj(t)

n∑
j=2

t2,juj(t)

...
tn,nun(t)


donc

U ′(t) + TU(t) = 0 ⇐⇒



u′1(t) +

n∑
j=1

t1,juj(t) = 0

u′2(t) +

n∑
j=2

t2,juj(t) = 0

...
u′n(t) + tn,nun(t) = 0

On démontre par une récurrence descendante que les uj sont bornées sur R+ :

• Pour k = n , on applique la question III.B.1 , en prenant u = un , λ = tn,n et v = 0.

• supposons que uk+1, ..., un sont bornées sur R+ , on a : u′k + tk,kuk = v avec v = −
n∑

j=k+1

tk,juj

comme v est bornée sur R+ ( par HR ) alors uk l’est aussi ( toujours par III.B.1 ).
III.B.3) Soit T ∈Mn(C) une matrice triangulaire supérieure semblable à A−αIn de sorte que :

T = Q−1(A− αIn)Q avec Q ∈ GLn(C)

On a : sp(T ) = {λ− α , λ ∈ sp(A)}.
Par hypothèse , ∀i = 1, ..., n , Re(λi − α) = re(λi) − α > 0 donc les composantes de toute
solution de l’équation différentielle U ′(t) + TU(t) = 0 sont bornées sur R+ ( par III.B.2 )
Cette équation admet la solution générale t 7→ exp(−tT )X où X parcourt l’ensembleMn(C)
ce qui entraîne que t 7→ exp(−tT ) est bornée sur R+.
D’autre part , Q exp(−tT )Q−1 = exp(−tA) exp(tαIn) = etα exp(−tA) pour tout t ≥ 0
d’où le résultat cherché ( car Q indépendante de t ).

12



III.C - Une caractérisation des matrices positivement stables

III.C.1) Il suffit de montrer que les endomorphismes Φ1 : M 7→ ATM et Φ2 : M 7→ MA sont
positivement stables car ils commutent ( II.A.2. ).
Soient λ ∈ sp(Φ1) et M ∈Mn(R) \ {0} tels que Φ1(M) = λM
il existe au moins une colonne C de M qui n’est pas nulle , on écrit donc ATC = λC
par suite λ ∈ sp(AT ) = sp(A) donc Re(λ) > 0 ( par hypothèse ).
De même façon ( cette fois avec une ligne non nulle ) , on montre que Φ2 est positivement stable.
III.C.2.a) L’endomorphisme Φ n’admet pas de valeur propre nulle donc il est injevtif puis bi-
jectif par raison de dimension.
In admet donc un unique antécédant par Φ , noté B.
III.C.2.b)
• Par transposition de ATB +BA = In , on obtient In = ATBT +BTA donc BT = B ( Unicité
de B ).
• On a : (BA)s = 1

2 (BA+ (BA)T ) = 1
2 (BA+ATBT ) = 1

2 (BA+ATB) = 1
2In

donc det(B) det(A) = det(1
2 )(In + 2(BA)a) =

(
1
2

)n
det(In + 2(BA)a) > 0

Puisque on a vu dans la question I.B.3.c que det(In +Q) ≥ 1 pour tout Q ∈ An(R)

comme det(A) =
∏

λ∈spC(A) , Re(λ)>0

|λ|2m(λ)
∏

λ∈spR(A)

λm(λ) > 0 ( A réelle , positivement stable. )

alors det(B) > 0.
III.C.3.a) Soit t ∈ R , on a :

exp(−tAT ) =

+∞∑
k=0

(−tAT )k

k!
= (

+∞∑
k=0

(−tA)k

k!
)T = exp(−tA)T ( Linéarité et continuité de la transposition )

donc V (t) = exp(−tA)T exp(−tA) ∈ Sn(R).
pour X ∈Mn,1(R) non nul , on a : exp(−tA)X 6= 0 car exp(−tA) est inversible
donc XTV (t)X = (exp(−tA)X)T . exp(−tA)X > 0 d’où V (t) ∈ S++

n (R).
Posons V (t) = (vi,j(t))1≤i,j≤n et pour i, j = 1, ..., n , wi,j(t) =

∫ t
0
vi,j(s)ds

on a W (t) = (wi,j)1≤i,j≤n et pour tout (i, j) , wi,j =
∫ t

0
vi,j(s)ds =

∫ t
0
vj,i(s)ds = wj,i(t) donc

W (t) est symétrique.

Supposons que t > 0 et considérons X =

 x1

...
xn

 6=
 0

...
0

. On a :

XTW (t)X =
∑

1≤i,j≤n

xixjwi,j(t) =
∑

1≤i,j≤n

xixj

∫ t

0

vi,j(s)ds =

∫ t

0

 ∑
1≤i,j≤n

xixjvi,j(s)

 ds =

∫ t

0

XTV (s)Xds

La fonction s 7→ XTV (s)X est continue , positive et non nulle donc XTW (t)X > 0
d’où W (t) ∈ S++

n (R).
II.C.5) Soient C1, ..., Cn les colonnes de A. On a :

ATW (t) =

 CT1 W (t)
...

CTnW (t)

 =


∫ t

0
CT1 V (s)ds

...∫ t
0
CTn V (s)ds

 =

∫ t

0

 CT1
...
CTn

V (s)ds =

∫ t

0

ATV (s)ds
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de même , on montre que W (t)A =
∫ t

0
V (s)Ads.

donc V ′(t) = −ATV (t)− V (t)A , par suite :

ATW (t) +W (t)A =

∫ t

0

(ATV (s) + V (s)A)ds = −
∫ t

0

V ′(s)ds = V (0)− V (t) = In − V (0)

III.C.3.c) Soit α > 0 tel que α < min
λ∈sp(A)

Re(λ) = min
λ∈sp(AT )

Re(λ).

Par III.B.3 les fonctions t 7→ eαt exp(−tA) et t 7→ eαt exp(−tAT ) sont bornées sur R+ donc
t 7→ eαtV (t) l’est aussi.
Par comparaison , V est intégrable sur R+ et L := lim

t→+∞
W (t) existe dansMn(R)

et par Gendarmes , lim
t→+∞

V (t) = 0 (∀t > 0 , ‖V (t)‖ ≤Me−αt)

Le passage à la limite dans l’égalité de III.C.3.b donne ATL + LA = In et l’unicité de B
entraîne que L = B.
pour X ∈ Mn,1(R) et t > 0 quelconques , on a XTW (t)X ≥ 0 , à la limite : XTBX ≥ 0 donc
B ∈ S+

n (R) comme son déterminant est positif alors elle est définie positive.
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