CPGE MOHAMMEDIA 12 Mai 2017

Centrale.Supélec - Maths 1

Proposition de corrigé

Khachane et Taoufiki

I - Résultats préliminaires

I.A - Distance de A a A,

L.A.1)
eVAe M,(R) , A=A;+ A, avec A, € S,(R) , A, € A,(R).
[ )
AcS,RNAMR) = A=AT=-A
= A=0

e tr est une forme linéaire vérifiant tr(M7T) =tr(M) , tr(MN) =tr(NM) donc :

AeS,(R)INA,R) = AT=4, B'=-B
= tr(ATB) =tr((ATB)T)
= tr(ATB) = tr(BTA)
= tr(ATB) = tr(-BA)
= tr(ATB) = —tr(BAT)
= tr(ATB) = —tr(ATB)
— tr(ATB) =0
- AlB

On en déduit que S,(R) et A,(R) sont supplémentaires orthotogonaux dans M, (R).
e Calcul de dimensions :
Soit (Ei,j)lgi,jgn la base canonique de Mn(R) (i.G.Ei,j = (5i,k5j,l)1§k,l§n)~

1
La famille ((Ei,i)lgig'm (E@j +E",i)1§i<j§n) est une base de Sn(R) donc dzm(Sn(]R)) = %
Comme S, (R) et A, (R) sont supplémentaires dans M,,(R), alors
. . : n(n—1)
dim(A,(R)) = dim(M,(R)) — dim(S,(R)) = —g

I.A.2 Comme A = A, + A, avec (A, 4,) € Su(R) x A, (R) et (S, (R))*+ = A, (R)
alors A est le projeté orthogonale de A sur S, (R). D’aprés le théoréme de la projection ortho-
gonale, A, est I'unique vecteur de S,,(R) vérifiant :

|A — Asll2 = min{||A — S]|2, S € Sp(R)

Donc, VS € Sp(R), ||A— Asll2 < ||A— S|z et ||A— As]l2 = ||A — S||2 si et seulement si S = As.



I.B - Valeurs propres de A,

I.B.1

e Pour A; € S;F(R) si et seulement si VX € M, 1(R), XTA;X > 0.

C.N Comme spgr(As) C Ry, alors, d’aprés le théoréme spectral, il existe (X1, ..., X,) une BON
de M,, 1(R) formée de vecteurs propres de A,. Donc Vi € [1, n], 3X; >0, A, X; = M X;.

Soit X € M,, 1(R). Alors il existe oy, ..., a;, € Rtels que X = Z o; X;. Donc A, X = Z il X;

i=1

et XT = iaiXiT.

D'oit XTAX =) "aj); > 0.
i=1
C.S Soit A € spr(As). Alors il existe un vecteur unitaire de X M, 1(R) tel que A, X = AX.
Donc
0<XTAX =X XTX =

D’ou spr(A4s) C Ry et donc As € S;F(R).

e Pour A, € SFF(R) si et seulement si VX € M, 1(R) \ {0}, XTA,X > 0.

C.N Comme spr(A,) C R%, alors, d’aprés le théoréme spectral, il existe (X, ..., X)) une BON
de M,, 1 (R) formée de vecteurs propres de A;. Donc Vi € 1, n], 3A; >0, A:X; = N X,.

Soit X € M, 1(R) \ {0}. Alors il existe ai,...,a, € R non tous nuls tels que X = Z%‘X
i=1

Donc A, X = Zaz)\ X et XT = ZaZXT

1= 1
Dou XTAX = 202)\ > 0.

e C.S Soit \ € spR(A ). Alors il existe un vecteur unitaire de X M,, 1(R) tel que A, X = AX.
Donc
0<XTAX =2XTX =

D’ou spr(As) C R% et donc A, € S (R).

1.B.2

Soit A € spr(A). 1l existe un vecteur unitaire X de M, 1(R) tel que AX = AX. D’aprés le
théoréme spectral, il existe (X7i,...,X,,) une BON de ./\/ln 1(R) formée de vecteurs propres de
As. Donc Vi€ [1, n], 3\ € R, AX_)\X avec A\p < - < A

11 existe, donc, o, ..., 0, € R tel que X = ZO@X Donc X7X = Z a; = 1.
=1 =1

n
A <Y hiaf = XTAX = AXTX =A<\,

i=1
D’ott min spr(A4s) < A < max spr(As).
Si As € ST (R), alors min spr(As) > 0 et on en déduit, d’aprés ce qui précéde, que 0 n’est pas
une valeur propre de A. Donc A est inversible.
1.B.3
I.B.3.a



e Existence : Comme A, € S (R), alors, d’aprés le théoréme spectral, il existe P une ma-
trice orthogonale telle que PTA,P = diag(\1,...,\,), avec les \; > 0. Posons alors B =
Pdiag(v/A1,...;v/ ) PT. Donc B € S,(R), B> = Pdiag(\1,...,\)PT = A, et comme les
valeurs propres de B sont les /A; > 0, alors B € S;7(R).
Unicité : Soit B’ € S;F 7 (R) telle que B"? = A,.
B’ est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral et donc My, 1(R) = @xcope(p)Ep(A). Mais
si A est une valeur propre de B’; alors ker(B’ — \I,,) C ker(B"? — \21,,) = ker(4s — A\?I,,). De
plus, les valeurs propres de B’ étant positive, les A2, X € spr(B’), sont deux & deux distincts ou
encore les ker(A; — A21,,), X € spr(B’), sont deux a deux distincts.
Ceci montre que pour chaque A\ € spr(B’), ker(B’ — AI,) = ker(Ag — A21,,) et que les A2, \ €
spr(B’), sont toutes les valeurs propres de A;.
Ainsi, nécessairement la matrice P B’P est une matrice diagonale D. L’égalité B2 = A, fournit
D? = diag(\, ..., \n) puis D = diag(v/A1,...,v/An) (car les valeurs propres de B’ sont stricte-
ment positives.) Et finalement B’ = B.
1.B.3.b
On a, d’aprés la question précédente, il existe B € S} (R) telle que A, = B2 Donc A =
B? + A, = B(I, + B"'A,B~1)B (B est inversible car 0 ¢ spr(B).) Posons Q@ = B~'A,B~ 1.
Alors

Q" = (B H(A)" (B = ~(B") ' A,(B") ' = -B7'A,B™! = Q.

Donc @ € A, (R) et, d’aprés la multiplicativité du déterminant, on a
det(A) = det(B?)det(I, + Q) = det(A,) det(I, + Q).

I.B.3.c

Comme Q est antisymétrique, alors spr(Q) C {0} et les valeurs propres complexes de Q sont

imaginaires pures. En effet :

~ Soit A € spr(Q). Alors, il existe X € M,, 1(R) unitaire tel que QX = AX. Donc XTQX =
A= (XTQX)T = —XTQX = —\. D'ou A = 0.

— Soit A une valeur complexe de Q. Alors, il existe X € M,, 1(C) unitaire (X7X = XTX =1)
tel que QX = AX. Donc XTQX =\ = (XTQX)T = - XTQX = - XTQX = -2\ XTX = -\
D’ott A = —\. c-a-d A est imaginaire pure.

Comme @Q € M, (R), alors si A est une valeur propre imaginaire pure, A = —\ est aussi une
valeur propre de Q.

Or Q est donc semblable dans M,,(C) a une matrice triangulaire supériere T dont les termes
diagonaux éventiels sont p zéros ( avec p = m(0) ) et A1, A1,..., A\, A avec p et T deux entiers
tels que p 4+ 2r = n.

Donc I, + @ est donc semblable dans M,,(C) a une matrice tiangulaire supériere Ty = I,, +T.
D’oit les termes diagonaux de T sont lesp 1let 1+ Ay, 1+ M,..., 1+ Ay 1+ A

T kA

D’ou det(l, + Q) = H(l + X)L+ N) = H(l + [Ail?) > 1 car les \; sont des imaginaires pures.
i=1 i=1

Donc det(A) > det(As).

1.B.4

Ona AA7TAT = AT = A, — A,. Donc Ay — A, = A(A7H) AT + A(A7Y), AT,

Comme A,, A(A"1),AT € S\(R), A, A(A~1),AT € A (R) et

car det(A) = det(AT).



I.C - Partie symétrique des matrices orthogonales

I.C.1
On a, si B € A,(R), alors, pour tout X € M, 1(R),

X"BX = (X"BX)T =XTBTX = -X"TBX — X"BX =0.

Soit A € spr(As). Alors il existe un vecteur unitaire de M,, 1(R) tel que A, X = AX.
Donc, puisque A est orthogonal, alors [[AX||? = XTATAX = | X|]2 =1 et |[ATX| = | X]| =1
(car AT € 0,(R)).
D’ou . .
Al = 4. X = 514X + ATX| < S UAX] + AT X)) = 1.

Donc A € [-1,1].
I1.C.2
%n5—<1 0

0 > € S3(R). Supposons qu'il existe A € O2(R) telle que A, = S.

_1
2

Or, il existe € R tel que 4, = (_Oa g) . Donc A = ( L _041> . Et comme A € O3(R),
2

alors, on a nécessairement a? + 1= a? 41 =1 ce qui est absurde.

Done, pour cette matrice S, il n’existe aucune matrice A € O, (R) tel que Ay = S.

I.C.3.a

On a spr(S) C [—1,1] et les sous espaces propres associés aux valeurs propres de S dans | — 1, 1]

sont de dimension paire, alors d’aprés le théoréme spectral, il existe P € O, (R) tel que PTSP =
I

— P, q et r des entiers naturels tels que p + ¢ + 2r = n.

. Ai 0 .
-Viell, r], A= <O )\i) ou \; €] —1,1].
Soit, pour tout ¢ € [1, 7], B; = (2; ;\%) oll a; = /1 — ;.
K3 1
I,
—1 (0)
Alors, pour tout ¢ € [1, 7], B; € O2(R). Soit donc D = By est une
(0) '
B,
matrice orthogonale et donc A = PBPT est une matrice orthogonale et c’est facile de voir que
As=6S.
1.C.3.b
Ip
_Iq (0)
Ona A € O,(R), alors il existe P € O, (R) telle que PTAP = D = o,
(0)
Ry,
avec



- p,qet re Ntels que p+q+2r =n.

Vil [, R, = <cos(9i) — sin(6;

) ou 0; T
sin(;)  cos(6;) ) 0; € R\ nZ.

IP
1 1 _Iq (0)
Done A, = 8§ = 3(A+A") = ZP(D+ D)P" = P Vo, ot Vp, =
(0) '

(cosé@i) Cos(zoi)) |

Donc spr(S) C [-1,1] et Vi € [1, r], cos(6;) €] —1,1] car §; € R\ 7Z et les sous espaces propres
associées a ces valeurs propres sont de dimension paire.

II - Matrices F-singuliéres

II.A - Cas ou F est un hyperplan

IL.A.1)

A € M, (R) est singuliecre <= 3X € M, 1(R)\ {0}, AX =0
— 3IX € M, 1(R)\ {0}, VZ € M,,1(R), ZTAX =0
<= A est E, — singuliére.

I1.A.2
Comme H est un hyperplan de E, et N un vecteur unitaire de F,, normal a H.
Alors H®+R.N =E,,.

Donc
Aest Hsiguliete <= 3X € H\{0} VZe€ H, ZTAX =0
<~ 3IXecH\{0}, AXcH"=R.N
— 3IX cH\{0}, IR, AX = \N.
I1.A.3

Soit N un vecteur unitaire de F, normal & H. Si A est H-siguliére, alors, d’aprés la question
précédente, il existe X un vecteur non nul de H et A € R tels que AX = AN. Soit donc
X, = (X)\) € FE,41. X7 est non nul car X est non nul et A,X; = (A)](V;)?N) = 0 car
N 1L Het AX = AN.

Donc Ay est singuliére.

Inversement, si Ay est singuliére, alors il existe Y € R,,11 \ {0} tel que AyY = 0.



On pose Y = (g) ou X € F,.

_ AX +aN =0 XeH
ANY_O:{NTXO {AXaN
X #£ 0 car sinon @ = 0 et donc Y = 0 ce qui absurde. D’ou A est H-siguliére d’aprés la question
précédente.
II.A.4
_ (B1 B

On pose B = <33 B4> . Alors
A — I, 0 — AB1+ NBs AB;NB4\ I, 0

NZTANTA-Y —NTATIN NTB, NTBy )~ \NTA-' —NTA-IN

I, = AB; + NB;y
NTB, =NTA-!
ABy+ NB4 =0
NTBy = —NTA-IN

1l suffit de prendre B; = A~!, B3 =(0,...,0), Bo=—A"'N et By = 1.

II.A.5

D’aprés I1.A.4, en développant le déterminant de B suivant la derniére ligne, on a det(B) =
det(A™1).

En développant le déterminant de Ax B suivant la derniére colonne, on a det(Ay)det(B) =
—NTA L det(l,) = —NT AL

D'out det(Ay) = —NT A~ det(A).

1I.A.6

Comme det((A~1),) = 0, alors il existe N un vecteur unitaire non nul de E,, tel que (A=) ;N = 0.
Donc X = AN = (A71),N #0.

Soit H = (R.N)+. Alors H est un hyperplan de F,, et comme (X|N) = X”N = -NT(A71),N =
0, donc X est un vecteur non nul de H.

Or AX = AA~'N = N, donc d’aprés II.A.2 A est H-singuliére.

II.A.7

On det(As) = 0 et comme det(A) # 0, alors, d’aprés I.B.4, det((A™1)s) = 0. Donc, d’aprés
II.A.6, il existe u hyperplan de F,, tel que A soit H-singuliére.

II.A.8

Comme A, € S,(R), alors, d’aprés I.B.1, VX € E,, \ {0}, XTA, X > 0.

Soit Y € E, \ {0}. Alors YT(A71),Y = YT(A™! — (A71),)Y = YTA~LY. Or, il existe X €
E, \ {0} tel que A71Y = X.

Dot YT(A71),Y = XTATX = XT(A, — A,))X = XTA,X > 0. Donc (A71Y), € SHH(R).
Soit H un hyperplan de E, et N un vecteur unitaire de E,, normal a H. Alors, d’apres II.A.5,
det(Ay) = —NTA INdet(A) = —NT(A"1);Ndet(A) # 0. D'oit Ay est réguliére et donc,
d’aprés I1.A.3 A est H-réguliére.

I1.B - Exemple

IL.B.1)
On a det(A(p)) = 1. Donc A(u) est inversible pour tout u € R.



I1.B.2
1 4—-2u -2 "
(A(p) + (A(p)T) = 5 -2  4—-2p p—2]. Et donc det(A(p)s) =
I p—2 2

On a A(p)s =

1 1
S0’ =3u* +2) = S(p—1)(w* - 21 -2)

Donc A(p) n’est pas inversible si et seulement si p € {1,1+ /3,1 —/3}.

I1.B.3

Soit H = Vect(X1, X3) avec (X1, X2, X3) la base canonique de E5. On X3 est un vecteur unitaire
de E5 et normal a H. Soit X = X; + X3. Alors X est un vecteur non nul de H et A(1)X = —Xj3.
Donc, d’aprés II.A.2 A(1) est H-singuliére.

I1.C - Cas ou F est de dimension n — 2

I1.C.1)
A est F' — singuliére < IXeF:X#0,VZcF, ZTAX =0
= IXecF:X#0, AX € F+
— X e F, I A, ) ER2: X #A0, AX = ANy + A2 No
I1.C.2)

e Si A est F' — singuliére
alors il existe X € F et il existe (A1, \2) € R? tels que X #0 et AX = ANy + Ao Na

X X
donc Anx| —\ =0 et comme -1 #0 (car X #£0)
—Aa —Ag
alors Ay est singuliére.
Y1
e Réciproquement , si A est singuliére alors il existe Y = € Mpt21(R\{0}, ANY =
Yn+2
Y1
Onpose X : y Al = —Unyt1 et Ao = —ypio.
Yn
On a:
AX — A N;i — XNy AX = A\ Ny + \a2Ny
O =ANY = NIX = NIX =0
NI X NIX =0

Les deux derniéres équations montrent que X € F et si X = 0 alors Ay = Ao =0 puis Y = 0 ce
qui est absurde.

Le X considérée est un vecteur non nul de F' = vect(Ny, N3) vérifiant la condition de II.C.1)
donc A est F—singuliére. II.C.3) On a :

ABl+NBg AB2+NB4
ANB = NlTBl N1TB2
NIB NIB,



donc
ABy + NBs =1,
_ I 0 ABy + NBy
AnB = ( NTA-1 —NTA-IN ) <7 NTB, =NT4"!
NTBy = —NTA-IN
Onprend By =A"1!, By=—A"'N, B3=0, By =1I>.
I1.C.4) Onpose : NTA-IN = ( (Cz Z )
En développant par rapport a la derniére colonne , on obtient :

0 0
I, :

det(ANB) = 00
T 4—1 a —b
NTA e g

0 0

— (_1)2n+3(_b) In +(_1)2n+4(_d) In
0 0
NIA7Y —c NIA™Y —a

= ad — bc = det(NTA—IN)
de méme , on trouve :

At —A'N
det(By=| 0 --- 0 I =det(A™h)
0 --- 0 2

d'ott  det(Ay) = det(NTA7IN) det(A).
I1.C.5) Supposons quil existe P = (P; P») € G, 2(R) tel que det(PTA~1P) =0.
Onpose: P/=A"1P , pouri=12et P = (P P}).
On a P’ € G, 2(R) ( car la multiplication par une matrice inversible conserve le rang ) , d’autre
part :
v 1o [ PTAT'P, PTA-'P, vy [ PITAP! PTAP
prATP = ( PIA-'P, PIA-'P, > et PUAP = < PTAP,  PiT AP} )

et pour tout Vi, j € {1,2} , P{TAPj=PI(A"")TAA™'P; = PT(A~")"P; = P/ A~'P; donc
det(P'TAP) = (PTAP))(PsTAPS) — (PTAPY) (PYTAP))

(PFATIP)(PTATIP) — (PFATIP)(PFATIR)

= det(PTA1P)
= 0

En utilisant A = (A=1)~! | on obtient la réciproque.



Remarque 0.1. Si on remplace la condition det(PTA~!P) = 0 par det(PTA™'P) < 0, on
obtient : det(P'TAP") < 0 et vice versa .
Cette remarque sera utilisée dans I1.C.7)

N{TAN] NjTAN}

ILC.6) Ona: det(N"AN') =| iryni nimang | o

e N/TAN! = N/TA;N], pouri=1,2car NTA,N; =0, i=1,2
o NTAN) = N/TAN} + N/TA.N}
o NJTAN] = NJTAGN] + NFFA N = N{TAT NS + NJTAT N, = NjT A,NS — N{T A, N}

d’ott  det(N'TAN') = (NJTASN])(NSTAGNG) — (NJTAGNS)? + (N{T AL NS
I1.C.7) On suppose que det(NTA~IN) <0, par la remarque 0.1 , il existe
N’ = (N Nj) € G, 2(R) vérifiant : det(N'TAN’) <0.
On munit E,, du produit scalaire (X,Y) — XTA,Y : ( Bilinéarité évidente , symétrique car A,
Pest et définie positive par I.B.1) ).
Le théoréme de Cauchy Schwartz s’écrit :
Y(X,Y) € E?

n

(XTAY)? < (XTAX)(YTALY) avec égalité ssi la famille (X,Y) est liée

La famille (N7, N}) est libre donc (N{T A;Nj)? < (N{T AsNy)(N5T AsN3) puis det(N'TAN’) > 0
ce qui est absurde .

On en déduit que det(NTATIN) > 0.

II.C.8) Le F considéré dans les questions de II.C est de dimension n — 2 , on a donc

det(A) > det(A,) > 0 ( d’aprés I.B.2 et IL.B.3.c) et det(NTA™'N)>0 (daprés II.C.7.c )

donc Ay est réguliere ( par I1.C.4 ) puis A est F—réguliére ( par II.C.2 ).
Ceci pour tout F' sev de dimension n — 2 de E,,.

I1.D - Exemple

I1.D.1) On pose A = A(1). On a :

2 -2 1 0 0 1
Ag==-| -2 2 -1 , 0 0 1
1 -1 2 -1 -1 0

On cherche N’ = (N] N}) € M, »2(R) vérifiant : rg(N’) =2 et det(N'TAN') =0
Selon II.C.6 , la deuxiéme condition sera vérifiée si :

NTAN] = NJTAN) = NJTANS =0

x
Pour Nj=[ y | €E; , NTA, =0 & z=y,2=0
z
1
on prend N{ = [ 1 | et on obtient N{TA,N| = N{TA,Ny = 0 et NjTA,N}) = 2 pour tout
0



X
Ny=1| v
z

1
Pour avoir rg(N') = 2 et NjT A,N5 =0, on peut choisir : N} = ( 0 )
0
=1,2

et F' = vect(Ny, Na)t.

I1.D.2) En utilisant II.C.5 , on pense a prendre : N; = AN, ,
0 1

On trouvera N; = 0 , Ny=1| —1 | et F=wect(1,1,0).
-1 0

II.LE - Cas général

II.E.1) On reprend les mémes étapes que les cas précédents : on considére une base (N, ..., Np)
de FT et N = (Ny...N,).
On vérifie que :

A N

A est F-singuliére SSI Ay = ( NT 0
P

) € My 4p(R) est singuliére
On cherche une matrice B qui permet de trouver la relation det(Ayx) = det(NTA~1N) det(A).
L’équivalence précédente devient A est F-singuliére SSI det(NTA='N) = 0 ( car A inversible
).
La question IL.C.5 nous donne comment choisir N’ dans G, ,(R) a partir de N pour avoir
det(N'"TAN') =0 : a savoir N’ = A™IN.
I1.E.2 Considérons ¢ application linéaire canoniquement associée & N’ : VX € M, 1(R) , ¢(X) =
N'X.
ona rg(¢) =rg(N') = p donc par théoréme de rang , elle est injective : X 20 = ¢(X) # 0.
Pour XM,, 1 (R) nonnul, onadonc XT"NTAN'X = ¢(X)TAp(X) = ¢(X)T Asp(X)+0(X)T Agp(X) >
0 car ¢(X)TA,0(X) =0 et A, est symétrique définie positive.
ILE.3 Si NTAN'X = AX avec \ € spr(N'TAN’) et XTX =1 alors A = XTN'TAN'X > 0.
I1.E.4 Si cette matrice admet une valeur propre non réelle , le conjugué l'est aussi . On aura
donc :

det(N'TAN') = 11 |A[Zm ) 11 AN >

A€spc(N'TAN’) , Re(A)>0 XEspr(N'TAN')

IL.E.5 On ne peut pas trouver une matrice N’ € G,, ,(R) telle que det(N'TAN’) = 0 donc A est
F—réguliére , pour tout F sev de F,, de dimension n —p (avec 1 <p <n-—11ie F # {0} et

I1I - Matrices positivement stables

III.A - Exemples

IIT.A.1) Soit A= < (CL Z ) € Ma(R). Ona: xa(X)=X?-(a+d)X +ad—bec

10



son discriminant est A = (a — d)? + 4bc :

e Si A >0 alors sp(A) C R donc

A est positivement stable ssi sp(A) C RY ssi tr(A) >0, det(A) >0

o Si A <0 alors sp(A) = {“HEVERY of dep(A) = (F D=8 _ (A=A

Ona det(A) <0 = tr(4)2<A<0

donc A est positivement stable ssi a + d = tr(A) > 0 ssi tr(A4) > 0 et det(A) > 0.

IIT.A.2.a) En général , la somme de deux matrices positivement stables ne l'est pas , par

exemple :
2 =2 -1 1 .. .
A= ( 5 _1 ) et B = _3 9 ) sont positivement stables mais A + B = (

lest pas car det(A + B) = 0.

1

-1

-1
1

) e

IIT.A.2.b) A et B commutent , on peut donc les trigonaliser simultanément sur C , de sorte

qu'il existe P € GL,(C) vérifiant :

A1 * I35 *
pPlAP = , P7'BP = )
0 An 0 Lhn
AL+ *
donc P71(A+B)P= .
0 An + pin

Ona: Vi=1.,n, Re(\j) >0, Re(;) >0 = Vi=1,..,n, Re(\; + ;) >0

donc la somme de deux matrices positivement stables qui commutent ’est aussi.
IIT.A.3.a) Soit X #20. On a : XTAX =YTAY + 242 +i(YTAZ — ZT AY)
donc Re(X AX)=YTAY + ZTAZ =YTAY + ZTAZ + YTAY + ZTAZ
comme Y #0ouZ #0,A; €SFT(R) et YTAY =2TA,Z=0
alors Re(X' AX) = YTAY + ZTA,Z > 0.

I1
IT1.A.3.b) Soient A € sp(A4) et X = : # 0 tels que : AX = A\ X.

x”l/
Ona: X AX =)X X = )\Z || donc

k=1

X'AX | Re(X"Ax
Re(\) = Re | = _ Bel "

D lael | D lal?

k=1 k=1

D’ou la stabilité positive de A.
II1.A.4) La matrice A de la question II.A.2.a) convient.

III.B.1) La solution générale de I’équation différentielle 3’ 4+ Ay = v s’écrit 1 yg = yn + yp

yn(z) = pe= : peC

yplz) = 67’\$fow’u(t)e>‘t = foa:v(t)e)\(tfz)

ol
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La fonction u est une solution de cette équation sur Rt donc il existe u € C tel que :
x
Ve e RT | w(z) = pe +/ v(t)er ) dt
0
Par hypothése sur v , il existe M > 0 vérifiant Vaz € R | |v(x)] < M (v est bornée sur R™ ).

donc

r M
v R+ < —Re(N)zx M/ Re()\)(t—z)dt <
z€RT , u(z)| < |ple M e < |ul+ ReV)

II1.B.2) On pose T = (t; ;). On a:

n
Dt juy(t)
j=1

TU®t) = | Y taju;(t)
j=2

trntin (1)
donc

u'l(t) + zn:tlyj'u]‘(t) =0
j=1
Ut)+TU®) =0 <= { uh(t)+ D tajui(t) =0

ul, (t) + tnnun(t) =0

On démontre par une récurrence descendante que les u; sont bornées sur R :

e Pour k = n , on applique la question II1.B.1 , en prenant v = u, , A =t,, et v =0.

n
® SUPPOSONS qUE U1, ..., Uy, SONE bornées sur RT | on a : u} 4ty pur = v avec v = — Z b jUj
j=k+1
comme v est bornée sur RT ( par HR ) alors uy 'est aussi ( toujours par IIT.B.1 ).
II1.B.3) Soit T' € M,,(C) une matrice triangulaire supérieure semblable & A —al,, de sorte que :

T=Q '(A—-al,)Q avec Q€ GL,(C)

Ona: sp(T)={r—a, Aesp(4)}.

Par hypothése , Vi=1,..,n , Re(\; —a) = re()\;) —a > 0 donc les composantes de toute
solution de I'équation différentielle U’(t) + TU(t) = 0 sont bornées sur R* ( par II1.B.2 )
Cette équation admet la solution générale t+— exp(—tT)X ou X parcourt ’ensemble M,,(C)
ce qui entraine que ¢ +— exp(—tT) est bornée sur RT.

D’autre part , Qexp(—tT)Q ! = exp(—tA)exp(tal,) = e'*exp(—tA) pour tout t > 0

d’ott le résultat cherché ( car @ indépendante de ¢ ).
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III.C - Une caractérisation des matrices positivement stables

II1.C.1) 1l suffit de montrer que les endomorphismes ®; : M + ATM et ® : M + MA sont
positivement stables car ils commutent ( II.A.2. ).

Soient A € sp(®1) et M € M, (R)\ {0} tels que &1 (M) =AM

il existe au moins une colonne C' de M qui n’est pas nulle , on écrit donc ATC = \C

par suite A € sp(AT) = sp(A) donc Re(A\) > 0 ( par hypothése ).

De méme fagon ( cette fois avec une ligne non nulle ) , on montre que P est positivement stable.
II1.C.2.a) L’endomorphisme ® n’admet pas de valeur propre nulle donc il est injevtif puis bi-
jectif par raison de dimension.

I, admet donc un unique antécédant par ¢ , noté B.

II1.C.2.b)

e Par transposition de A’ B+ BA = I,, , on obtient I, = AT BT + BT A donc BT = B ( Unicité
de B).

eOna: (BA)= %(BA +(BA)T) = %(BA + ATBT) = %(BA + ATB) = %In

donc  det(B)det(A) = det(3)(I, + 2(BA),) = (3)" det(I, + 2(BA),) >0

Puisque on a vu dans la question I.B.3.c que det([, + Q) > 1 pour tout Q € A, (R)

comme det(A) = H |A[ZmO) H AN 5 0 (A réelle , positivement stable. )
A€spc(A) , Re(A)>0 AEspr(A)

alors  det(B) > 0.

II1.C.3.a) Soit t € R, on a :

+oo tAT ~+00 (—tA)k
exp(—tAT) = Z Z 1 )7 = exp(—tA)T ( Linéarité et continuité de la transposition )

k=0 k=0

donc  V(t) = exp(—tA)T exp(—tA) € S, (R).
pour X € M, 1(R) non nul , on a: exp(—tA)X # 0 car exp(—tA) est inversible
donc XTV(tH)X = (exp(—tA)X)T.exp(—tA)X >0 d’ou V(t) € S,‘f"’(R).

Posons  V(t) = (v;(t))i<ij<n €t pour i,j =1,...,n , w” fot v;5(s
ona W(t) = (wij)i<ij<n et pour tout (i,7) , w;; = fo v; j(s)ds = fo vj.i(s)ds = w; ;(t) donc
W (t) est symétrique.
X1 0
Supposons que t > 0 et considérons X = =+  |.Ona:
Ty 0

t t
XTw(t) Z xixjw; ;i (t Z xzx]/ v;.;(s ds-/ Z z;xv; () ds=/ XTV(s)Xds
0 0

1<4,j<n 1<i,5<n 1<i,5<n

La fonction s — X7V (s)X est continue , positive et non nulle donc X7W ()X > 0
d'ou W(t) € ST (R).
II.C.5) Soient C4, ..., C), les colonnes de A. On a :

CTW (t) [TV (s)ds cr

arwe=| i |= 5 -/

L | Vis)ds = /t ATV (s)ds
CRw(t) fot Clv(s)ds Cy ’

13



de méme , on montre que W(t)A = fot V(s)Ads.
donc V'(t) = —ATV(t) — V(t)A , par suite :

ATW () + W(H)A = / t(ATV(s) +V(s)A)ds = — / t V/(s)ds = V(0) — V(t) = I, — V(0)

II1.C.3.c) Soit @ > 0 tel que @« < min Re(A) = min  Re(\).
A€sp(A) Aesp(AT)

Par III.B.3 les fonctions t +— e*exp(—tA) et t + e®' exp(—tAT) sont bornées sur R donc
t — eV (t) lest aussi.
Par comparaison , V est intégrable sur R" et L := , liin W (t) existe dans M, (R)

——+o00

et par Gendarmes , lim V(¢)=0 (Vt>0, [|[V ()] < Me )
t——+oo

Le passage a la limite dans I’égalité de III.C.3.b donne ATL + LA = I,, et I'unicité de B
entraine que L = B.

pour X € M,,1(R) et t > 0 quelconques , on a XTW(t)X >0, ala limite : X7 BX > 0 donc
B € 8/ (R) comme son déterminant est positif alors elle est définie positive.
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