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DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
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imporniante dans l’appncza.an des copies. Les résultats indiqués dans 'énoncé peuvent &re utilisés par les
candidats pour la suite du probléme.

L'usage des i mstruments de cdcul, en parucuher des calcuhmcu électromq'um de poche — y compris
calculatrice progr ble et non imp: est autorisé
conformément i la circulaire n° 86228 du 28 juillet 1986,

ique — & fonct

HOTATIONS ET OBJECTIF DU PROBLEFE

s R P - =
On se place dans le plan complexe, rapporté & un repére orthonormal (0 ;: e1, EZ)' et on
note C le cercle de cenire 0 et de ravon 1. Pour tout nombre réel t, on note Mt le

point de T d'affixe e . On suppose donné un entier naturel nl.

~

Pour toute partie S de 7T avant n gléments A.',A7,...An

2118050002, on désinne par P.(X) le nolyndbme & coefficients complexes défini par la

relation

(1) PS\’X‘,‘:(X-a.’)(X-az}

et on désigne par Fs la fonction définie surfR par la relation

fX-an)‘

S ey - -
(2) Folti= (LA 3R e s il

£

L'objectif du probleme est d'étudier les périodes de la fonction ) ainsi que son

maximum, selon la nature de ls conficuration géométrique S={A1'A"""’An}'

dont les affixes respectives sont

1-

(3

ETUDE DES PERIODES DE fS'

On désigne par Gs 1'ensemble des périodes de fs, c'est-a-dire des nombres réels a

tels que, pour tout nombre réel t, fs(tﬂx)=fs(t).

Pour tout nombre réel b>o, on note bZ le sous~groupe du groupe additif Rconstitué

des nombres q b, ol q parcourt Z

1. Etude de fa correspondance entie S,f. ef Pc.

a) Montrer que, pour tout nombre reéel t,

it
fo(t)=|Pg(eD)].

En déduire que 21 est une période de f's.
b) Caractériser les points M, tels que fs(t):o.
c) Soient S et T deux parties de C ayant n éléments.

Prouver que PS:PI si et seulement si S=T et que fS=fT si et seulement si 5=T,

Efdet d'une rotaticn suwr S.

Soit a un nombre reéel, rula rotation de centre 0 dont l'angle admet a pour

mesure, et S =r ‘S) 1'image de S par r .,
a d a

a) Calculer !'affixe du point r_‘iAJ.).

b} Prouver que

ina - i
Pe (X)ze n Folxe 2y

a
et gue, pour tout nombre rée: &,

fS (t):fs(t-a).
a

Caracteraisation des périodes de €.
3

Soit a un nomore réel. Prouver cue les trois propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

a. le nompre a1 est une période ce fs H
_.ina -iay
b. PS(X)-e PS(Xe )

c. la partie S est globalement

Tournez la page S. V. P.

invariante par la rotation Ty c'est-3-dire ra(5)=5.
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4. Stweture du groupe des périodes Gs.

a) Prouver que GS est un sous groupe du groupe additif Ret que G, contient 2n Z.
b) Pour tout élément j de E,n_], on désigne par QJ. 1'unique €lément deE),Z'n[ tel

i .
que aj:e ej, et on suppose que les points Al""’An sont rangés de telle sorte
que e1<e2 <...<9n.
Montrer que si fS admet une période a appartenant é]fLZn[, alors il existe un
élément j de[Z,nJ tel que a=ej-e1.
c) En déduire que GS admet un plus petit élément strictement positif, noté ag .
Montrer que GS:CSZ.

d} Prouver que ag est ae la forme 0g= %1,00 Pg est un entier strictement positif,

e) A 1'aide de la question 3, montrer que el™sz1,

Prouver fjnalement que g est de la forme Qg= %ﬂ , OU Pg est un diviseur de n ;

en particulier °S> %1 .

Y4

”
S. Caracténisation géométrigue du CaY ac= o~ .

On suppose que n32Z.
a) On suppose que S.est un polvcone réaulier convexe, c'est-a-dire de la forme

S:{A1,A2....,An}. oU pour tout Je[ﬁ,n-i], Aj*1=rgﬂ(Aj)'
[

s
Calculer PS(X)’ fS‘t) et oge

n
A cet effet, on pourra se ramener au cas ouU a1=1, et montrer alors que PS(X)=X -1.

2 . " .
b) Prouver aue Gc= ﬁ: si et seulement si S:{A1.A2,...An}est un polygore régulier

convexe.

o
.

Caractérisation adométrique des cas ou as<2n.

Pour chaque cas étudié, on fera une figure, en orenant 4cm. pour unité graphique.

. . . . c y
a) Lorsque n est un nombre premier, caractériser les configurations S tels que a5<2n.

b) On suppose que n=z4, Caractériser les configurations S telles que GS<2ﬂ, en dis-

tinguant deux cas selon que ps=ﬁ ou ps=2.Préciser alors la forme de PS{XJ-

¢) Etudier de méme le cas olu n=6, ern distinguant les cas ps=6, p5=3 et p5=2.

d) Soit plus généralement p un diviseur de n, ol p#1. Caractériser les configurations
S telles que %1 soit une période de fs ; caractériser aussi cette propriété 2
1'aide du polynOme PS(X). Parmi ces configurations, caractériser celles pour

lesquelles a_ = .

2n
s p

I1 - ETUDE DU MAXIMUM DE fs.

On désigne par En l'ensemble des parties S de C ayant n éléments. Pour tout élément

S de En, on note FS la fonction qui, 3 tout point M de C, associe

—
FoM= JIERE. NEHN.... UA MY .

1. Etude du maximum de FS.

a) Prouver que la fonction fs est continue bornée sur nl , et atteint sa borne
supérieure, notée KS' en au moins un point t deEJ,Zn[.
b) £tablir que

z Sup FS(H).

K
S MeC

\ + s
c, Prouver que pour toute rotation ra,

KS"=KS' ou Sazra(S,.

2. Yadcration de Ks.
a) Prouver que, pour tout élémen:t S de En,

(a) Keg2"

b) Etablir que

(%) sup KS=2n.
Set
fxiste-t-il un élément S de Er cel que KS=2"?

Dans toute la suite, on suppose aue n32.

3. Calcuf de Ke Lorsgue S est wr wolyaone régulies,

2ijm
a) Prouver gue si pour tout éigment j de[O,n-T.J. a..=en

j+1 , alors pour tout

nombre reéel t,
. ont
Fe(t)= 2]sin 7—[.

Construire ls courbe représentztive de fS sur l'intervallelﬁ,Zﬂ dans le cas olu n=3,

Tournez la page S. V. P,
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b) En déduire que, si S:{A1,A2,...An}est un polygone régulier convexe, alors Ks=2,
et montrer gu'il existe exactement n points 81,82,...Bn de C tels que FS(BJ)=2'
Indiquer comment le polygone@TBz,...,Bn}se déduit du polygone S.

Lorsque n=3, placer sur une figure les pointsA,‘,Az,A3 et 81,82,33.

Cafeul des coefiicients d'un volynimc en donction de ses vafeurs sun €es racines

de L'unitd,

L n
Soit P un polynbme A coefficients complexes de degré n et dont le coefficient de X
est égal 2 1. On écrit P sous la forme

n n-1 n-k
P=X +bn_1X P bn-kx ‘...+bo.

5
3|+
E ]

Pour tout élément j de[@,n-i}, on pose zj+1: e

a) Pour tout entier naturel k, calculer la somme

k+zk+ +zk
Zy+Zote et

On distinguera deux cas selon que k apoartient érWZZou non,

h, En déduire que,

=y n(b°+1)=P521)+P(zv1*...+P{:n)
et aque, pour tout élément k oe[;,n-lz,

. LKoo Koo Ky ia 3
T n bn-k"ip‘z1)+‘:' g:)*...’-rPlzn).

. Max<imum de £a somme de n nombies comnitxes.

Soi1l K un nombre réei strictemen: pos.iif et )..),...,An des nompres complexes non

ruls tels gque, pour tout élément 09[4,t7 y !i;(SK-

o

Montrer que

[ N ,
‘A1§-.-+Anlénk,

avec €galité si et seulement si. pour taut j, A J=¥ et i =3,z
S

Ur pourrs ¢'abord caractériser les cas ob [h.-...+r |=li ie. 4|3 |
i [

6.

~

Minoration de Kg-
Soit S un élement de En.

a) Calculer Pc(0) en fonction de a148p,.00,8, . Que vaut [P (0)]?

Montrer qu'il existe une rotation o telle que Ps (0)=1.
a

b) On se place dans le cas ou PS(O)=1.
En utilisant les résultats établis aux questions 4 et 5. Démontrer que ZQKS et que
Kg=2 si et seulement si,pour tout j,lPS(zJ.)|=KS et Ps(z1):Ps(zz)=...=Ps(zn).

En déduire que si K. =2, alors PS(X):Xn+1.

S
c) Etablir finalement que, pour tout élément S de En’ Ksaz, et que KS=2 si et seule-

ment si 5 est un polygone régulier convexe.

Lien entre o maximum KS el fa pérdiode Pg-

Pour tout diviseur p de n, p#1, on note En p 1'ensemble des élements S de En tel que
’

2n

—

P =0.S.

Calculer les nombres

Sup Ks et Inf K

Sef 5
“np o

5

e
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