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L'usage dqinstnunentr de dcul, en putjarlier des dcu l .h ices  Clectroniques de poche - y eompfir 
a la rLp icc  propmmable et dphumérique - i fonctionnement autonome, non imprimante, est a u t o d  
conformément i la eimrLire no 8622E du 28 jualet 1986 

WTATIOXi ET OUJECTIF DU PROWE 

1 - ETUDE DES PERIODES DE fs. 

On ddsigne par Cs l'ensemble des périodes de fS, c'est-8-dire des nombres reels a 

tels que, pour tout nombre rdel t, fS(t+a)=fs(t). 

Pour tout nombre réel b>o, on nots b z l e  sous-groupe du groupe additif Rconstitué 

des nombres q b, o i ~  q parcourt 2. 
1. E u e  de La comapondance entte S,fS et Ps. 

a) Montrer que, pour tout nocnbre rdel t, 
( 3 )  fs(t)=JPs(e it 11. 

En ddduire que 2n est une période de fS. 

b) CaractCriser les points Ht tels que fS(t)=o. 

c )  Soient S et T deux parties de C ayant n dldments. 

Prouver que Ps=PT si et seulent si S=T e t  que f =f si e t  seulement si S-T.  S T  

2 .  E46et l ' u n r  t o t a t i c n  w, S .  

Soit a un nombre réel, r la rstation de centre 0 dont l'angle admet 3 pour 

mesure, et S =r  'S) I'imaoe de 5 par r 
3 %  O' 

.++ 
On se place dans l e  plan complexe, rapporte à un repère orthonormal !O : e l ,  e2),et on a) Calculer !'affixe du point r : A . ) .  

1 J  

note C le cercle de cen:re O et de rôkon 1. Pour tout nombre réel t, on note IIt  le 

poinr de c d'affixe elt. On suppose sonnp un entier naturel nh1. 
Pour :oute pariie 5 oe 

b: Prouwr  que 

P ~ ~ ! x ) = ~'~ ~5[~e-i"l, 

abant CI dlemencs A,,A,, ... A oont les affixes respectives sont et que, pour tout nombre réel t ,  
al,a,, ... a,, on desinne par P,'?' 10 oolvnbme 5 coefficients comolexes défini par la 

relation 

et on désiqne par f s  l a  fonctlon définie s u r m  par 1s relation Soit O un nomore réel. Prouver cue les trois propriétés suivantes sont équlva- 

!?: 

L'objecti' Ou problème est d'btuoicr les périodes de la fonctlon fs, alnsl quP son 

maximum, selon l a  nature de la confiruration géométrique S={Al ,A,, . . .,An). 

lentes : 

a. le nombre J. est  une période CO f ,  ; 

c. la partie S est globalemen: Lnvariante par la rotation r c'est-a-dire r (S1-S. 
a' 
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I I  - ETUDE OU MAXINLM DE fS. En 
n’ 3 .  

que e,<e2 <...ce 

5. 

N 

Montrer que si FS admet une période a appartenant à , alors il existe un On designe par En l’ensemble des parties S de C ayant n élhents. Pour tout élément 

élément j d e b , d  tel que a=$ .-@ S de En, on note Fs la fonction qui, B tout point M de C, associe 
J 1’ 

5 ‘  
c! En déduire que Gs admet un plus petit élément strictement positif, noté a 

Montrer que Gs=c5Z. 
d) Prouver que as est d e  la forme a - ’* . 

e )  A l’aide de la question 3, 

Prouver fvalement que as est de la forme a - - , OÙ p5 est un diviseur de n ; 

en particulier a 8 -  . 

est un entier strictement positif. 
s- ;i;;tou ps 

montrer que eimS=l. 
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5 .  C a n a c t h n i d o n  géomCtiiuue du COJ cij= 7 . 

On suppose que n)2. 

supérieure, notée K ~ ,  en au moins un point t cieF,Zn[. 

b) Etablir que 

KS= SUD FS(M). 
W 

a’ c) Prouver que pour toute rotarion r 

K S =Ks,  où S a a  =r (S;. - 
a) on suppose que S est  un polycone rkoulier convexe, c‘est-à-dire de la forme - -  Z .  ‘.kjc.tation de K 5 .  

ô)  Drouver que, pour tout é l k w n t  S de En, 

Calculer Ps(X), f5:tj et as. (6 1 KS@. 

a cet effet, on pourra se ramener au cas où a7=1, et montrer alors que Pj:x)=xn-l. 

b) Prouver oue uC= ;r si et seulement si S={A;,A, ,...Anlest un polygone réquller 

b) Etablir que 

1- ( 5 )  sup KS=Zn. 
SE n 

convexe. Existe-t-il cm elément 5 de E, :el que KS=?? 

6 .  C a n a c t h b d o n  & m é t r i q u e  Le!, C M  OÙ as<2n. sans toute la suite, on suppose m e  na?. 

Pour chaque cas étudié, on f e r a  une cigure, en orenant 6cm. pour unit6 graphique. 

a) Lorsque n est un nombre premier, caracterlser les configuratlons 5 tels que as<Za. 

b )  On suppose que nr4. Caractériser les configurations S telles que a5<7_n, en dis- 

tinguant deux cas selon que ps=6 ou ps=2. Préciser alors la forme Of PslXl. 

c) Etudier de M m e  le cas où 1x6, en distinguant les cas p S =6, pS=3 et P S-“ -’ 

3. C d c d  de Ks to.thoue S ent u): ro&roonc aéqufie:.  
&pJ 

a! Prouver que si pour tout Cie?rent j de 0.n- j .  aj+,= e n , alors pour tout 
nombre réel t, 

fs(t)= Zlsin FI. 
COnstrUirP ?â C D X b C  reprdsenttrive de fS sur l‘intervalle dans le cas 0” n=3. 

Tournez la paee S. V. P. 



b) En déduire que, si S= I A1,A2, ... A n\ est un polygone regulier convexe, alors Ks=2, 

et montrer qu'il existe exactement n points B,, B2, ... Bn de C tels que F S J  ( B . ) = 2 .  

Indiquer comment le polygone@,B2,. . . , @ d s e  déduit du polygone S .  

Lorsque 1x3, placer sur une fiaure les ooinbA1,A2,A3 et B1,B2,B3. 

L;. Calcul d u  coeijicienth d'ur, oo&~n&nc 0: I(onc&n de d u  V ~ U A  &t lu xacines 

de t ' l ln i tL.  

Soit P un polynOme à coefficients compiexes de oegré n et dont le coefficient de Xn 

est Cgal à 1. On é m i t  P sous la forme 

P=Xn+bn-l%n-l+. . .& 5n-kXn-k*. . .+ho. 

- 
Pour taut Blément j deiO,n-g, on pose e n . 
a) Pour tout entier naturel k,  calculer la somme 

k k  k 
1 2  n '  z + z  +...+ 2 

On distingupra deux cas selon que k apoartient à n z o u  non. 

5 ,  En deduire que, 

'. %zx4rmm i c  t 5omc ae n nombtri ccrntx:xci. 

501: h' un nombre reei stricterren: DOS,::' e t  > s . , > q , . . , A  3es nomores complekes non 

-uls tels que, pour tout Cl-ment 2 oe/f,;7 , 1, \<h. 

Montrer aue 

- 

6 .  & n o n a t h  de K s .  

Soit S un élement de En. 

a) Calculer Ps(0) en fonction de 

Montrer qu'il existe une rotation r 

b) On se place dans le cas où Ps(0)=l. 

En utilisant les rdsultats Ctablis aux questions 4 et 5. Ddmontrer que QKs et que 

KS=2 si et seulement si,pour tout j,IP (z ) I = K S  et P (z )=P ( z  )=...=P ( z  ). 

En ddduire que si K S  =2, alors Ps(X)=Xn+l. 

c) Etablir finalement que, pour tout C l h n t  S de En, K 5 S ,  et que K S = 2  si et seule- 

ment si S est un polygone regulier convexe. 

al,a2, ..., an . Que vaut IPs(0)l? 

a 
telle que Ps (0)=1. 

Ci 

S J  S I  5 2  S n  

7. Lien e n h e  Ce lnaximun Ks e t  La phniode ps. 

Pour tout diviseur p de n, p#1, on note E l'ensemble des Clements S de En tel que 
n,P 

2 =as. 
P 

Calculer les nombres 

Sup KS et Inf K S .  

SEEn,p SEEnrp 

! h l + . . . + À  jznK, 

n' 
ôiec CqalitC si et seulement 5;. pour -3ut j. h.1.~ e: ; s 1 = ~ 2 = . . . = ~  

'Jr pourrô d'abord caracterlser les cac 05 [; .+-...+; l=jilj+...+l;.n/. 


