Centrale TSI 2002 - Mathématiques 1
AAAAA

Partie I
[.A.1. Posons 6 = arccos (1) < { = cos (f)

0 € [0, 7]

Ve e [-1,1], fu(z) = 2n—1_1 (Re (cos (0) +isin (6))")
1 " A k

= Re (kzo Ck cos™* (9) i* sin () )

2n—1

= S C% cos™ 2k () (—1)F sin (0)*

)
2n 0<2k<n

=1 szcos"—2k<e><—1>k<1—COSQ<9>>k>

271\ o<ok<n

=—| > Can?F(a?- 1)" | . Donc :
2n 0<2k<n
fn est une application polynomiale a coefficients réels. C’est une somme de termes de degré n et son
> 7

OSQZ% # 0, donc f, est de degré n.

coefficient dominant est

1
[.A.2. D’apres ce qui précede, T, = =) ( S Ok (X2 — 1)k> et B, = > C2kXn2k (X2 1)
0<2k<n 0<2k<n
2: (ij

Le coefficient dominant de T,, est d’aprées la question précédente, 09;:

1+1)"=>Cy
Or k=0 . En additionnnant membre & membre, on obtient Y. (C2F = 271

(1-1)"=>Ck(-1)" 0<2k<n

k=0
et :

[,=X"+R,avecd’R, <n—1]

LA3. Ty = 3 CHpl=2k(p2 - 1) =
0<2k<1
T =X

1 1
L=35 ( > O (2 — 1)‘“) =5 (XX -1) =

0<2k<2
1
T, = X% — -
2
1 2k,.3—2k (.2 k 1 3 2
Ty=—| > Ci (*=1)" | == (X’ +3X (X*-1)) =
22 \ 0<2r<s 4
Ty = X3 — éX
4
1 1
Ti=o | X CPat2@?-1)" | =2 (X4 +6X% (X% —1) + (X — 1)2) =
2% \ o<2r<4 8
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1
T4:X4—X2+§

[LA4. Vn € N\{0,1}, Vx € [-1,1], posons € = arccos (z). On a alors :

cos ((n+1)0) + cos ((n — 1) 0) = 2cos (nh) cos (0) =

2nfh+1(1ﬁ +'2n_2fh—1(1ﬁ ::ann<x>x:$>

Poii () + Py (x) — 2P, (x) x = 0. D’ou le polynéme P,y + P,—1 — 2X P, possede une infinité de
racines et est donc nul :

Vn € \\{0, 1}, Py + Pyt = 2X D)

[.A.5. Résolvons f, (z) = 0.
fn () =0 < narccos (x) = g 7]

2k —1
< Jk € Z, arccos (z) = %
2k —1 2k —1
<:>E|k€Z,x:cos<< ) et( >7T€[0,7r]
2n 2n
(2k—1)7

<:>E|k€Z,x:cos< - )etke{l,...,n}

La fonction cos étant strictement décroissante sur [0, 7], f, possede n racines 2 a 2 distinctes.
Or f,(z) =0« P, (x) =0. Donc :

2k — 1
les racines de P, sont les x, = cos ((27>7T
n

) ou ke {l,..,n}

et elles sont 2 & 2 distinctes.

1
on—1"
& |cos (narccos (z))] =1

LLA6. L'on aVz € [—-1,1], |fn(2)] <

Résolvons | f,, (x)] =

n—1
< narccos (z) = 0 [7]
k
& Jk € Z, arccos (z) = il
n

k k
& JdkeZ, xzcos(—W) et—WE[O,W]
n n

n n
Alors il existe n + 1 points 2} 2 a 2 distincts ot la fonction f,, atteint un extrémum absolu. En outre

fn () = (COS (k%)) = o (” T (COS (l{%) )>

k k
< dk € {0,1,....,n}, © = cos (—W) Posons z}, = cos (—W)

= a7 €08 (k)
_1)k
= <2n_>1 . D’ou :
1
— si k€ {0,1,...,n} et k est pair, f, atteint un maximum absolu égal a P

— si k€ {0,1,...,n} et k est impair, f,, atteint un minimum absolu égal & ~

[.LA.7. La procédure R est récursive et R(n) donne le n — iéme polynéme P,.
> R := proc(n) local A;
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ifn=0then A:=1elseifn=1then A:= X else A:=2+x X xR(n—1) — R(n—2) fi fi
expand(A);
end,

Affichage des 5 premiers polynomes P, en posant Py = 1.

> fori from 0 to4 do Pi] = R(i) od,

P[0} =1
P[l]=X
P[2] =2X?% —1
P[3] =4X° - 3X
P[4 =8X* —8X% +1

O

I.B.1. fi: [-1,1] — R . Sa représentation est le segment [A, B] avec A(—1,—1) et B(1,1).
r—
fa: [1,1] = R . Sa représentation est une partie de parabole d’axe (Oz) et de sommet le point de
1

r— a?— =

1
coordonnées O,—§ .

f3: [-1,1]—= R . fyest C sur [—1,1], impaire et Vo € [—1,1],
3

r—axd— —x

f§<x>:3(x2—§) za(x_%) (H%)

fo: L= R . f1 est C sur [—1, 1], paire et Vo € [—1,1],
1

r—rt—at+ =

- a (o) -u ) ()

D’ou les tableaux de variations :

L 0 ! 1

T 0 5 1 x 75
JHE) — (1] + . fi(x) 10 — 10 + .
fa(x) | 0 1 /! 1 fa(z) 2 N\ ~3 /! 2

et les courbes représentatives :
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1 ,/9.8 ‘-g'_fa\-tfd 02

=14

1
[.B.2. L’on a vu dans [.LA.6. que Vn € N* sup |T), (x)| = T
z€[-1,1

Soit P polynome unitaire de degré n et R, = T, — P; alors d°R,, < n — 1. Sous les notations de

k 1
I.A.6., I'on sait que pour z} = cos o , k€A0,....,n}, T, admet ——, maximum absolu pour k pair
k n

on-1’
et =Y minimum absolu pour k impair.
Supposons que sup |P(z)| < T
z€[-1,1]

On a alors pour k pair R, (z},) = T,, (z}.)— P (x},) > 0 et pour k impair, R, (z}) = T, (x},) — P () < 0.
Comme R, est une fonction continue sur [—1,1], Vk € {0,...,n — 1}, Jey € |}, 4] tel que Ry(ck) =0
(théoreme des valeurs intermédiaires).

Les zj, formant une suite strictement décroissante de [—1,1], R,, possede donc au moins n racines
distinctes : ¢q, ..., ¢p,_1. Comme d°R,, < n, R, = 0, ce qui prouve que P = T,,, ce qui est impossible

puisque sup |T,(z)| = S # sup |P(z)|. Donc :
ze[-1,1] ze[-1,1]

[1 n’existe pas de polynome P de degré n, unitaire, tel que sup |P(z)| < T
z€[-1,1

1

[.B.3. D’apres la question précédente, si P est est un polynome unitaire de degré n, sup |P(z)| >
z€[-1,1

— = sup [T,(z)[. Donc :
2 z€[-1,1

sup [fu(z)] < sup [P(x)]
re[—1,1] z€[—1,1]

[.B.4. Notons £ = C ([-1,1],R) et f € E.

|-1,1] = R est continue sur |—1, 1]
f(x)

i

xTr —
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En outre, f est bornée sur [—1,1] (car continue sur cet intervalle) et IM € Rt Vo € |-1,1],

'f(r> .M !
-2 Vs N
Jf1 f(x)

V1—a?

dx converge (et vaut 7),

1
=. Comme =

dx converge

[.B.5.
a) Notons ¢ : E? - R
f@)te)

(f.9)— I,
V1—a?
@ est bien définie d’apres [.B.4. appliquée a fg qui appartient a E.
@ est évidemment bilinéaire, le produit dans R 1’étant et l'intégrale étant linéaire.
@ est évidemment symétrique, le produit dans R I'étant.

Soit f € F\ {0} :
1 f()?
L1 =22

— si fl 7]”(:1:)2

L1 =22
fP

Ve € |-1,1[, f(z) = 0=

2
Vo e [-1,1], f(x) =0 (car f est continue sur [—1, 1]). Donc : f_ll %daz >0
—x

dx > 0 (intégrale d'une fonction positive)

f(x)?
Vi-a?

dr =0, comme r — est continue sur |—1, 1] et positive,

On a montré que :

lp est un produit scalaire sur F|

1 Pn(a:)Pm(az)ahj 1 cos (narccos (x)) cos (m arccos (x))

AT ioe T T
x = cos (t)
t e [0,7]

cos(t) est un difféomorphisme de classe C'! de |0, 7[ sur ]—1,1[. On a alors :

1 Pa(2) P () 0 cos (nt) cos (mt) (—sin(t)) dt = [ cos (nt) cos (mt) dt

NV nev- A Sy 3

= % (fy cos((m+mn)t)dt+ [ cos((m—n)t)dt). Don 2 cas :

dz.

b) On a alors Ym,n € N*,

Effectuons le changement de variables ¢t = arccos(z) < { , ce qui est possible car t —

. 1 Pn<x>2 1 ™ ™ m
—>Sl7’n:7’b>07 f—l ﬁdx:§(fo COS(Qnt)dt+f0 dt) 25
P, P, i i — T
Csimtn, [ () Py () . 1 [sin((m+n)?) N sin ((m —n)t) _0

L1 =22 2 m+n m—n 0
Donc, la famille (F,),, est orthogonale et pour le produit scalaire p, Vn € N*, ||P,| = \/g On a

montré que :

la famille (hy), o+ est orthonormale]

Partie II
I1.A.1. d est la restriction & £ x F de P? — R (ot P désigne le plan

(A.B) = /(x5 — 24)* + (y5 — ya)’

affine euclidien). En identifiant P? & R* grace au repére orthonormé direct (O, 7, 7) , on obtient que

d est continue sur £? comme composée d’applications continues sur leurs ensembles de définition.

mO02ctlcc.tex - page 5



(A noter que cette question est hors-programme, la notion de continuité n’ayant été abordée en Spé
TSI qu’en un point de I’espace vectoriel normé R™)

E étant fermé, E x E est fermé (hors-programme).
Donc d continue sur £ x E, est bornée sur E X F et atteint ses bornes; d’ou :

dy = sup d(A, B) est bien définie
(A,B)€E?

De méme, P? — R est continue sur P? (hors-programme) et :
(A, B,C) — (AB.AC.BC)"?

d; = sup d(A, B,C) est bien définie

(A,B,C)eE?

car E® est un fermé (hors-programme)

ILA2. V(A,B,C) € E*, AB.AC.BC < d3 =
(AB.AC.BC)"* < dy; dou -

ds < dj

I1.A.3. Soit (4, B) € E%; alors VC € E, (AB.AC.BC)"* < dy =
supd (A, B,C) < ds (définition de la borne supérieure : plus petit des

CeE
majorants)
D’ou : sup (supd(A,B,C’)) < ds.
(A,B)eE? \CEE
Soit (A, B,C) € E3, alors d(A, B,C) < supd(A,B,U) < sup (sup d(V,w, U))
UeE (V,W)eE?2 \UEE

D'ou: d3 < sup (sup d(V,w,U )) (définition de la borne supérieure : plus petit des majorants).
(V,W)eE2 \UEE
Donc :

ds = sup (supd(A,B,C))

(A,B)eE? \C€E

I1.B. On peut supposer A, B, C' ordonnés sur un axe (O, 7) d’abscisses respectives x,y, z avec 0 <

r<y<z<a. Ona alors:
ABACBC=(y—x)(z—2)(y—2)=@W—2) (=2 +z(z+y) —zy).
On a alors AB.AC.BC < az(a—z)cary—x < a,z—x < z et y—z < a—z et ces valeurs sont obtenues
lorsque # = 0 et y = a. Il reste & obtenir sup ¢ (z) o p: 2z — az(a—2).0rVz € [0,a], ¢ (2) = a®*—2az
z€[0,a]
3
qui s’annule pour z = 2’ valeur correspondant a un maximum de . D’ou sup AB.AC.BC = il et
2 (A,B,C)eE3 4

a
sup d(A,B,C)=—
(A,B,C)eEE3 ( ) \3/§

II.C.1. AB = \/(Rcosﬁ — Rcos 3)* + (Rsin 3 — Rsin )?

:R\/leiHQB;—asinQﬁ;a+4cosQﬁ;asiHQB;a
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=2R

sin

g ; a \/sin2 B—;——a + cos? B—;——a. D’ou, comme b ; @ e [0, 7] :

AB = 2R sin p

(On peut aussi facilement le constater sur une figure)

I1.C.2. Soit ¢ : [a,7] = R . g est C sur [a, 7] et :
ﬁ%sinﬁ_asinw_ﬁ
) 2 2
Vﬁe[a7’7]7§/(5):§(cosﬁ;asin7;5—sinﬁ;acosfygﬁ)
1 cosﬁ_asin7_5—sinﬁ_acosfy_ﬂ
2 2 2 2 2
1 -2
— —sin L 5+a.d’o
2 2
v—=28+«

= 0 mod .

Vi elan], < () =0

-9 — —
or 25+oz€ [aQV’VQO‘ C [~7, 7. On a donc :
) —2 —2
g/(g)ZO@WZOOu(#ZMWZQWWZO)OU(#:_”ew:%”
eB="T%0u(a=B=0cty=2m)ou (a=0ect #=7=2m)

Dans les deux derniers cas : ¢ () = 0 et la valeur de /3 correspond a un minimum de .
Dans le premier cas, ¢ a pour tableau de variations :

R
g a 5 g
< () - 0 +
<(B) |0/ sitl= N0
. o+
Donc, ¢ admet un maximum pour 3 = —5
I1.C.3. ¢ est continue sur [0, 1] et C*° sur [0, 1].
3 3
—4t? [t — V3 t+ V3
vte 0], (1) = 3PVI—E - L - T ’ /Do le
b Vi—e  Ji-e Vi-p |
tableau de variations :
t S
' 2
' (1) + \0/_ |
3V 3
) |0/ 16 N0

y—a  y—a\'’
I1.C.4. D’apres les questions II.A.3. et I1.C.2., d3 =  sup <8R3 sin? sin )
(a)€l0,27] 4 2

1/3
— sup 28R ( 7T¢ | in? %)

(a,v)€1[0,27]
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= sup 23R (V1 - t2)1/3 (car lorsque (o, ) décrit [0,27] avec o < 7,
t€[0,1]
v —a

sin décrit [0, 1])

1/3
3V3 3
= 23R (1—\/6_> = Rv/3 obtenu pour t = \/7_, c’est a dire pour

- 4
74a:g<:>’y:oz+§.Donc:

2 4
ds = R+/3 (obtenu pour a,ﬁ,’ye[0,2%],5:a+§et7:a+§)

Partie 111

IL.A1 [—1,1)"" Pt g est continue sur [—1,1]"""; elle est donc bornée (minorée
At dr) =TT A=A

1<i<j<n+1
par 0 et majorée par 2"("~1/2) et atteint ses bornes. D’ou :

B, ) €L Dyt = D (A1, Mg )]

A2 Do = JI A=A\
1<i<j<n+1
=X = Ai|[Ae—= M| oo A — M TT A — A
2<i<j<n+1
S |)\2—)\1||)\2—)\1| |)\n+1 —)\1| sup D(.I’Q,...,J?n+1). Donc :
2<i<j<n+1
Dot < Ao —M[[Ao = Mi[- - [Auys — M| - Dy

[ITA.3. On a de méme Vi € {1,...,n+ 1}, Dyyq < IT |A; — Ai| - Dy,; Multiplions membre a
1<j<n+1 et j#i
membre ces n + 1 inégalités de nombres positifs. On obtient :

n+1
Dy <11 [T =Xl D+t Or:
i=1 \je{l,..n+11\ {5}

n+1
I1 I1 |A; — )\Z|> = I1 IAj — Ni| = IT 1A =Xl ] (chaque élément
je{l } (i,5)ef1

i=1 \ je{1,..., n+110\{e} ) (,5)E{L,..., n+1} et i#j 1<i<,j<n+1
|A; — Ai| pouvant étre considéré comme coefficient d’une matrice de S,41(R)). D’ou :

n+1 2 n+1
‘Dn—i—l S Dn+1Dn ‘

Comme D, 1 > 0 car si xy, ..., Ty1 sont 2 & 2 distinets, D(zyq, ..., Zpy1) > 0, on en déduit :

ITI.A.4. D’apres la relation précédente :

Dy < Dyt =
Dn+1 SDgﬁ_l)/(n_l):}

2/(n(n+1 2(n+1)/(n(n—1)(n+1
dpay = D) < P/ (ln=D(4D)

d < DQ/(n(”—l)) =d
n+l X n — Un.
Dong, la suite (d,,) est décroissante et minorée par 0 et la suite (d,,) converge.
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IIL.B1. L'on a vuen LB.3. que VP € P,, sup |P(z)| > sup |[fu(z)|= sup [Tn(7)]= =
z€[-1,1] z€[-1,1] ze[-1,1] 2n
1
Donc pu,, = p(T),) = T et :

()

In(2) qui tend vers —In (2) quand n tend vers +o00. D’ou :

—1
I11.B.2. ¥n € N*, In (m,,) z

la suite (M), oy cOnverge vers 5

I1IB.3. Soit € > 0. Il existe M € N tel que ¥Yn € N*, n > M = |u,, — [| < . On a alors, pour n > M,

Uy + 2us + ... +nu, 1 1 2
— ==z | 2 n) —U1+24 ..
Y Y 2' 2n<n+1>((u1+ Uy + ...+ nu,) — 1(1+2+ +n))'
1
:m|(u1—l)+2(u2—l)+...+n(un—l)|
1
1
<——(lun =l +2ug =l + oo + M jup — U+ (M +1) e+ ... + ne)
n(n+1)

"D

1
< - —U+2uy =1l +...+ M —1
S TmED <|u1 |+ 2fus — U+ ... + M |up — 1] + 5

M+..+n< ) k)
k=1

OrdNeN,VneN n>N = <<

n(n-+1) 2
(lug =1 +2|ug — |+ ... + M |upr — 1]) = 0. Donc, Vn € N*, n > max(M, N) =

(|U1—l|+2”U,2—l|+—|—M”U,M—l|)

lim ——~
car M )

U+ 2ug + ... +nu, 1
L 2us — —| < &. Cela montre :

n(n+1) 2
lim = _
n—+o0 n (n + 1) 2
n—1
II1.C.1. Posons P = X"+ > a;,X*. Alors :
k=0
1 1
A | - .
1 Tn41 . .
et | T zy! T
Ly Ty n—1 n—1
P (z1) P (2p41) ot 4+ > aph Th Y aprhy
k=0 k=0

n
En ajoutant a la derniére ligne la combinaison lindaire - ay_1 Ly o L désigne la k — ieme ligne,

on obtient :
1 1
X1 Tn+1
! Th
P (z1) P (7p11)
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1 . 1

T Tnt1
zp! T 1<i<j<n+1 (@5 =)
P (.’L‘l) .. . P (In+1)

II1.C.2. Pour calculer d,+1, on peut supposer \; < Ay < ... < A\,41. Donc :
1

S 1
)\1 )\n—f—l
am L =) o
P(\) . . . P(Ms)
1 1 J 1 1 . 1
)\1 e )\n+1 - )\1 . )\j—l )\j-l—l . )\n—f—l
- S e S T I el R
Ay Ani i=1 S S

En particulier, pour P = T,, et en utilisant que :
| 1 . 1

)\1 . )\j—l )\j+1 . )\n—I—l

’ ’ . ’ . ) :V(>\17--7)\j—17)\j+17--7)\n+1> SDn, on a :

D NV S Vot

j j+1 n+1
Dy < %Tn (X)) Dy, =
il 1
Dy, < ; 2"—1D" &
. n(n—1) n—1
Dy < % et comme D,, = d, 2 et m, = (%) ™ on obtient :

n(n+1) n(n—1)

d..; <(n+1)d, > m]

n

I1.C.3. Soient x1,...,xp41 € [—1,1] avec 21 < ... < Ty

1 .o 1
I Tnt1
D(x1,.co,xnp) = [ (zj—z) = : : pour tout polynome P unitaire
1<i<j<n+1 a7t T
P (.’L‘l) .. . P (In+1)
de degré n.
Pour P = (X — x1)... (X — z,), on obtient :
1 .o 1
I Tnt1
D (.Tl, ---wrn—i—l) = o a1 =P (]}n_H) D(.Tl, ..,.Tn> =
Ty Tnt1
0 . 0. P(Z‘n+1)
P («Tn—f—l) D('Th '-7xn> < Dn+1 =
D(zy,..,x,) < "L Cela étant vrai pour tous zy, ..., x, € [—1,1] avec 1 < ... < x,, on a alors :
P (2p41)
+1
sup D(xy, . 2,) < ——"— &
1<z <..<an<l1 (21 ) P (xp41)
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Dn+1
D, < —— %
P (2n41)

P («rn—l—l) S

1 Cela étant vrai pour tout z,41 € [—1,1], on a alors :
n
1

D,
sup P (xp41) < D+1' Or sup P(xp41) > T = m!. D’ou :
$n+16[—1,1] n $n+16[—1,1]

mZDn S Dn+1 ~

n(n—1) n(n+1)
n 2 2
m; - dp <d,.]

II1.C.4. L’on sait que (d,) est décroissante. D’ou , si n € N*|

n(n—1) n(n—1) n(n+1) n(n—1)

n 2 n 2 2 — 3 +* Ny .
my-d, 7 < my - dy <d,,; caru—u 2 estcroissante sur R™. D’ou :
n(n—1) n(n+1)
n 2 2
m, - dn+1 S dn+1

n(n—1)
En divisant les 2 membres par d,,,; > 0, on obtient :
my < dp =

III.C.5. La question précédente montre, en faisant tendre n vers +oo, que m < d et que d > 0.
n(n+1) n(n—1)
La question III.C.2. montre Yn € N*, d,.3 < (n+1)d, > m].
1 -1
Dot vne N, PP L <)+ P Y g i —m2 =
21 1 —1
Vn € N*, (n—l—l)ln%gﬁm—l—(n—l)lndn— (n >ln2:>
n
n 2In(k+1 n n n 2(k—1
Vn e N*, > (k4 1) Indgq < Z M—i— Y klnd; — Zlndk— > gln2:>
k=1 k k=1 =1 k=1 k
ntl n 2In(k+1 n n 2(k—1
Vn € N*, Z/{:lndk ZM—F Z/{:lndk— Zlndk— > %hﬂi
=1 k=1
2In (k+1 n no2
VneN* (n+1)Ind,+1 —Ind; < Z %— Y Indy —2nln2+1n2 )" =
k=1 k=1
2In (k+1) n no2
_— = Ind, — 2nln2+ 1In2 —
wn e N, (n+1)Ind,1 — Ind,y < k; k k; k;l k
n n
—_ n n 2
Or lim (n+1)Ind,41 —Ind; —nd 0 < lz 2In(k+1) < 2In(n+1) Zl . 2In7n o
n—-+oo n n =1 k n =1k notoo n
1 2 21
lim — Mzo,
n—+o00 N 1. k

2: hldk

: k=1
En outre, comme lim Ind, =1Ind, lim
n—-+oo n—-+oo n

2In2
t enfin In 2 ~
et enfin In Zlk;n—uroo 0

Ind<—-Ind—-2In2 < Ind < —1n2

<:>d§§:m.0namontré:

= Ind (convergence au sens de Césaro de (Ind,))

qui tend vers 0 quand n tend vers +oo. D’ou, on obtient :

Remarque: je n’ai pas utilisé I11.B.3.
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