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On considére un plan euclidien (P) muni d’'un repére orthonormal R = (O, 7, }?). Dans un deuxié¢me
ptan euclidien {(P') on prend deux points distincts A et A', I est le milien de [A’Al et on pose A'A = 24
{ﬂ. ) et (A) sontles da'owes de (P'lgerpmdlculmms i 1a droite (A’ A) respectwcmnt en A’ et A. On appelle
ule swtaun:mtmm de WA) et mmm (&) et (A). Le repére (I, #, v ) est orthonormal direct,

On r.léﬁmt une apphcatmn f de (P) dans Fensemble. @' des droites.de (P') de la fagon suivante :
Sl mm est un pnmt de (P} de coordonnées (x, y) dans 3, on considére les pomts M de (A} at M’ de (A ) tels que
AM =xv et AM -yv on pose f{m) = (MM'). A L

Voir figures en puge 6. .. -

1. Déterminer £(0).

2. Montrer que les images des points de I’axe (0,7) passent par A’ ot que cefles des points de 1'axe (O, }?)
passent par A.

. 3. Montrer gue | les i mlages m pomts de 1a seconde bissectrice du repere R passent par I.
4, Montrer que. les :m&ges des points dc la pmmém bissectrice du repere R sont paralléies A (AA').
3. Montrer que toute droite de (P} non paralléle A (A} est image d'un point unique de (P).

6. On considere dans {P) une droite (d) non paraliéle i la premidre bissectrice du repare R et distincte des axes.
Elle coupe les axes de R respectivement en b et c. On appcllc B E'mtcrsecl:ton de (A) et de f (b), C' celle de
(A'y et de F e}, K celle de f (B) et de f{2).

Soit m un point de (d). Montrer que : m = % = 2=, En déduire quef {m) passe par K, (Les notations
sont celles de I'introduction,) MB M A mis -

7. Réciproquement soit K un point de (P’), M et M’ des points de (A) et (A”) respectivement tels que (MM")
passe par K. (MM) estI’'image d'un poini m de (P). Montrer que m appartient 2 une droite de () notée (5,).
On définit ainsi une application g de (P') dans 'ensembie 9 des droites de (P) en posant g (K) = ().

8. Déterminer g (I}, g (A), g (A'). g (D) si D appartient & la médiatrice de [A’A)

9. L'énoncé suivant : «les images par f (ou g) de points alignés sont des droites concourantes » est-il exact?

B

(%) est fe cercle de diamdtre [AA’] dans e plan (P*), K un point de (6) distinct de A et A’. La tangente
en K & (6) coupe (A)enCet {(A)en O,

1.a. Montrer que le triangle ICC est rectangle et en dédvire que AC - A'C' = g2,
b. Enoncer et démontrer la réciprogue du résultat précédent,

. (CC’) est I'image par fd’un point ¢ du plan P. Montrer que ¢ appartient 3 une hyperbole équilatére (%)
dont on déterminera ' équation dans le repére %,

d. Réciproquement soit ¢ un point de (3€,). Montrer que f(c) est tangente & (4).
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2. Dans la suite on admettra la propriété suivante des conigues : «une droite est tangente & une conique si ¢
seulement si elle admet un point commun et un seul avec celle-ci, sauf dans les deux cas suivants ob le
deuxigme point d’ intersection est & I'infini : droite paralléle a une asymptote d’une hyperbole, droite paraligle
A 1'axe d'une parabole ».

a. Montrer que Ja droite g (K.} dans (P) est tangente & (?ﬂu} (On pourra raisonner par I’absurde.}
b. La droite {AK) coupe (d’} en (', la droite (A'K) coupe {A) en Q. Montrer que C est miliev de [AQ] et ol
milieu de [A'Q’). _
. Quels sont les points p et q de (P} teis quas f (p} {A’Q} etflg)= [AQ’} ?{On lemarqr.mza que g (K) = {pq) J
d. Déduire de ce qui précdde que dans (P) ¢ est milieu dé [pg}. On retrouve ainsi une 9mpnété class;qne de
la tangente & une hyperbole qua 'on énnncera avec précision.

3. L'affinité orthogonale,

Soit & un réel non nul, on rappelle que I'affinité orthogonale d’axe (D) et de rapport £ est la transformation

Tp,+ U plan euclidien qui & tout point M fait comrespondre le peint M’ tel que

~ la droite (MM} est perpendiculaire & (D} ;

- 5i Hyy est le pied de la perpendiculaire issue de M a (D), ona H M=k HyM.

a. Montmr que Tp,, St une btjec:twn du plan euc:ltdten et que Toa™=Tp L ‘e

b. Montrer que le transformé d’une droite non paralile A (D) estune drmtae et que leur pomt &' mtarsect:cm
est sur {D).

. ¢. Montrer que le transformé d’un cercle centré sur (D} est une e}hpse dcmt (D) est l’un des axes. :

On admettra que 1'affinité orthogonale conserve les contiots (Une courbe et sa tangente sont transformées

en une courbe et sa tangente). Déduire de cette propriété et de celle démontrée en 2.5. une méthode de
construction de {a tangente en un pcmt Atine eﬁlpse dotinée pat ses sommats et ce-point.

4. On considére dans le plan {P} I’homathétlc A, ,de ccntre 0 et de rapport &, L‘afﬁmté Taana Serainterprétée
comme une transformation de I"ensemble des droites de (P7). o S

M‘Uﬂtrer quﬁfo h{o ] - 'fmxu Df

5. On considére dans le plan (P) r hyperbole éqmiatére (3,) d*équation x, y = b, b ER - {D a}. Soitcun
point quelconque de (#,) . Montrer que f (¢} est tangente 2 une ellipse (€,) dont on donnera les axes, Préciser
sur c;uei axe sont les foyers smvant la vaiesr de b,

6. Latangcnte A (H)enc cnupel’axa (0, :}enpet l’axe (G ;) en ¢. Avec ies notations pnéoééentss on a;
fe)={CC f)= (A’N} Cf@=(ANY)
avec C, N sur {A) et C', N" sur (A"} _
{i)y Montrer que ces trois droites sont concouramtesen Ketque K € {‘8,,)
(it} Montrer que C est le milieu de [AN] &t C’ le milieu de [NN’]

7. Réciproguement on considére dans le plan (P) ellipse (¥,) dont A et A’ sont deux sommets et dont Fautre
axe est de demi-longueur b. Soit K un point de (¥€,) distinct de A et A, La tangente en X 2 (4,) coupe (4)
en C et (A" en C’; (A’K) coupe (A) en N et (AK") coupe {A%) en N’. Montrer que (CC’) est 'image par f

d"un point ¢ de {P‘) appantenant ﬁ I’hyperbole (3€,) et gue g (K) est !angante a (%,}.en c.
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1. On considére dans le plan (P') une hyperbole (') de sommets A et A’ et de foyers F et F'. I est le mitien de
[A’A]: On pose IF =1F = ¢. Soit K un point de (I') distinct de A.et A’ La droite (KA") coupe{(A) enNet la
droite (KA) coupe (A"} en N'. On désigne par M.le miliey de [AN] et M.le milie: de {A'N] et m Je point
du plan (P) tel que f () = (MM’). I R S
a. Etablir I'équation de (I') dans (P") rapponté au repére (I, ¥, v).

b. Montrer que m appartient  hyperbole équilatdre (¥, d'équation xy = - & od & = V@&,

2. Soit dans un plan euclidien un cercle (€) de centre O et de rayon R, un point P “gj_ une-dreite (A) passant par
P et coupant (6) en M et M’, On montre facilement et on admettra gue PM - PM' = PO? - R?, Ce.nombre,
indépendant de A, s'appeile puissance de P par rapport A (6) et sera noté % (P). Ce résultat sera admis dans

lasuite. . .

a. Dans le plan (P) on considere 2 nouveau I"hyperbole (3¢ ;) du 1.b. d*équation xy = — b, Soit m un point
de (%) non situé sur la seconde bissectrice des axes. La droite f(m) du plan {P") coupe (A) en M et (A')
- enM'. Le cercle (4,) de diamdire [MM'] recoupe (4) en M, of la droite, (AAJenFetF.
(i) Calculer la puissanice 6, {A) de A-parapport av sercle 6,.). En déduire que los points Fet F! sont
fixes quand m varie et que A=+ ol e = F=IF, . . - - - R
(ii) On projette E et F” respectivement en H et H' sur /(m). (FH) recoupe {6, enH,.
-+ Montrer gue les angles (FED, (FF')yet (MM, (A)) sontégapx. -~~~ - -
« Montrer que des angles inscrits égaux sous-tendent des cordes égales. R
+ Que peut-on dire des vecteurs AA" et MM’ ? = L :
» Déduire des deux points précédents que F'H, = 2 g, puis que H et H® appartiennent au cercle de
- » Montrér que FH - FH = - b7 , . . . -

b. Dans (P} la tangente.en m & (3}) coupe I'axe (O, ) en p et axe (0,7} en g. On a démontré an B.2.d.

- .que.m est Je milicu de [p, g]. On sait (question A.6.) que dans (') les droites f (p), £(g),.f (m)-
sont concourantes en un point K de coordonnées (X, Y). On sait anssi que (x, y) sont les coordon:
dem, que f(p) passepar A’ et f(@yparA. ©~ - R
(i) F(p)coupe (A)en N etf(q) coupe (A') en N'. Quelles sont les positions relatives des points A, M, N

et des points A/, M, N2, -~

(i) Trouver deux expressions différentes liant X, Y, x, y. Bn déduire que K appartient & Ihyperbele (I')
de sommets A et A’ et de foyers Fet F'.

- (i) - Baablir I'équation de la droite £ (m) et montrer qu’elle est tangente 4 "hyperbole (I').
¢. Déduire de ce qui précdde les théorémes suivanis @ . R ' o o S _
(1) dans une hyperbole les projetés des foyers sur une tangente quelcongue sont sut le cercle principal
 {cercle de diametre les sommets);
{ii) xéianls ;nebizlyperbule le produit des distances algébriques des foyers 3 une tangente & I’hyperbole est
gal & — &,

d. Soit I'hyperbole définic par ses sommets et passant par un point K. Proposer une méthode de construction
de la tangente en K et des foyers de cette hyperbole.
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On considére dans ig plan (P) "hyperbole équilatdre (%) d’équation +* - y* = 2%,

. Soit m € (¥), montrer que dans (P’) A se projette orthogonalement sut f () en un point H situé sur la

médiatrice de [AA'),

Soient T le point d'intersection des droites (AA') et £ (m), E le point de £ {m) tel que H est le milien du
segment [ET], H, le point &' intersection des droites (AH) et ().

a. Montrer que H est milien du segment [AH,] et qﬁe la droite (H,E) est perpendiculaire & ().
b. Montrer gue E est un point de la parabole (P) de foyer A et de directrice (A").

. Soit Q un point de f (m) distinct de E, Q; la projection de Q sur (A"). Montrer que QQ, < QA. En déduire
- que f{m} est tangente a {P).

E

o ... feomservelescontacts
~On définit dans (P) I'arc paraméteé (y) ainsi : I est un intervalle de R, ¢ et 3 deux fonctions de classe C',

(7y) est Pensemble des points de coordonnées x = ¢ (t) et y = ¥ (1), 1 € 1. Onh suppose que (y) n'a pas de
tangente paralitle & la premidre bissectrice durepdre R etque VI €], @' YO #£0.

L.

2
3
4.
5

Soit m € () de coordonnées {¢ o)y b (D). Etablir I'équation de ia tangente (1,,} en s A (y).

. Chercher les coordonnées du pomt KndePielque g (K)=¢,.
. Etablir I'équation de la droite f (1) et chercher son enveioppe (I quandém déerit ().

Montrer que K, € {I').

. On étend la définition de f aux droites du plan (P) : si (d) est une droitede (P), on appelle £(d) le point de

{P") commun & toutes les droites f{m) oi m est un élément de {4). Déduire de ce qui précade que F transforme
;? point de contact et la tangente d’un arc () en la tangente et le point de contact d'un are (). On pose
=5 (). g

Traduire dans ce langage les résugtaté des 'quéstiims l'::récédé'ﬁ'tés.
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