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I Questions préliminaires

1. Notons K[B] le sous-espace vectoriel de M,,(K) des polynomes en B.

En tant que limite de polynémes en B, e? appartient & I’adhérence m

Or K[B] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de M,,(K) donc est fermé.
Donc e? € K[B] : e? est un polynéme en B.

Or les‘ puissances de B commutent avec A puis tout polynéme en B commute avec A.
oB

Donc commute avec A ‘

REM. Autre point de vue.
On peut définir ¢ : M, (K) — M,(K) , linéaire.
M — AM - MA
Donc Ker () est fermé comme sous-espace vectoriel de dimension finie.
(On pouvait aussi évoquer la continuité de ¢).
Puisque Ker () est fermé et contient K[B], il contient K[B], donc contient .

eP commute avec A ‘

Donc & nouveau,

2. Considérons I'application bilin¢aire 7 : M, (K)? — M, (K) . Alors g = n(fa+B, f—p))-
(M,N) +— M
Or fa+p et f(_p) sont de classe C!, donc g est de classe C! et :

9 =7(farp f-B) + 7(farn: f(_p))

Soit t € R.
En utilisant la question 1 au couple (B, t(A 4 B)), il vient : Be!A+5) = HA+B) B Don :
g/(t) _ (A_i_B)et(AJrB)eftB _i_et(AJrB)(_B)eftB
_ (A + B)et(AJrB)eftB — Bel(A+B)—tB
= Ag().

On en déduit que g vérifie le probleme de Cauchy :
{ VieR, y(t) = a-y(t)
y(0) = I,
ou lapplication a : M, (K) — M,(K) est linéaire (indépendante de t) et I'inconnue y
M — AM

appartient a C*(R, M,,(K)).

L’application fa vérifie ce méme probléme de Cauchy, donc par unicité de la solution, g = fa.
D’ou farp = g9fp = fafp, autrement dit :

vt € R, et(A+B) — tAtB |




3. Nous avons déja vu que fafp était dérivable de dérivé Afafp + faBfB.
De la méme fagon, Afafp + faBfp est a son tour dérivable de dérivée :
(fafB)" = A%fafp +2AfaBfp + faB*fp.

De son coté, la fonction fa, p est deux fois dérivable de dérivée (A + B)2faip.
L’égalité en 0 de ces deux dérivées secondes fournit :

A% +2AB+ B? = (A + B)2
En développant (A + B)? et apres simplification, on obtient AB = BA.
Donc ‘A et B commutent ‘

4. Soit A € M,,(K). Soit € > 0.

AF . Ak
Par convergence de Z R il existe n € N tel que le reste R, Z i satisfait : |R,| < e.
k=n+1
Alors :
Ak
led] < Z 147 + |Rn| (par inégalité triangulaire)
ZnAnk ( S
par sous-multiplicativité de | |)
< el e (car tous les termes de la série el4l sont positifs)

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que :

leA] < eI,

5. Nous voyons A comme une matrice de M,,(C).

Il existe T € M,,(C) une matrice triangulaire d’éléments diagonaux (A1,..., \,) € C" et une
matrice P € GL,(C) telle que A = PTP~!.

Commencons par remarquer que e! est limite de matrices triangulaires supérieures donc est
elle-méme triangulaire supérieure. Ses coefficients diagonaux valent (e ern).

Donc son déterminant vaut :

det (e Hel—exp<2)\>

Or 'égalité A = PTP~! entraine e = PeT P!, donc det(e”) = det(e?).
L’égalité A = PTP~! entraine également tr(7) = tr(A), d’ot :

det(e?) = (M) |




II Formule de trotter - Kato

6. Les calculs suivants utilisent abondamment la croissance de ’exponentielle réelle.
D’une part :

A B
| Xk = lewer]
< He%” ”e%H (par sous-multiplicativité de | |)
1AL 1Bl
< e*® e*®  (dapres la question 4)
[AI+1 Bl
< e T (propriété de 'exponentielle réelle),
d’autre part,
A+B
1Yil = le+|
1A+BI . ,
< e & (d’apres la question 4)
[AI+1BI ., s .
< ek (par inégalité triangulaire).

7. La fonction h étant de classe C? au voisinage de 0, la formule de Taylor Young s’applique :

h(t) o h(0) +th'(0) + gh"(o) + o(t?). (1)

N—_————
O(t2)

Or h(0) =1, — I, = 0.

Drautre part, ' = (fafs — fa+B) = Afafs + faBfp — (A+ B)fais,

donc h/(O) = (AfA(O)fB(O) + fA(O)BfB(O) — (A + B)fA+B(O) =A+B-— (A + B) =0.
Dans (1), prenons t = % avec k — oo et remarquons que h z)= X, - Y.

Il en résulte que :

1
X = Y %OO(?>'

8. Pour tout i € [0, k], posons u; = X,iY,f—i. Alors :

X,l: — Ykk = up — Up
k+1
= Z(uzﬂ — ;) (par télescopage)

=

_ Z(X]i-‘rlykk—i—l — Xiy}k)
i1

= Y (XX Xy
=

= Z XXy —Yy) Yk -t (par double factorisation)

M
D’apres la question 6, il existe K € N et M > 0 tel que pour tout k > K, | X — Yi| < 2

Désormais, soit k > K fixé.



IX§ = Yl

N

N

N

<

k+1

>

=0
k+1

>

1=0

k+1

>

1=0

k+1 :
Z e % (IAI+1Bl) Me%(\\AIHHBH) (
i=0

M

—€

Ainsi, Xf —YF —— 0.
k—o0

Xi( Xy — Y)Yt

Xi Xy — YRV

Xil® 1 X5 = Yl |Vl

k2

B2 AI+IBI)

(par inégalité triangulaire)

(par sous-multiplicativité)

d’apres les questions 6 et 7)

A BNk
Or pour tout k, Xl{f = (ef e?) et Ykk = 218 Nous avons donc démontré que :

A BNk
(e?e?) — 5y eATB
k—oo

III Vers les algebres de Lie

9. On utilise dans les deux sens la question 5.

e Soit M € Ker (tr

).

Alors pour tout t € R, det(etM) = eTM) — o0 — 1 donc M € S0,(R).

Ainsi, Agy,®) D Ker (tr).
e Réciproquement, soit M € Agy, (r)-

Alors pour tout ¢t € R, det(et™) = 1, mais det(e!™) = M) donc tr(tM) = 0.
(On utilise ici le fait que K = R et l'injectivité de I’exponentielle réelle.)

Ceci est vrai en particulier pour ¢ = 1, d’ou 'on tire que tr(M) = 0, donc M € Ker (tr).

Ainsi, Agy, r) C Ker (tr).

Finalement :

10. On utilise dans les deux sens le fait que pour toute matrice M € M, (R),

-ASZ,L(R) = Ker (tr) |.

t

Ceci provient de la continuité de I’application (linéaire) M ~— M.

e Soit M € A,(R).

(&

M tM

=€

Alors pour tout t € R, (etM) etM = tCM)tM — o—tMtM — [ donc tM ¢ On(R).

(On utilise ici pour la premiere fois le fait que —tM et tM commutent, d’ou e

Ainsi, A(’)n(R) D A, (R).

e Réciproquement, soit M € Ap,, (r)-
Alors pour tout t € R, t(etM)etM = I,,, donc et('M) = ¢t(=M)
Dérivons : pour tout ¢ € R, tMet('M) = (—M)et=M),
En ¢t = 0, on obtient : tM = —M, donc M € A,(R).

Ainsi, Ao, ) C An(R).

Finalement :

Ao, ®) = An(R) |

—tM ,tM _

1))



11. e Puisque G est un sous-groupe de GL,(R), G contient I,,.
Alors, pour tout t € R, e = I, € G , donc 0 € Ag.

e Soient M € Ag et A € R. Alors pour tout ¢t € R, ™ € G.
Par changement de variable, pour tout s € R, es* € G.
Donc AM € Ag.
e Soient M, N € Ag. Alors pour tout t € R, ™ € G et !N € G.

sM

Donc pour tout s € Ret k € N*, e cGeteF €G.

sM sN

k
Or G est un groupe, donc pour tout s € R et k € N*, (e ke k ) eG.

Lorsque k tend vers oo, G étant fermé, d’apres la partie 2, S +N) € G pour tout s € R.
Donc M + N € Ag.
Ainsi, | Ag est un sous-espace vectoriel de M,,(R) ‘

12. Soit t € R. Par commodité, notons P = ¢4 € G (car A € Ag).
Pour tout s € R,

esu(t) _ esPBP_1 _ eP(sB)P_1 — PesBp-1

Or PeGete €cGcar Be Ag.

Comme G est un groupe, on en déduit que pour tout s € R, 5% e G.
Donc u(t) € Ag.

Ainsi,

u est & valeurs dans A¢ |-

13. Soient A, B € Ag et u définie comme a la question 12.

La fonction u est dérivable par des arguments proches de ceux évoqués a la question 2.
En outre, v/ (t) = AetABe B 4 ¢tAB(—A)e 4.

Or Ag est un sous-espace vectoriel de M,,(R), donc est de dimension finie donc est fermé.

t —u(t
Donc en tant que limite (puisque u/(t) = lin%) M), u'(t) € Ag pour tout t € R.
s— S
En particulier, pour ¢ = 0, on obtient : AB — BA € Ag.

Ainsi | Ag est stable par le crochet de Lie ‘

14. Soit M € Ag. Donc pour tout ¢t € R, ™ € G.

Considérons v : |—1,1[ — G , dérivable de dérivée 7/ (t) = Me™M.
t — etM

Donc 7(0) = I, et 4/(0) = M, donc M € T;,(G).

15. 1 faut jouer a la devinette ici pour comprendre ce que le concepteur du sujet avait en téte.
Le cours en principe nous permet de dériver t — det(I, + tM) comme la composée de de
Uapplication det qui est n-linéaire et les n applications affines t — E; + tM; a valeurs dans
M, 1(R). On obtient :

n
Sh(t) = det(Ey + tMy|-- - |My| ... |En + tMy)
=1

On en déduit que 0),(0) = Zdet(Eﬂ | M| E) = tr(M).
1=1

Au lieu de cela, nous allons suivre les indications.

Soit P € GL,(C) tel que M = PTP~! avec T triangulaire supérieure.
Notons Ay, ..., A, les coeficients diagonaux de T'. Alors :



n n
det (I, + tM) = det(I, +tT) = ‘1_[1(1 +Ait) = 1+ (2; Ai) t 4 of(t),
1= 1=
ou 'on a développé un polyndome et gardé uniquement le terme constant le terme en ¢, les autres

« entrant » dans le o(t).
n

Puisque 1 = det(l,,) = dpr(0), et Z Ai = tr(T) = tr(M), on obtient :
i=1

O (t) = 0ar(0) + tr(M)t + o(t),
donc | 0ps est dérivable en 0 et 0),(0) = tr(M) |

16. La encore, le chemin le plus rapide est sans doute de calculer les dérivées partielles premiéres
du déterminant (on obtient immédiatement les cofacteurs).
On en déduit que pour tous A, H € M, (R), ddet(A) - H = tr(‘com(A)H).

Mais bien entendu, la question attendue consiste d utiliser la question 15.

Soit M € M,,(R).

Dérivons l'application dp; comme la composée oy = detoy avec vy : R — M, (R) .
t — I,+tM

On obtient d’apres la question 15,

tr(M) = (6p)'(0) = ddet(y(0)) - 7/(0) = ddet(I,,) - M.
Ceci étant vrai pour tout matrice M, on en déduit que :
‘ddet([n) = tr ‘

17. e Soit M € T1,(S0n(R)).
Alors il existe v :] — ¢, e[— S¢,(R) dérivable tel que v(0) = I, et v'(0) = M.

Or det oy est constant sur 1 par définition de S¢,(R).

Donc en dérivant, on obtient : ddet(y(0)) - 9/(0) = 0, autrement dit d det(I,,) - M = 0.
D’apres la question 16, il vient donc : tr(M) = 0.

Ainsi, M € Ker (tr) = Agy, ) d’aprés la question 9.
Donc 71, (Sn(R)) C Asy, (wr)-

Avec la question 14, il vient que | 77, (S, (R)) = Ase, m) |

o Soit M € T, (On(R)).
Alors il existe vy :] — ¢, e[— O, (R) dérivable tel que v(0) = I, et v/(0) = M.
Notons f : M,(R) — M,(R) . Cette application peut se décomposer en : f = bo a avec
A — tAA
a: A (A, A) linéaire et b : (A, B) — 'AB bilinéaire.
On en déduit que f est différentiable comme composée d’applications différentiables et :
VA, H € M,(R), df(A)- H = db(a(A)) oda(A)- H=db(A,A)- (H,H) ='HA+'AH.
En particulier,
VH € M,(R), df(I,) - H ='H + H.
Or f o~ est constant sur I,, par définition de O, (R).
Donc en dérivant, on obtient : df(v(0)) - 7/(0) = 0, autrement dit df(1,,) - M = 0.
D’apres ce que 'on vient de voir, on obtient donc : tM + M = 0.
Ainsi, M € A, (R) = Ap, ) d’apres la question 10.
Donc T, (On(R)) C Ao, (r)-
Avec la question 14, il vient que | 77, (On(R)) = Ao, (w) |




IV Comportement asymptotique

18. Le polynome caractéristique x4 vaut (X — a)(X — 3)%.

Celui-ci annule A d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton.

De plus, a # 3, donc (X — a) A (X — 8)? = 1. Appliquons le lemme des noyaux :
Ker (A — al3) @ Ker ((A — BI3)?) = M31(R).

Puisque « est valeur propre simple, dim(Ker (A — al3)) = 1.

Soit u engendrant Ker (A — al3). Ainsi, Au = au.

Soit v € Ker (A — I3) \ {0} (puisque S est valeur propre). Ainsi, Av = fv.

D’apres la somme directe ci-dessus, dim(Ker ((B — al3)?)) = 2.

On complete (v) en une base (v, w) de Ker ((B — al3)?).

Il existe alors a,b € C tels que Aw = av + bw.

a 0 0
Notons P = (u|v|w) € GL3(C). Alors P~!AP=|( 0 § a>.
0 0 b

a 0 0
Ainsi, | A est semblable & une matrice T de la forme T=| 0 (8 a
0 0 g
a 0 0
Alors, par récurrence immédiate, pour tout n € N*, T = | 0 A" anf™ !
0 0 g"
g 1ee s B anp N\ (B a Bt a(n41)p"
L’hérédité repose sur le calcul < 0 an o 3/~ o ( an +1) .
Puis, pour tout t e R :
> 0
2 (tT)™ = o) 00 e 0 0
n n—1
etT — [3 + Z ( ) _ 0 Z (tgl) at Z n(tﬁn)' _ 0 etﬁ atetﬁ
X @) €
0 0 nE::O -

Alors, A —— 0 si et seulement si e!7 —— 0 si et seulement si e — 0 et e — 0.
t—o0 t—o0 t—o0 t—o0

Or pour tout z € C, e** o Osiet seulement si Re(z) < 0.
— 00

Donc | et4 == 0 si et seulement si Re(a) < 0 et Re(5) < 0.
—00

19. Soit A € Sp(A) tel que pour tout p € Sp(A), Re(u) < Re(N).
Soit V' un vecteur propre associé a A. Alors pour tous n € N* et t € R,
n k n 4k Ak n akyk n k
(Z (t;ll) )V: t élv Nt Z'V (Z (t];\') )V'
k=0 " k=0 ) k=0 ’ )
Par continuité de M € M,,(C) — MV d’une part et z € C — zV d’autre part,
on en déduit par passage a la limite : fa(t)V = etV = AV,
Or par hypothese, f4(t) == 0, donc fa(t)V == 0 par continuité de M € M, (C) — MV,

donc AV —— 0, d’ott e —— 0 (car V # 0), et donc Re(\) < 0.
t—00 t—o00

Ainsi, |Re(a) < 0|




20. Partons de la décomposition x4 = H (X — )™
AESP(A)
Puisque les polynémes (X — \)™* sont premiers deux a deux lorsque A parcourt Sp(A),
d’apres lemme des noyaux :
Ker (xa(A)) = @ Ker ((4A—A,)™).
AESp(A)
Or d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, x 4 est annulateur de A, donc Ker (y4(A4)) = C™.
Ainsi,

Ker (xa(A))= @ I}
AeSp(A)

21. e Le sous-espace F) est u-stable en tant que noyau d’un polynoéme en u.
Considérons uy 'endomorphisme induit sur F).
Par définition de Fy, uy est annulé par le polynéme (X — A)"*, donc Sp(uy) = {A}.
Alors 'endomorphisme ny = uy — Aidp, est de spectre {0} donc est nilpotent.
e Pour tout A € Sp(u), soit By une base de F C C".
Notons B= |J B) qui forme une base de C".
AESD(u)
FEcrivons dans une matrice P en colonne les n vecteurs de |J Bj.
AESP(u
Ceci permet la réduction sous forme de matrice diagonale parpl()li)cs de A :
P7'AP Matg(u)
= diag (Matp, (ux) ; A € Sp(u))
= diag ()qm ;A E Sp(u)) + diag (Matg, (ny) ; A € Sp(u)).

D N
La matrice D est diagonale et la matrice N, diagonale par blocs nilpotents, est elle-méme nil-

potente.

De plus, les deux matrices D et N sont diagonales par blocs et les blocs correspondants com-
mutent (puisque ceux de D sont des homothéties). Donc DN = ND.

Enfin, comme on I’a vu, le spectre de D est le méme que celui de A, les valeurs propres ayant
méme multiplicité, donc xp = xa.

‘On a donc bien trouvé des matrices (P, D, N) vérifiant les conditions demandées |

22. Soit (i,5) € [1, n]?. Alors :
vij(t) = 'EeE;
= 'E;pPleMPPTIE;
_ tEl,PetP*IAPP—lEj
= 'EPe!P+N) p-lp;
= 'E;Pe!PeN P~1E;(car N et D commutent)

n—1 Nk
Mais etV = Z tF—— car N est nilpotente.

= k!
Posons p=n — 1.
Donc les coefficients de N sont des polynoémes en ¢ de degré au plus p, donc sont en O(tP).
Les coefficients de e'? sont nuls ou sont des e* avec A € Sp(A), donc sont en O(e).
Donc, par définition du produit matriciel, les coefficients de e*”e!™ sont en O(tPe).

De méme, le produit par les matrices constantes 'E; P et P*IEJ» n’y change rien.
Ainsi, | v;(t) = O(tPe™) |.




23. Supposons que o < 0. D’apreés la question 22, pour tout (,7) € [[1, n]?, vi;(t) = O(tPe?).
Donc, par croissance comparée, v;;(t) == 0.
— 00

Donc 122]12(” vi; (t)] m 0, donc | fa(t)]co m 0.

Donc par équivalence des normes, |fa(t)|g == 0.
o

Ainsi, la réciproque de la question 19 a lieu : |si a < 0, alors f4(¢) t"i) 0
— 00

24. On réutilise les mémes calculs que ceux menés da la question 22.

Soit X € C". Posons Y = P71 X.

Alors pour tout t € R, 41X = PP 1 APY = PetPT'APY — petDHiNY — petDetNy
Notons C,[t], 'espace des fonctions polynomiales en ¢ de degré au plus p.

Les coefficients de ¢ — e/VY sont dans C,[t].

Or les coefficients de ¢ + e'P sont dans Vect(t — e ; X € Sp(A)).

Donc les coefficients de e!PeVY sont dans

E = Vect(t — Q(t)e ; X € Sp(A), Q € C,[t)).
Donc les coefficients de Pet4 X puis ceux de !4 X sont dans &.
Or le seul élément de £ qui soit de limite nulle est la fonction nulle.
Nous avons donc montré que :

X —— 0 < VteR, X =0.

t—00

Or évidemment, (V¢ € R, e X =0) <= X =0 (dans le sens direct, il suffit d’évaluer en 0).
Donc |4 X —— 0 <= X =0|
t—ro0

25. Les polyndémes Ps, P; et P, ayant des ensembles de racines deux a deux d’intersection vide,

ils sont deux a deux premiers entre eux.

Or x4 = PsP;P,, donc par le lemme des noyaux, sachant que y4(A) =0, il vient :
|E=E,©E ®E,|

Or FE; est u-stable comme noyau d’un polynoéme en u. Soit us ’endomorphisme induit.

Le polynome Ps 'annule, donc Sp(us) C {\ € Sp(A4) ; Re(\) < 0}.

Alors, d’apres la question 23, pour tout X € E,, e X —— 0.

t—00
De méme, E;® E,, est stable par u et I’endomorphisme induit vérifie les hypotheses de la question
24, donc le seul vecteur X de F; @ E,, tel que etA X t—> 0 est le vecteur nul.
—00

Soit maintenant X € F et X, et X;, ses composantes selon la décomposition £ = E;@ (E; G Ey,).
Alors et4X = !4 X, + !4 X,,,.
Si ef4X —— 0, par différence, !4 X;, —— 0, donc X;,, = 0.
t—o0 t—o00
Réciproquement, si X;, = 0, alors et X = et4 X, e 0.

Nous avons donc montré que :

Es={X€E; X — 0}]
t—o0

26. e Soit X,, € E,. Posons p=n — 1.
Les composantes de ¢ — e!4 X, appartiennent & Vect(t — Q(t)e" ; Re(\) =0, Q € C,[t]).

P P
SiQ= Z a X, alors pour tout ¢ € R, en posant C = Z lak],
k=0 k=0

p p
> aptt| < <Z !ad) (14 [t))P < C1+|t])P.
k=0 k=0

9



De plus, les fonctions de Vect(t — e'* ; Re()\) = 0) sont bornées sur R.

Or les composantes de ¢ — e/ X,, appartiennent & Vect(t — Q(t)e! ; Re(\) =0, Q € C,[t]).
Donc les composantes de ¢ — e/4X,, sont bornées par une fonction du type t — C(1 + [¢|)?.
Donc :

E,C{X€E|3ICeR: FJpeN VteR |eX|p <CA+|tP)}|

e Soit X € C". Soit (Xs, X;, X,,) € Es x E; X Ep, tel que X = X5+ X; + X,,.

— Les composantes de t — ¢4 X, tendent vers 0 en 400,
donc elles sont dominées par une constante sur R..

— Les composantes de t — e'4 X; appartiennent & Vect(t — Q(t)e'* ; Re(\) > 0, Q € C,[t]),
donc a moins d’étres nulles, elles ont une croissance au voisinage de +oco strictement plus
rapide que polynomiale.

— Les composantes de t — ¢4 X, sont bornées par une fonction du type ¢t — C(1 + |t|)P
sur R.

Donc si t — e/4 X est bornée par une fonction du type t — D(1 + [¢)? sur R, la composante
t — et4X; doit étre nulle (il ne peut pas y avoir de compensation entre t — et X; et t —
A X, +etiX, pour deux raisons, chacune suffisante : la croissance de t +— e X, + e X, est
trop faible et cette fonction est & valeur dans E,, @ Ej).

Donc X; = 0.

De méme, si t — e4X est bornée par une fonction du type ¢t — D(1 + [t|)? sur R_, alors
t — et4 X, est nulle, donc X, = 0.

Ainsi, X = X,,. Nous avons montré que :

E,O{X€E| 3CeR: FJpeN VteR |eX|p<CA+|tP)}]|

Impressions générales :

— La difficulté est trés homogéne. Aucune question n’est trés facile ni trés difficile.

— Toutes les questions sont classiques et beaucoup étaient déja apparues durant les derniéres
années 2017 — 2021 auzx orauzr des Mines.

— L’accent est mis sur les chapitres : Espaces vectoriels normés, Fonctions vectorielles
(dérivation), Réduction (surtout dans la partie 4).

— Le probléme est tres long, surtout si l’on justifie tout. Par ailleurs, les arguments sont un
peu répétitifs, durant les derniéres questions.

— Ce sujet constitue probablement un excellent sujet de révision sur les espaces vectoriels
normés et les résultats classiques sur l’exponentielle de matrices.
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