CONCOURS COMMUN MIMES,PONTS 1078
OPTIONS M ET P’ - lERE EPREUVE DE MATHEMATIOUES

(DUREE : 4 HEURES)

L'énoncé de cette épreuve, commune aux candidats des options M et P', comporte 3 pages.

11 est demandé expressément aux candidats de donner des démonstrations précises et ri-
goureuses. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en considération par le correcteur.

I

I-1) soit @ un anneau unitaire, 1¢q 1'unité de @ .
Montrer que 1l'ensemble ‘U,@ formé par les éléments inversibles de (A est une partie stable pour
la multiplication définie sur @ et que la multiplication induite confére i {u.a une structure

de groupe.

I-Z) Soit CfL] un sous anneau de (@ comprenant Ia . Montrer que @Ll est unitaire et que
i'on a Cu lu N a
@, ¢ Ya 1

l-3) Montrer queZ [x] et Q[x] sont des sous anneaux unitaires de 1'anneaurR[x]des poly-

ndmes 3 une indéterminde construit sur [} . Déterminer

NZ =] e U NQ (x]

clLZ [<]’ MQ[X]’ ‘U'fR [x<] R =]

- o -

11

K désigne un corps commutatif. Sa caractéristique n'est pas 2. Son unité est notée 1. On
pourra noter 2 1'é@lément 1 + I,
a, b, c désignent 3 éléments donnés de K, non tous nuls. On pourra poser a?+ b+ c?= @

N5 (3,K) désigne 1l'ensemble des matrices carrées d'ordre 3, 3 €léments dans K.

100 -c? be_ -ac
E désigne la matrice| O | O] ; P désigne la matrice| be -b? sb
001 -ac ab =-a?

II—I) Soit n un naturel, Calculer la puissance n°™ de 1a matrice P. Indiquer si la matrice

P est réguliére.

H-Z) On désigne par [E, P] l'ensemble des matrices qui sont combinaisons linéaires de E

stde Pl [ep] - (M€ Me0| 30, meE R, M=+ up)
On sait que [E,P] est un sous espace vectoriel du K, espace vectoriel construit sur }((3,K). Quelle

est la dimension de ce sous espace vectoriel ?
Montrer que [E,P] est un sous anneau unitaire de 1l'anneau ()1’(,(3,!(), + ,><) .

L'anneau (LTZ,P], +, x) est~il commutatif ?

cu{[E,P] et QLMO,K) n [E,P]

II-A) Déterminer les valeurs propres et les sous espaces propres de la matrice \E + pP

[1- 3) Déterminer :

On supposera a? + b2+ c2¢ 09, on pourra supposer que K = C.

0 a b . ' .
II-S) Soit T la matrice |-a O cJ . On désigne par [E,P,TJ 1'ensemble des matrices qui
-b ¢ 0O
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sont combinaisons linéaires de E, P et T. Déterminer dim [E,P,T]

Montrer que [E,P,'I] est un sous anneau commutatif unitaire de ()1‘{7(3,1(), + x)

QIERRI

Déterminer u et (u,
(E,P,T] H5(3,%)
”‘—b) On suppose que l'on a : ()\ - u (a% + b? + ¢? )) (A2 + a2 + b2 + ¢2 );&O . Montrer

que les matrices (AE + uP + T) (AE + up - T) ' et (AE + yP - T) (AE + yP + T)“I sont orthogo-

nales droites.

Indiquer les valeurs des Eéléments de ces matrices

ade
11-7) soit S=|881¢ une matrice symétrique appartenant i }((3,K)

€EdY
Montrer que, pour que l'on ait ST = TS, il faut et il suffit que (a,B,Y,8,e,4) soit solution du

systéme :

ad + be = 0
aé ~cHp =0
be + ¢c$p =0
- aa + af +ce+bh=0
ba - by + c§ -ap =0
cB-cy+bd +ac - =0
Résoudre ce systéme et en déduire la forme générale des matrices §
(On pourra distinguer 4 cas : a# 0 et b 0O
a#0 et b=0
a=0 et b#0
a=0 et b=20)
0 0 0 a b O
. 0 0 0 a 0-c
[]-8) Déterminer le rang de la matrice I définie par L =0 0 0 0 b ¢
' -a a 0 0 ¢ b
b 0-b ¢ 0 -a
0 c-c b a O
0O A B
II 9) soit @ = |-A 0 C| une matrice antisymétrique appartenant a X5 (3,K)
-B-C O

Déterminer A, B, C pour que l'on ait @ T=T @

En déduire la forme générale des matrices M appartenant i J%(3,K) qui commutent avec T.

111

é désigne un espace vectoriel euclidien.

Le produit scalaire de 2 vecteurs X et Y de 6 est noté X.Y

I11-1) Soit f et g deux applications de & dans & . on suppose que l'on a :
v(X,)€ &%, FX).Y = Xg(V)
Montrer que f et g sont des endomorphismes de é .

[1]-2) Soit f un endomorphisme de é Montrer que l'ensemble A(f) des endomorphismes g de

é vérifiant : ¥(X,Y) € f,z . F(X).Y = X.g(Y) a au plus un élément. Déterminer A(Id) et A(0), 1d

et O désignant respectivement les endomorphismes de & définis par :
1d(X) = X 0(X) =0

.../ol'



M 53
3=

[1]-3) Lorsque A(f) n'est pas vide, on désigne par f'* son unique &élément. Montrer qu'alors
A(f*) n'est pas vide et déterminer f**.
Soit f et g deux endomorphismes de Eo, a et b des réels. Montrer que si A(f) et A(g) sont =ous

deux non vides, A(af + bg) et A(g o f) sont non vides et déterminer (af + bg)* et (g o f)*

[1]-4) Soit f un endomorphisme de &. on suppose A(f) non vide.
a) montrer que si f est surjectif, f'*est injectif
b) on suppose que f est bijectif et que A(f-!) n'est pas vide. Montrer que _f‘*est
bijectif.

II]-5) On désigne par G. 1'ensemble des endomorphismes f de & pour lesquels A(f) est non
vide , par 1'ensemble des éléments f de @ vérifiant f*= f , enfin par {6 1'ensemble des
éléments f de @, vérifiant f*= -f

a) montrer que @—, d , (6 sont des sous espaces vectcriels de 1l'espace vectoriel

construit sur l'ensemble End édes.endomorphismes de é et que (@ est somme directe de»J et

%. f &tant un élément de (., on désigne désormais par s(f) l'unique &lément de et par t(f)
1'unique &lément de ré “vérifiant f = s(f) + t(f)
b) soit 0 un élément de , T un élément de (-6 . Montrer que pour qu'un élément f

de @. commute avec 0 (ou avec T ) il faut et il suffit que s(f) et t(f) commutent avec ¢ (ou
avec T )

¢) montrer que (@, » + , ©) est un anneau unitaire. En est-il de méme de

(‘Ja +,o)etde(‘—6, + ,0)?

[I]-6) On désigne par 6 l'ensemble des éléments f de @ vérifiant s(MNot(f) = t(Nos(f)
Soieat X et Y deux vecteurs de é ,f un élément de B. calculer
8(f) (X)e t(f) (Y) + t(f) (X) &« s(H (V)
FX) o £ = £%0 o £5N

1”-7) Soit f un élément de CQ_, Montrer que 1'on a
fE‘@ <:.> fof*=f*°f

[I]-8) Soit f un élément de % . Montrer que si 1'un des endomorphismes s(f) ou t(J) est
injectif, il en est de méme de f et de f'#

[]1-9) Soit f un automorphisme de é appartenant a3 Y5. On désigne par g 1'endomorphisme
f*o f’l . X et Y désignant deux vecteurs deé , calculer g (X) eg(Y) — X o .Y

[I]-10) Soit f un automorphisme de é appartenant 3 ﬁ .

On suppose que é est de dimension finie
On désigne par (Uy, Uz , ..., Un) une base orthonormée de é
On pose Ai = f(Ui) pour chaque ie{l, 2, c.ey n}

I\i‘t = f*(Ui)pour chaque ie{l, 2, coe, n}
On désigne par S la matrice de s(f) et par T la matrice de t(f) lorsqu'on rapporteé 3 la base
Uy, Uz y eeey U
Déterminer les matrices de 3(f) et de t(f) lorsqu'on rapporte & i la base (A;, A,, ..., An)
(ou 3 la base (A‘; . A"; y seny A*n))

: . . A » \
Déterminer la matrice de f lorsqu'on rapporte é 3 la base (A, , A, , ..o, An)




