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OPTIONS M ET P' - 1ERE (PREUVE DE M A T H ~ M A T I O U E S  

(DUREE : 4 HEURES) 

L'énoncé de cette épreuve, commune aux candidats des options M et P', comporte 3 pages. 

11 est demandé expressément aux candidats de .donner des démonstrations précises et ri- 
goureuses. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en considération par le correcteur. 

la multiplication 

de groupe. 

1.2) Soit 

al 
l'on a : 

r 
1 - 1 )  Soit 6 un anneau unitaire, 1 b  l'unité de @,. 

Montrer que l'ensemble?f,b formé par les 616ments inversibles de est une partie stable pour 

définie sur et que la multiplication induite confère à une structure 

6, un sous anneau de (iL comprenant lh . Montrer que h1 est unitaire et que 
c %,nad 1 

1-31 Montrer que [x] et 9 [ x ]  sont des sous anneaux unitaires de 1'anneaufR [x]des PoiY- 

ndmes a une indéterminée construit s u r m  . DGterminer 

I I  
K désigne un corps colmutatif. Sa caractéristique n'est pas 2. Son unit6 est notée 1. On 

pourra noter 2 l'élément 1 + 1 .  

a, b, c désignent 3 éléments donnés de K ,  non tous nuls. On pourra poser a'+ b2+ c2= a 
Yb(3 ,K)  désigne l'ensemble des matrices carrées d'ordre 3, à Elémcnts dans K. 

E désigne la matrice O 1 O ; P désigne la matrice [ bc 2' iïb] 
-c2 bc -ac 

-aC -a2 

ème 

[ a :  P] 
I I - I )  Soit n un naturel. Calculer la puissance n de la matrice P. Indiquer si la matrice 

P est régulière, 

11-2) On désigne par CE, P] l'ensemble des matrices qui sont combinaisons linéaires de E 

} et de : [E,P] = 

On sait que [E,g est 'un sous espace vectoriel du K, espace vectoriel construit sur X(3,K). Quelle 

est la dimension de ce sous espace vectoriel ? 

X(S,K)( 3 ( h , p ) C  K 2 ,  M = hE + p P  

Montrer que [E,P] est un sous anneau unitaire de l'anneau O f & ( 3 , K ) ,  + P). 

L'anneau   PI, + , est-il commutatif ? 9 
11-31 Déterminer : 1 et u n rE,Pi 

CE * PI W(3.K) 
11-41 Déterminer les valeurs propres et les sous espaces propres de la matrice 

c2 # 3, on pourra supposer que K = 6 .  
\E + pP 

On supposera a* + b2 + 

i l - 5 )  Soit T la matrice . On désigne par [E,P,T] l'ensemble des matrices qui 

. ../. . . 
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sont combinaisons linéaires de E, P et T.  Déterminer dim [E,P,T] 

Montrer que [E ,F ,g  est un sous anneau commutatif unitaire de ( % ( 3 , K ) ,  + , x )  

11-61 On suppose que l'on a : (A - p (a2 + b2 + c2 )) ( A 2  + a2 + b2 + c2 ) # O  . Montrer 
sont orthogo- - 1  que les matrices (XE + UP + TI (XE + UP - T) et (XE + U P  - T) (XE + pP + T)" 

nales droites. 

Indiquer les valeurs des éléments de ces matrices 

11-71 Soit s = une matrice symétrique appartenant 5 n ( 3 , K )  

Montrer que, pour que l'on ait ST - TS, il faut et il suffit que (a,B,y,&,E,@) soit solution du 
système : 

a6 + bc = O  
a6 - c q = o  

bE + c@ = O 
+ CE + b@ = O 

ba  - by + cb - a @ = O  
- aa + aB 

c B - c y + b b + a E  - - 0  

a # O  et b = O  
a = O  et b # O  
a = O  et b = O )  

Résoudre ce système et en déduire la forme générale des matrices S 
(On pourra distinguer 4 cas : a # O et b Pr O 

i 
O O O a b O  

11-8) Déterminer le ranz de la matrice C définie par C = 

b O - b  c O - a  
O c - c  b a O 

I I  9) Soit @ = une matrice antisymétrique appartenant à n ( 3 , K )  

Déterminer A, B, C pour que l'on ait @ T = T 0 
En déduire la forme générale des matrices M appartenant à %(3,K) qui commutent avec T. 

I I I  

& désigne un espace vectoriel euclidien. 
Le produit scalaire de 2 vecteurs X et Y de 6 est noté X.Y 

111 - 1 )  Soit f et g deux applications de 6 dans 6 . On suppose que l'on a : 

V ( X , Y >  E &' , f!X) .y = X.g(Y) 

Montrer' que f et g sont des endomorphismes de 6 . 
I I I - 2 )  Soit f un endomorphisme de 6 .  Montrer que l'ensemble A ( f )  des endomorphismes g de 

6 vcrifiant : V(X,Y) ( G2 , 
et O désignant respectivement les endomorphismes de & definis par : 

f(X).Y = X.g(Y) a au plus un élément. Déterminer A ( 1 d )  et A ( O ) ,  T.d 

Id(X) = x O(X) = O 
. . . / . . O  
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-3- * 111-3) Lorsque A(f) n'est pas vide, on. dssigne par f son unique 61ément. Montrer qu'alors 

3K +* A(f  ) n'est pas vide et dcterminer f . 
Soit f et g deux endomorphismes de &,  a et b 
deux non vides, A ( a f  + bg) et A ( g  O f) sont non vides et déterminer (af + bg)* et (g 0 f)* 

des réels. Elontrer que si A(f) et A ( g )  sont zous 

111-4) Soit f un endomorphisme de 6 .  On suppose A(f )  non vide. * a) montrer que si f est surjectif, f 
b) on suppose que f est bijectif et que A(f- '  ) n'est pas vide. Montrer que f 

est injectif 
t est 

bijectif. 

111-5) On désigne par & l'ensemble des endomorphismes f de 6 pour lesquels A ( f )  est non 
vide , par 98 l'ensemble des ëléments f de 
éléments f de 

vérifiant f*= f , enfin par l'ensemble des 
vérifiant f*= -f 

a) montrer que 6, R! , % sont des sous espaces vectcriels de l'espace vectoriel 
construit sur l'ensemble End 

l'unique élément de % .  vérifiant 

de (% commute avec u (ou avec T ) il faut et il suffit que s(fj 
avec ) 

(4, + , 6 )  et de ( 5 ,  + , 0 )  ? 

E d e s  endomorphismes de 6 et que &est somme directe de$ et 
Ge f étant un élément de 6, on désigne désormais par s ( f )  l'unique élémen: d e A  et par t(f) 

un élément de % . Montrer que pour qu'un élément f 
f = ~ ( f )  + t ( f )  

b) soit u un élément de d ,  T 
et t(f) comutent avec u (ou 

c) montrer que ( 6, + , 13) est un anneau unitaire. En est-il de même de 

111-6) On désigne par 
Soieat X et Y deux vecteurs de & , f 

l'ensemble des GlPments f de & vérifiant s(f)ot(f) = t ( f )os( f )  
un élénient de 6.  Calculer 

s(f) (XI* tcf) ( Y )  + t(f) (X) s(f) (Y) 
f ( X )  f ( Y )  - f Y X )  . f'*CY> 

111-7) Soit f un élément de &. Yontrer que l'on a 
f € %  <=> f o f ' = f % f  

111-8) Soit f un Blément de . Montrer que si l'un des endomorphismes s(f) ou ttf) est 
4t injectif, il en est de même de f et de f . 

111-9) Soit f un automorphisme de & appartenant 1 6.  On désigne par g l'endomorphisme 
f% f" . X et Y désignant deux vecteurs de & , calculer 9 (X) O g ( Y )  - X Y 

III-lO) Soit f un automorphisme de & appartenant 2 c. 
I )  

On suppose que 6 est de dimension finie 

- f(U.1 pour chaque i e b ,  2, ..., n} 
* = f (Ui)pour chaque i e t ,  2 ,  . . . , n] 

On désigne par (Ul, Uz , ..., Un) une base orthonormée de & 
On pose A 

On désigne par S la matrice de s(f) et par T la matrice de t(f) larsqu'on rapporte-& à la base 

DéCerainer les matrices de .(fi et de t(f) lorsqu'on rapporte 5 2 la base (Al, A,, ..., An) 
(ou 21 l a  base (A)(: , A? , ..., A*n)) 

* *  * 
Déterminer la matrice de f lorsqu'on rapporte & à la base (Al , A, , ..., An) 

i * z  

Ai 

(Ul s u 2  , ..*, Un) 


