Corrigé de I’épreuve Mathématiques, X/ENS 2022, filiére PSI.

Laurent Bonavero - Lycée Champollion (Grenoble)

Avertissements : ceci n'est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui ne sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Préambule extrait de ce que j’ai écrit dans la fiche de contréle pour I’UPS - ce préambule
n’engage que moi.

1l s’agit d’une épreuve totalement inadaptée a la filiere PSI.

Contrairement a ce que semble penser le concepteur du sujet, le théoréme de Bolzano Weierstrass n’est pas
au programme de la filiere et il ne s’agit donc pas d’un rappel comme indiqué dans le préambule du sujet.
Sachant que ce théoréeme est utilisé de fagon cruciale dans les questions (5), (8), (18) et (23), ce « rappel
» est trés discutable. Une fois de plus, une fois de trop, ceci encourage les enseignants a traiter des pans
entiers hors-programme alors que le programme est déja trés chargé. Comment espérer qu’un candidat
maitrise les techniques d’extraction de sous-suites s’il découvre Bolzano-Weierstrass le jour du concours ?
De méme, la convexité géométrique au programme de PSI se résume a la définition et au fait que les
boules sont convezxes. Il est totalement déraisonnable de faire commencer le sujet, en une seule question
sans indication, par la démonstration du théoréme de projection sur les convexes fermés...puis d’enchainer
avec Hahn-Banach géométrique et la séparation des convezes disjoints (questions (6) et (7)), Uexistence
d’hyperplan d’appui (question (8)), les enveloppes convexes et Uextrémalité (partie II) et la dualité convexe
(début de la partie III) : autrement dit, 18 questions sur 26 portent sur une notion qui est & peine effleurée
dans le programme de cette filiere, certaines utilisant de fagon cruciale un théoréme hors-programme.

Je ne vois aucune qualité a ce sujet en tant qu’épreuve de concours de la filiere PSI : bien trop long, bien trop
difficile (j’ai dénombré au moins 9 questions totalement infaisables par immense majorité des candidats),
a l’extréme frontiére du programme et a des années-lumiéres de ’esprit de la filiere PSI. C’est bien dommage
car ce sont de belles mathématiques qui auraient du donner lieu a un sujet beaucoup plus raisonnable s’il
avait été congu avec un minimum de discernement. Venant aprés l'épreuve Maths I des Mines elle aussi
complétement délirante et I’épreuve Maths II des Mines trés discutable sur le plan mathématique, on peut
dire que la filiere PSI est trés malmenée en mathématique en ce début de session 2022 ! On voudrait que
les étudiants de cette filiere consacrent toute leur énergie sur la physique et les SI que ’on ne s’y prendrait
pas autrement !

1l faudrait & force que cette seule éprewve de Mathématiques X/ENS filiere PSI soit congue en tenant
compte de esprit du programme officiel et du profil des étudiants de cette filiere ! Ne pas oublier que
nombre d’entre euzr viennent de PCSI en premiére année !!

Partie I : Projection et séparation

1. Soient yo € C fixé et 7 = ||z — yo||. Notons B(z,r) la boule fermée de centre x et de rayon r. On
a d’une part

inf ||z —y||? = inf z — yl?.
-yl = it ey

D’autre, K = C N B(z,) est une partie fermée, bornée et non vide de R? et la fonction
y s llz —yl?

et continue sur K. D’aprés le théoréme des bornes atteintes, cette fonction est minorée et atteint
sa borne inférieure m. Il donc y € K C C tel que

VzeCom =z —y|* < Jlo — 2]*

Montrons 'unicité d'un tel y. Soient y;,y2 € C vérifiant m = ||z — y1||*> = ||z — y2/>. Comme
Y1+ Y2
=2 e(C,ona
2
Y1ty ? 1
m < H»’U— 5 :||$—y1||2+(x—y1)~(y1—y2)+1|\y1—y2||2




et donc )
0<(z—w1) (11 —y2)+ 1”?/1 — .

En échangeant les roles de y; et yo, il vient
1
0 < (= y2) - (2 = 1) + gllvn — v]”
En sommant ces deux inégalités, on en déduit que

3
1> = —Z||Z/1 — 2.

On en déduit que [Jy; — y2||* < 0 et donc que .

L’unicité montre de suite I’équivalence

9 1
0< —llyr —w2ll* + ZH‘UI — Y2

x = projo(z) & x € C.

. Supposons y = proj-(z). On a de suite . De plus,

VzeCy+t(z—y) €Cet |z —y—tlz—y)* > [lz —y]*

Cette inégalité s’écrit
—2t(z —y) - (z —y) + ]z —y[* > 0.
En divisant par 2¢ > 0 puis en faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit
[(z—y) (-9) <0}

Supposons y € C et (z —y) - (z —y) < 0 pour tout z € C. Afin de montrer que y = projo(z), il
suffit de montrer que

Vz e C,llz - z)* > |z — yI*.
Or,
lz = 2[* = llz = ylI* +2(z —y) - (y = 2) + ly — 2> = [l = y|* + 0+ 0 = [|lz — y||*.
. En appliquant ce qui précéde & © = x1, y = projo(z1) et z = proj-(z2), il vient
(21 — projg(21)) - (projo(x2) — projo(z1)) < 0.
En échangeant les roles des indices,
(z2 — projo(x2)) - (projo(z1) — projo(w2)) < 0.
En sommant ces deux inégalités, il vient
(projo(z1) — #1 + 22 — proju(z2)) - (projo(z1) — projo(z2)) < 0
soit encore
(projg (1) — projo(x2)) - (proje (1) — projo(w2)) — (21 — x2) - (proje (1) — proje(x2)) <0

et enfin

|Iproje(a1) = proje(@s)||* < (a1 — 22) - (projo(w1) — proje(a2) |

A Taide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que
[proje(z1) — proje(a2)[|* < [lzy — 2|l x [[proje(z1) — proje (x2)|-
Si projo(x1) # projo(x2), on en déduit que
[proje(x1) — projo(z2)|| < |21 — z2].

Cette inégalité étant encore vraie si proj-(21) = projo(x2), on en déduit finalement que pour tout
1,3 € RY,
[projc(z1) — projo(z2)| < 21 — z2f|.

La fonction proj. est donc 1-lipschitzienne et donc ‘ continue sur R? ‘




4. (i) Pour C =R%, on a
V(x1,...,24) € RY projo(z1,...,xq) = (max(z1,0),...,max(z4,0)) |
(ii) Pour C = {y e R?| ||y < 1}, on a
d . _Jaxsizel
Vo € R projo(z) = { /2| siz ¢ C
(iii) Pour C = {y e R4 | Y% 4 <1}, ona
zsix el
Vo € RY, projo(z) = 1+ .
7 c(@) mfw(l,...,l)six¢0
n
(iv) Pour C = [-1,1]%, on a
—1lsiz; < -1
V(z1,...,24) € RY proje(za,. .., xq) = (y1,-..,ya) avec Vi € [1,d], y; = { ;i si |z <1
lsiz; >1
Commentaire : dans la mesure ot [’énoncé ne donne pas ces formules, je pense que leur simple
expression suffit au correcteur et qu’il est inutile de passer trop de temps a les justifier plus ou
moins laborieusement. Un dessin pour d = 2 est bien sir une bonne idée afin d’accompagner ces
exTpPressions.
5. Comme D et C sont convexes, pour tout dy — ¢1,dy — ¢ca € D — C, pour tout ¢ € [0, 1], on a

t(dl — Cl) + (1 — t)(dg — 02) = (tdl + (1 — t)dg) — (tq + (1 — t)CQ) eD-C

donc ‘ D — C est convexe ‘

Soit (dn, — €5 )n>0 une suite a valeurs dans D — C, convergeant vers x € R?. Comme C est fermée
et bornée, la suite (c,) posséde une suite extraite (cy(n)) convergeant vers une limite ¢ € C'. Par
somme de limites, la suite (dy(n)) converge vers x + c et D étant fermée, x +c € D. Il existe donc

d € D tel que x = d — ¢, ce qui montre que z € D — C et par suite que ‘ D — C est fermée |
Enfin, on a de suite

CnD#0=0¢D-C|

6. Notons p = projp_o(0). Comme 0 ¢ D — C, on a p # 0 et d’aprés (2) :

Vy—x€D-C,(y—x—p) (-p) <0.

Ceci s’écrit encore

V(x.y) eCxD.p-x<p-y—|pl’]

ce qui donne le résultat avec ¢ = ||p[|? > 0.

Remarquons que si ’on pose o = sup p - , on déduit de cette inégalité que
zeC

V(iz,y) eCxDp-z<a<a+e<p-y.

7. L’inclusion

Ccl{zeR!|VpeRy p-x<oc(p)}

découle de la définition de o¢.
Réciproquement, soit y € R? tel que

vpeRY, p-y <oc(p).

Supposons par absurde que y ¢ C et posons D = {y}. La partie D est fermée et bornée, on peut
donc appliquer (5) en échangeant les roles de C et D (maladresse d’énoncé qui aurait pu supposer



Partie

10.

C ou D borné dans (5) au lieu d’imposer que ce soit C') afin de montrer que D — C' est fermée,
convexe et ne contient pas 0. On en déduit & I'aide de (6) qu’il existe p € R% et € > 0 tel que

VeeC p-x<p-y—e.
Ceci étant vrai pour tout € C, on en déduit que pour ce p, oc(p) est finie et
oc(p) <p-y—e<ocp) —e,
ce qui est absurde ! On a donc montré que
{zeRY|VpeR:, p-x<oc(p)}cC

et donc que

C={zeR|VpeR% p-z<oc(p)}|

. Commencons par remarquer que A est convexe et fermé. Si x ¢ A, le résultat découle de (6) avec

C={z}et D=A. - -
Supposons dorénavant que x € A. Soit (x,,) une suite d’éléments de R? \ A convergeant vers x.
En appliquant ce qui précéde a z,,, il existe p,, # 0, que 'on peut supposer de norme 1 tel que

Quitte a extraire, on peut supposer que la suite (pn) converge vers p, de norme 1. En passant a la
limite, on en déduit que
Vye A,p-a<p-y.

I1. Points extrémaux

. On raisonne par récurrence sur I. Il n’y a rien a dire pour I = 1. Soit I fixé quelconque. On

suppose le résultat vrai au rang I. Pour x1,...,2741 € A et Aq,..., A;41 positifs de somme 1 avec
Ar+1 # 1, on écrit
I+1 I

s
E Nil; = (1 — /\]+1) E 71£Ei + /\[+1SU]+1 cA
i=1 o 1A
I
. ) o . Ai
par hypothése de récurrence et convexité de A puisque g — =1
o 1A

Et si, en supposant A; > 0 pour tout i et
I+1 I

i
xr = Z)\Z.’I}Z = (]. — )\[+1) Z mxl + )\[+13}’I+1 S EXt(A),
=1 i=1

I

alors 711 =z et E

i=1
pour tout ¢ < I et donc pour tout ¢ < I + 1.
11 est évident que co(E) contient E. Puis en écrivant

I J I J
Y N+ (=0 iy =Y i+ (1= Dy,
i=1 j=1 i=1 j=1

on voit de suite que co(E) est convexe. Et d’aprés la question précédente, tout convexe contenant

Ai

ﬁxi = x, ce qui & nouveau par hypothése de récurrence donne z; = x
— AI41

E contient co(E). Ainsi, ‘CO(E) est le plus petit convexe (au sens de 'inclusion) contenant F |.
1
Soit enfin z € Ext(co(E)). Comme x € co(FE), on peut écrire x = Z)‘ixi avec ¥; € F et \; > 0.
i=1
Mais comme E C co(FE), chaque x; appartient & co(E) et par extrémalité de z, x = x; pour tout
i et z € E. On a donc bien ‘ Ext(co(E)) C E ‘




11.

12.

13.

14.

Un joli dessin laissé au lecteur permet de voir que que ‘ Ext(A) = E\ {(0,0,0)} ‘, qui est non vide

et non fermé ((0,0,0) € Ext(A) \ Ext(A)).
La partie A est une intersection de convexes fermés (comme images réciproques des intervalles

fermés | — 0o, b;] par les applications continues « — p; - ) donc est ‘ un convexe fermé ‘
Supposons rang({pi,i € I(x)}) =r < d. Quitte & ré-ordonner les p;, on peut supposer que la

famille (p1,...,p,) est une base de Vect(p;,i € I(z)). Soit y € (Vect(py,... ,pr))L \ {0}. Alors,
pour € > 0 petit, le segment [x—ey, x+cy| est inclus dans A, ce qui montre que z n’est pas extrémal.

Supposons rang({pi,i € I(m)}) = d. Quitte a ré-ordonner les p;, on peut supposer que la famille
(p1,-..,pr) est une base de Vect(p;,i € I(z)). Supposons z = (1—A)y+ Az avec y,z € A, A €]0,1].
On a alors pour ¢ € [1,d],

b; =p;- ((1—)\)y+)\2’) :pi~(1—)\)y+pi~/\z < (1—)\)131-‘1-/\17z = b;.

On en déduit que p; -y = p; - z = b; donc p; - (y — z) = 0. Ceci étant vrai pour tout i € [1,d],
y— 2z € (RY)+ ={0}. On a donc y = z = z et x _est bien extrémal.

Afin d’estimer le nombre de points extrémaux de A remarquons que si z et y sont deux points
extrémaux tels que I(x) = I(y), alors {p;,i € I(x)} = {p;,i € I(y)} contient une base de R, que

Pon peut supposer étre égal a (p1,...,pq). Mais on a alors
d d d
=Y (pi-x)pi=» bipi=> (pi-y)pi =y.
i=1 i=1 i=1

L’application  — I(x) est donc injective et le nombre de points extrémaux de A est donc inférieur
ou égal au nombre de parties de [1, k] : ’ card(Ext(A)) < 2F ‘

Soit la fonction y € K +— p -y € R. Cette fonction est continue sur le compact non vide K donc y
atteint sa borne inférieure m. On en déduit que

‘Kp:{xeK\VyeK,p-xSp-y}z{z€K|p-a:=m}7é(/)‘.

En écrivant
K,=Kn{zeR?|p -z =m},

K, est 'intersection de deux convexes fermés donc est ‘ convexe et fermé ‘
Enfin, si z € Ext(K),) s’écrit

I
i=1

avec r; € K et les A\; > 0 de somme 1, on a

I I
p-xzmzZ/\ip-xiEZ/\im:m.
i=1 i=1

Ceci implique p - x; = m pour tout i et donc z; € K,,. Comme z € Ext(K},), on en déduit que

x = z; pour tout ¢. On a bien montré que ‘ Ext(K,) C Ext(K) ‘

La convexité et lextrémalité étant des notions invariantes par translation, on a Ext(A — a) =
Ext(A) — a pour toute partie convexe non vide A. On peut donc supposer que 0 € K.
Si dim(K) =0, alors K = {0} et Ext(K) = {0} # 0.
On raisonne ensuite par récurrence sur n = dim(K). Soit Vi = Vect(K). Soit
H,={z R |p -z =0}

un hyperplan de R? ne contenant pas V. Ainsi, H, N Vi est un hyperplan de H,,. Soient alors
comme précédemment m = inlf((p cy)et Ky={z e K |p-z=m}.

ye

Si K, = K, alors m =0et K C Vg C H,, ce qui est exclu. Si a € K, est fixé, alors K, —a C



15.

Partie
16.

17.

18.

H, N Vg et dim(K, — a) < dim(K) — 1. On peut donc appliquer '’hypothése de récurrence et en

déduire que Ext(K, —a) # (. On en déduit que Ext(K),) # 0 et d’aprés (13) que | Ext(K) # 0 |.
Comme Ext(K) C K, on a de suite ‘ co(Ext(K)) C K ‘
En préambule, remarquons qu’en remplagant borne inférieure par borne supérieure, en notant

K,={zcK|VyeK,p-z>p-y},
on montre de méme Ext(K},) C Ext(K).
Ceci étant dit, soit y € K fixé et p € R? fixé. On a pour tout = € K,
pP-y<p-x

Si Kz’, = K, x — p-x est constante sur K donc p-y = sup p-x. Sinon, KZ’, est de dimension
z€co(Ext)(K)
strictement inférieure & celle de K et en raisonnant par récurrence, on a

K, C co(Ext(K,)) C co(Ext(K))
et donc

p-y< sup prx< sup p-x.
z€K, zeco(Ext(K))

Dans tous les cas, on a

VpeRL p-y<  sup  pra = Geomxi(i)) (D)-
z€co(Ext(K))

En utilisant (7), on en déduit que y € co(Ext(K)). Ceci montre ‘ K C co(Ext(K)) ‘

Commentaire : & nouveau une maladresse d’énoncé, il eut été plus naturel d’introduire les Kz/> dans
(13) plutét que les K, dans la perspective d’utiliser (7).

III : Un résultat de dualité

Le fait que Et et ETT soient stables par homothéties positives est évident. Ils sont de plus
convexes fermés comme intersection de convexes fermés. L’inclusion £ C E++ est une tautologie.
D’aprés (16), si E = E*T, alors E est un cone convexe fermé.

Réciproquement, supposons que E est un coéne convexe fermé et montrons que E++T C E. D’aprés

(1),
—E={yeR?|VpeRip-y<o_g()}
Or, pour p € R?, or
o_g(p)=0sipe ET, o0_g(p) = +oo sinon.
Or,siz € —EtT onap-(—z) <0=o0_g(p) pour p € ET et p- (—x) < +oo sinon. On en déduit
que
—ze{yeR!|VpeR p-y<o_pp)}=-F

et donc « € E. On a bien montré et donc .

Il est évident que F' est un coéne convexe. Afin de montrer que F est fermé, on raisonne par
récurrence sur k, le cas k = 1 étant immédiat.
Soit donc

k+1
Flpq = {Z Ni€iy (AL, Ajg1) € R’fﬁl} .
=1

On peut bien str supposer

k
Ep1 & P = {ZM&,(M?--.M} € Ri}

i=1



19.

car sinon Fj 1 = Fj.
Soit (z,,) une suite & valeurs dans Fj1, convergeant vers z € R%. Pour tout n, écrivons

k+1
_ k+1
Ty = E Xin&i avec (A1 ny .- Apg1n) € RTT
i=1

Si l'une des suites (A;n)n>0, par exemple la suite (Agt+1,n)n>0, €st bornée, alors quitte a extraire,
on peut supposer que

Metin = App1 € RTL
n—-+4oo

Alors,
k

Yn = Z; Aini ot Y=T Ai+1€k41-
1=
Par hypothése de récurrence, y € Fy donc x € Fy41.
Si aucune des suites (A; 5 )n>0 n'est bornée, la suite (Ak41,,)n>0 D'est pas bornée, et quitte a ex-
traire, on peut supposer que

k+1,n n
Al()I'S,

k
Ain 1
Yn = —& = T — Agt1,n8k+1 = —E&py1.
" ; )\k+l,n ’ Ak—!—l,n ( " ) n—-+oo
Par hypothése de récurrence, —€i11 € Fi € Fj41 et de la méme facon, —¢; € Fj41 pour tout i.
Ainsi, Fy41 contient tous les &; et tous les —¢;, donc Fy+1 = Vect(&1,...,Ek+1) et Fiy1 est fermé

comme sous-espace vectoriel de R%.

Commentaire : d’aprés le théoréme de Carathéodory, F' peut s’écrire comme union finie de cones
simpliciauz (situation ot les &; forment une famille libre) et il est trés facile de montrer qu’un cone
simplicial est fermé. On en déduit alors que F' est fermé comme union finie de fermés.
Montrons finalement 1’équivalence demandée.
k
Sié= Z \i& € F avec \; > 0, soit © € R? tel que & - 2 > 0 pour tout i. Alors
i=1

k

i=1
Réciproquement, soit £ € R? tel que
Ve e R (Vi, & 2 >0= ¢z >0).

Soit € F'T fixé quelconque. Comme &; € F pour tout ¢, on a bien & -2 > 0. On a donc -z > 0.
Ceci montre que £ € F*. D’apres (17), £ € F.
Il s’agit de montrer que

p-x=b-q

pour tout p, z, b, ¢ vérifiant les inégalités de I’énoncé. Comme M”*¢ < p, on a pour tout 3,
Z Myjiqs < Pi.
J
Comme z > 0, on en déduit que
ijiqjxi < szxz
i, i

Comme Mx < b, on a pour tout k

Z mpx; < by.
1



Comme ¢ < 0, on en déduit que

> mumigr > brar
ol k

On a donc bien

b-q= Zbqu < kalxlqk = ijiqjxi < Zpixi =p-z.
k k.l iJ i

Et donc .

20. a)

Partie IV :

Avec les hypothéses faites, on a pour A > 0 assez grand :
24+ AT >0et M(z+ AT) < Ab.
On a donc pour de tels A,

2+ AT
. >a=p-T.
p N p
On en déduit .
Considérons la famille de vecteurs formée des e; (vecteurs de la base canonique) avec j € I et

des vecteurs —M; avec i € I. D’aprés (a) et la question (18), le vecteur p appartient au cone
engendré par ces vecteurs. Il existe donc des A;j > 0 et des p; > 0 tels que

P = Z )\j@j — Z,uiMi.
Jje€J el

Soit alors g le vecteur dont les coordonnées (g1, ..., qx) sont définies ainsi :

qi=—p; sit el et qizOsinon‘.

Une fois que 'on a remarqué que par construction,
- Z piM; = M'q,
il
le fait que § convienne est une vérification facile laissée au lecteur.
Si g est le vecteur construit en (b), on a

B2b-g=Mz-q=7-M'qg=T-p=a >
(19)

donc
b-g=a=70|

Systémes linéaires sous-déterminés

21. Soit x € R%. Soit y tel que ||y|l < 1. Alors,

d
zoy <Y lwllyil < yllolll < s
i=1
Il y a de plus égalité si et seulement si y = (y1,...,yq) avec y; = x;/|x;| si x; # 0 et y; quelconque

si z; = 0. On a donc bien

|z||1 = max{z -y | y € R, [Jy[loe < 1}.

De méme, si |lylj; <1,

2y < [lzfloollyll < l#llo

avec égalité si y; = x;/|z;| pour un (seul) indice ¢ tel que |z;| = ||z]|s. On a donc bien

[2]|oc = max{z -y |y R |yl <1}



22,

23.

24.

A ce stade du corrigé, j’estime raisonnable d’affirmer que le fait que ’C soit fermé et borné‘ est
évident (intersection d’un hyperplan affine et de la sphére unité pour la norme || - ||1).

Comme M est de rang k et de taille (k,d), Im(M) = R*. 1l existe donc zg € R? tel que Mzo = b.
Soit

K={x¢ R | Mz =bet ||z]1 < ||xoll}-

L’ensemble K est une partie non vide, fermée et bornée, incluse dans R% \ {0} (car b # 0). La
fonction z — ||z||; est continue sur K donc y est minorée et atteint sa borne inférieure

r=inf{||z|; | z € R, Mz = b} = inf{||z|; | z € K, Mz = b} > 0.

Ceci montre que .

Montrons enfin que C' est convexe : soient z,y € C. Pour ¢ € [0, 1], on a

Mz+(1—-ty)=tb+(1—t)b=1>b
et par 'inégalité triangulaire,

r < flta+ (1= byl <7

donc |tz 4+ (1 = t)y|1 = r et ta + (1 — t)y € C. Donc .
Pour n € N, considérons

Co={z eR?| || < ||z]| - 1/n}
et D =7 + Ker(M). Par définition de T, C), et D sont deux parties convexes fermées non vides
disjointes. D’aprés (6), il existe p,, et € > 0 tels que

Yy € Cp,Va € Ker(M), pp, -y < pn-T+pn-a—e¢.
En passant au max en y, on en déduit que
[Pnlloc(IZllr = 1/n) < pn-Z +pn-a—e.
En changeant a en ta pour t € R quelconque, on déduit de cette inégalité que p, - a = 0 et donc
que p, € Ker(M)*. Et aussi que
[Pnlloc(IZ1 = 1/n) < pp - T —e.
Ceci montre aussi que p, # 0 et en posant g, = p,/||pn|lo, on obtient
Iz — 1/n < ¢, - T.

En extrayant de la suite (g, ) une sous-suite convergente, on obtient un vecteur g tel que ||g||ooc = 1,
q € Ker(M)+\ {0} vérifiant

[zl <q-.
On a donc en fait |Z|y = ¢ T et ¢ = (q1,-..,q4) avec ¢; = T;/|T;| si T; # 0. Ce qui peut s’écrire
¢:T; = |7l
Commentaire : G nouveau une question terriblement difficile ! Pourquoi, dans cette question
comme dans plein d’autres de ce sujet, ne pas donner une indication ?
On a7 € K donc K est non vide.
Soit y € K. Avec les hypothéses faites, en supposant ||g||oc = 1, on a pour i ¢ Iy(T), ¢; = signe(x;)

et
d
lylly = Z lyil = Zyiqi =Y-q.
i=1

i¢1o(T)
Comme y — T € Ker(M), ona (y — %) - ¢ = 0 et donc

Iyl =7 q = [l

On a donc bien y € C et donc .
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25.

26.

Pour € > 0 petit et i ¢ Iy(y), y; = ch; est de méme signe que y; donc ¢;(y; = €h;) > 0. Et pour
i € In(y), ¢:(y; £eh;) = 0. De plus Iy(Z) C Io(y) C Io(y £eh) et M(y+eh) =b. Tout ceci montre
que y £eh € K et comme

y= ((y —eh)+ (y —|—€h)) € Ext(K),

on en déduit que .

Commencons par remarquer que existence de y € Ex(K) vient de (14).
Par Pabsurde, supposons card(I;(y) U I_(y)) > k + 1, alors card(lo(y)) < d—k — 1. Soit V le
sous-espace vectoriel de R? défini par

V={heR|Vie[l,d],icIy(y) = x; =0} ={h e R?| I(y) C Io(h)}.

On a dim(V) = d — card(Ip(y)) > k + 1. Par le théoréme du rang, on a dimKer(M) =d — k. On
en déduit que

[N

dim(V) + dimKer(M) > d+1
et donc que V NKer(M) # {0}, ce qui contredit (25).



