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ANNEXE (pour le second exercice)
Loi normale centrée réduite

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité :
¥ (x) = e
==
Extraits de la table de la fonction intégrale de la loi nonmale centrée, réduite N (0, 1)

[I(H=P(X= :):j f(x)dx

- : 0t -

! 000 | 601 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 009

0,0 05000 0.5040] 05080 0,5120( 05160 0,5199| 05239052791 053191 03339
0.1 | 053081 0543870,547810,5517(05557| 0359605636 03675]05714] 03753
02 (05793} 0.5832]05871105910({05948| 0598706026 06064 06103106141
03 [06179]06217]062551 06293 (06331 | 0636806406 064431 064801 06517
04 | 065541 0659106628 0.6664|06700| 06736 06772| 0.6808] 068441 0,6879
0,5 |06915{06950{06985]0,7019(07054| 07088 07123} 07157 0.71901 0.7224
06 | 07257072907 0.7324 | 0,735 7( 07389 | 0,742 2] 0.7454 | 0,748 6 0.751 71 0.7349
07 [07580|0.7611]0,7642| 0,7673 | 07704 | 07734 07164 | 0.,7794] 0.7823 1 0,783 2
0.8 | 0,7881(0.791070,7939 0,796 7| 0,7995| 0,8023 0,305 | 0,807 8] 0,8106 0.8133
09 [08159]08186{08212]08238(08254| 08239 08315}08340]0,8365}03389

1,0 | 084137 08438] 08461 | 08485 08508 0,853 10,8554} 0,8577] 0.85991 0.862 )
1,0 | 08643/ 0.8665] 08686 08708 (,8729| 0,87491 0.8770| 0.8790| 0,881 07 0,883 0
12 | 0884908869 08888 08907} (,8925| 0,8944 0.8962 0,398 0 0,897 0.901 3
1.3 [ 09032]09049{ 090661 09082} 09099} 09115} 09131} 09147| 0916209177
14 (09192{09207] 09222} 09236} 09251 09265{ 0927909292 0.9306] 0.931 9
1,5 1 09332(09345{09357] 09370 09382} 0,9394] 09406 09418) 0942910944 |
1,6 (09452 (09463{ 09474109484 0,9495] 09505} 0.9515]0.9525{0.9535{ 09545
7109554 09564]09573109582[09591|09599]09608] 09616 0.9625]0.9633
8109641096491 0965610,9664| 09671 09678]0.9686] 096931056991 09706
5 09713]09719]09726{09732|05738| 0974409750/ 09756{ 0976109767
2

09772097791 09783] 09788 09793} 09798 09803 09808 | 0.9812; 09817
2,1 | 0,9821{09826]09850] 09834} 09838109842 09846 09850 0.9854]0,9857
22 | 0986 1]09864] 098681 0,987 1] 0,9875[0.9878]0.9831{09884| 09887105890
23 109893{09896]{ 09898 0990105904 0,9506]09909]09911]|09913;09916
24 09918]09920}05922109925}0,9927{0,9929]0,9931]09932|09934}0.9936
25 [09938109940]09941]09943]099%45 09946 09948]09949(09951)0.9952
256 09953/ 09955] 099561 0995709959 0,9960] 0.9961]0.9962| 0.9963 | 0,99 4
27 1 09965] 099661 099671 0.9968| 0.9969 ] 09970 0,997 | 0.9972| 0.997 3} 0.9974
28 1099747099751 099761 099771099771 09978]09979} 09979 |09980] 0998 1
29 1099811 09982]09982] 09983} 09984 0998409985} 0.9985|0.9986, 09986

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

t 3.0 2.1 32 3,3 34 3.5 3,6 3.8 4.0 4.5
¢ | 090865 | 099904 | 099931 | 0999521 0.99966 | 0.99976 | 0999841 | 0.995928 | 0.999 968 | 0.999 %7

Nota : La tabie donne les valeurs de TT(z) pour 7 positif. Lorsque f est négatif il faut
prendre le complément 3 I'unité de la valeur lue dans la tabie.
Exemple : - pour?= 1,37 M{t=137)=05147

pour f & - 1,37 It =~137)=0,08523




11.

ITL.

-3 -
PREMIER EXERCICE

Cer exercice comporte quatre parties indépendantes.

Trois cercles de méme rayon

On considere dans un plan (P) trois cercles (C,), (C,) et (C,), de centres respectifs Q,, O, et O, ayant tous
tes trois le méme rayon R et passant par un méme point M. Les cercles (C,) et (C,) se recoupent en A,
(Cpet(Cyen AL {Cret(Chen A,

LY. Daonrer la liste des losanges contenus dans la configuration formée par les sept points M, O,, G,,
OE,AI’ Az, A}u

1.2, Montrer qu'H existe un unigue point 1 tel que les huit points L, M, Oy, 0,, Os, A;, Ay, A, soient
les images des sommets d'un parallélépiptde par une projection orthogonale sur fe plan (P).

L3, Quel est le centre du cercle circonscrit au triangle A, A; A, 7 Quel est son rayon ? Quel est
Porthocentre du triangle A, A, A, ?

14, Les huit points . M, O;, O,, 0;, A}, A;, A; peuvent-ils étre les images des sommets d*un cube par
une projection orthogonaie sur le plan (P) 7

Quatre cercles de méme rayon

On considere maintenant dans le plan (P) quatre cercles (C,), (C)), (C,) et (C,), de centres respectifs O,
0,, Oy et O, ayant tous le méme rayon R et passant par un méme point M. Les cercles (C,) et (C,) se
recoupent en B, (C;) et (Clen B,, (Cy) et (C) en By, (C et (C)en B,.

IL1. Montrer que B, B, B, B, est un paraliélogramme.

IL2. Comment choisit O,, Oy, O, et O, pour que B, B, B, B, soit un losange 7

IL.3. Comment choisir O, O,, O, et O, pour que B, B, B, B, soit un rectangle ?

IL4. Comment choisir O,, 0,, O, et O, pour que B, B, B, B, soit un carré ?

Sur ’hyperhole équilatére

On considere dans un repére orthonormal direct (O, { ,}} Phyperbole équilatére (H) d'équation y =
ou & est un réel strictement positif donné.

i

HE1. Une droite coupant (H) en denx points A et B coupe les axes de I'hyperbole en P et Q. Démontrer
la propriété classique suivante : les segments {AB] et [PQ] ont méme milieu I. En déduire que les
bissectrices de "angle formé par les droites (AB) et (Ol sont parallles aux axes (O, i) et (O, j).

IIL2. Soit A’ le symétrique de A par rapport 3 O. Montrer que les bissectrices de I"angle formé par les
deoites (AB) et (A'B ) sont paralleles aux axes (O, i) et (O, j).

HL3. Soit C un autre point de (H). Prouver que 2 (AB, AC) =2 (AC, A'B).

ilL4. Réciproquement, soit trois points fixes A, A’, B non alignés. On suppose AB = A’B. Quel est
~ P’ensemble des points C tels que 2 (AB, AC) = 2 (A'C, A'B) 7

Tournez Ia page S.V.P.



IV. Une réciprogue a la deuxiéme partie

V.1

V.2,

V.3,

V4.

Soit A, A’, B trois points donnés, non alignés. On suppose AB # A’ B. Deux cercles de méme
rayon R variable, I'un passant par A et B, I'autre passant par A’ et B se recoupent en un point M.
Comparer les angles (AB, AM) et (A’ M, A’ B). En déduire que I"ensemble des points M, lorsque
R varie, est inclus dans une hypetbole équilatére que 1'on précisera,

On donne deux droites sécantes {I) et (D) et un point B qui n’est situé ni sur ces droites ni sur leurs
bissectrices. {n cercie de centre B, de rayon variable R, coupe (D) en P et Q et coupe (DY en P/
et ’. Montrer que les milieux des segments [PP’], [PQ’], [QP] et [QQ’] sont sur I'hyperboie
équilatére passant par B, K, K’ olt K et K’ sont les projetés orthogonaux de B sur (D) et (D), dont
le centre est le milies de [KK’] et dont les asymptotes sont parali2les aux bissectrices de I'angle
formé par (D) et (I}

On considére un paraliélogramme B, B, B; B,. Montrer que s'il existe des poinis ©,, 0;. O, O,
et M tels que MO,B,0,, MO,B,0,, MO,B,0, soient des losanges, alors MO,B,O, est aussi un
fosange.

Un parallélogramme B; B, B, B, étant donné, quel est I'ensemble des points M pour lesquels i existe
guatre cercles (C,), (Cy), (C,) et (C,) de méme rayon R tels que (C,) et (C,) passent par M et B,
(C,) et (C,) passent par M et B, , (C;) et (C,) passent par M et B, et (C,) et {C,) passent par M
et B, ?
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SECOND EXERCICE

L’exercice consiste & donner un sens précis  la phrase suivante, extraite du paragraphe « Probabilités »
du programme de la classe de Premigre §

« Pour introduire la notion de probabiiité, on s'appuiera sur 'étude de séries statistiques obtenues par
répétition d’une expérience aléatoire, en soulignant les propriétés des fréquences et la relative stabilité de la
fréquence d'un événement donné lorsque cette expérience est répétée un grand nombre de fois »,

et & Pillustrer d’un exemple numérique,
1. Soit une expérience aléatoire & représentde par un univers {1, ensemble des événements élémentaires.

On s’intéresse a un événement o, issue possible de cette expérience, représenté par la partie A de £},
de probabilité inconnue p =P (A}. On supposera A distincte de §3 et non vide eton notera g=1-p.

Soit X, la variable aléatoire définie sur €} qui prend la valeur | s1 & est réalisé et 0 sinon.
Déterminer la foi de probabilité de X, son espérance mathématique E (%) et sa variance V ({X,)}.
On désignera laloi de X, par B (1, p).

2. On répdte 'expérience aléatoire décrite ci-dessus n fois. A la i-iéme épreuve, on associe la

variable X,, de méme loi @R (1. p) que X,. La répétition de ces » dépreuves dans les
mémes conditions expérimentales permet de supposer que les variables X; sonat indépendantes,

a. Onpose alors Y, = Z X;. Qus représente la variable aléatoire Y, ?

i=
b, Déterminer la loi de probabilité de Y,,.
¢. Calculer espérance mathématique E (Y,) de la variable aléatoire Y, .

{On pourra viiliser les propriétés élémentaires de Pespérance en les énongant ou introduire la
fonction définie sur R par ¢,(x) = {(px + g)* et établirque E{Y,) = ¢, (D]

d. Calculer Ia variance V (Y,) de la variable aléatoire Y,,.

[On pourra utiliser les propriétés €lémentaires de la variance ou montrer gque
E(Y2 =, (1) + ¢,/ (1) etutiliser la formule de Konig: V (Y,)=E (Y,?) ~ [E(Y,)P].

On notera désormais @B (n, p) lafoide Y.

3. On considére maintenant la variable aléatoire F, = Xy 2 L Z X..
f Him)

a. Que représente la variable aléatoire F,?
b. Déterminer la loide F,, son espérance mathématique E (F,) et sa variance V (F,}.

4. En appliguant |'inégalit¢ de Bienaymé-Tchebychev, donner un majorant de la probabilité
P( | E, - p| =€) ol £ estun réel strictement positif donné et montrer que cette probabilité tend
vers ( quand » tend vers Iinfini. (Théoréme de Bemoulli).

Trouver un majorant de cette probabilité qui ne dépende pas de p. [On pourra étudier les variations de
1a fonction qui & p associe p(l - p)). '

Comment interprétez-vous concrétement ce résultat 7
5. On désire estimer Ja valeur de p 40,025 preés. Combien faut-il faire d’ éprenves pour pouvoir proposer
un tel encadrement de p, avec un niveau de confiance supérieur & 0,93 (cela signifie que lors de la

réalisation de ces n épreuves, la probahilité pour que la variable aléatoire F, prenne une valeur
comprise entre p— 0,023 et p+ 0,025 est supérieure 2 0,95) ¢

Quelle interprétation concréte donneriez-vous & ce résultat ? Quels commentaires ce résultat vous
inspire-t-if ?

Tournez ia page S.V.P.
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6. On désire encadrer p avec autant de précision tout en gardant un bon niveau de confiance, mais de
maniére plus économicue, avec un nombre d'épreuves  réaliser beaucoup plus réduit.

Pour cela on désigne par 1 la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite N 0, 1)
On a le théoréme d’ approximation normale de a loi binomiale de Moivre-Laplace que I'on admettra :

Si lu loi de la variable aléatoire Y, est une lof binomiale B {n, p), alors la probabilité que la variable

réduite g{'/.:....mﬂ soit comprise dans un intervalle donné [a, b] tend vers H (b} - Il {a} quand n tend
npdg

vers [linfini,

Pour contréler les valeurs des probabilités obtenues par cette approximation, on admetira de plus que :

Si n> 1000 etsi p et g ne sont pas trop voisins dgfﬂ (en pratique dés que np>5 et ng > 5),
y - np

Vinpg

Utilisant ce résultat, donner une majoration de P ( | F,~p | = £) en fonction de n, €, p et I1. Donner
un majorant de cette probabilité ne dépendant pas de p.

Perrveur commise dans le calcul de la probabilité que soif compris dans un intervaile donné

[a, b] est alors inférieure & 102,

L’expérience & consiste A interroger une personne prise au hasard dans une vaste population sur le fait
qu’elle utilise ou non un certain produit. Combien doit-on interroger de personnes pour que ce sondage
aléatoire permette d’obtenir 2,5 % prés la proportion de personnes dans 1a popualation gai utilisent ce
produit, avec un aiveau de confiance supérieur 4 0,95 7



