Corrigé du CCP 2009 TSI Maths |
A. ATTIOUI

Excrcice 1.

1) (8 On a, pour tout 8 € R, |u,(r)| = 7| cos(nfd)| < r™. comme r €]0,1], la série géométrique > r™ converge
aorslasérie > u,(r) est absolument convergente.

(b) Soient r €]0, 1 et 6 € R, dors [re’| = r < 1. Par conséquent, la série (géométrique) de terme général (rei?)”

+oo . . . .
o\ 1 1 —rcos(f) + irsin(6) 1 —rcos(f) + irsin(6) A~ .
converge et » 0" = = = . L’ application partie
J s (re”) 1—re®® (1 —rcos(f))? + r2sin?(6) 1 —2rcos(f) + 2 P b
édle est R-linéai inue de C dans R, a +§m: " cos(nd) = R +§OO: ioyn | - __L=rcos(6)
rédlle est R-linéaire et continue de C dans R, aors n:or cos(nf) = RNe 2 (re’)” | = T orcos(®) 12"

2) (a) Soient  €]0,1[ et 6 € R, dors |re??| = < 1. Donc, 1 — 2rcos(f) +r2 = |1 — re??|? £ 0. Par suite, la
fonction f est bien définie sur ]0, 1[xR.

+oo
) 1 —rcos(0) 1—r?
b D, 1. b ’ 1 2 n 9 — 1 2 — 1 = .
(b) D'aprés 1.(b) , 1 + n; r" cos(nd) + <1 —2rcos(0) + r2 > 1 —2rcos(f) + r?

Probléme

Premiére partie

1. L’application t — sin(2t) ne s'annulant pas sur I =0, Z[, aors lasolution générale de I’ équation différentielle en
question, qui est linéaire et homogéne du premier ordre, s écrit sous la forme f(t) = \e9™® pour tout ¢ € T ol g est

une primitive sur I de I’ application ¢ — C?ng)) et \ une constante réelle. L’ application ¢ — sin(2t) est strictement

positive sur I, aors g(t) = In ( sin(2t)> pour tout ¢t € I. Donc, f(t) = Ay/sin(2t), pour tout ¢ € I.

2. La méthode da la variation de la constante consiste & rendre la constante A une fonction de classe C! sur 1.

Alors, pour tout ¢ € I, f'(t) = N (t)+/sin(2t) + A(t \;@ En remplagant dans I’ éguation avec second membre

(Théoriquement, il ne reste que le terme \'(¢)) ce qui donne X' (¢t) = 1, pour tout ¢ € I. Donc on aura, comme
solution particuliére, ¢t — t+/sin(2t). Par suite, la solution générale de I’ équation différentielle avec second membre
est f(t) = (t+ \)/sin(2t), pour tout t € I et A une constante réelle arbitraire.

Dexiéme partie

1.(@) Un point M (z,y) € (C ) i ((z+ )2 + 9?3 ((x —a)? +y?) = k*. Alors une équation cartésienne de la courbe
(C) est donnée par : (x +9y%)? — 2a?(2? — y?) + a* = k*. (‘on reconnait les ovales de CASSINI).

(b)Ona: 22 +y>=r? et 2% — y2 (cos () — sin®(0 )) = r2 cos(26). Donc I’ équation en coordonnées polaires
de la courbe (C) est donnée par : r* — 2a cos(20)r? + a* = k* ().

1.(a) En posant R = 72, Iéquation (*) devient : R? —2a?cos(20)R +a* —k* =0 (**).

(b) L’équation (x*) admet deux racines réelles Ry e Ry avec Ry > Ry s§ A’ = a* cos?(20) + k* —a* > 0. Par
alleurs, Ry + Ry = 2a%cos(20) et Ry Ry = a* — k*. Pour étudier le signe de R; e R, on peut supposer que
6 € [0, 5[ car I'application 6§ +— cos(26) est w-périodique et paire sur R. Les racines R; et R, sont aors positives

ssi a? > k? et cos(20) > 1—— ssa’?>ketf< —arccos,/l—’;—i.

(c) En supposant les conditions de 2.(b) satisfaites, les racines de (xx) Ry et Ry sont aors réelles et positives.
Par conséquent, les racines de I'équation () sont les quatres rédles : r = /Ry, 12 = —V Ry, r3 = VRo &
ry = —/Ro. Donc la courbe (C) est la réunion de 4 courbes d’équations polaires 6 +— r;(#). On a d’ aprés ce qui

précéde : R;(0) = a®cos(26) + /k* — atsin®(26) dors r;(0) = :I:\/a2 cos(20) & 1/k* — a*sin?(26), pour tout
0| < 3 arccos /1 — Z—j modulo .

(d) Pour tout i de 1 a4, I'application 0 — r;(0) est w-périodique et paire alors on peut limiter I’ étude de la courbe a

I'intervalle [0, 2 arccos /1 — —[ On compl éte ensuite la courbe obtenue en lui appliquant d'abord la symétrie d'axe
(Oz) puis la symétie de centre O.

3.@) S k = +a, dors R = 0 ou R = 2a®cos(20). Donc , 7(f) = ++/2acos(20) est une équation polaire de
la courbe (C) ( La lemniscate de BERNOULLI). Domaine d'étude est [0, §] car 6 — r(0) est m-périodique et
paire. la courbe est symétrique par rapport a I'axe (Ox) et symétrique par rapport au centre O. En fait, en notant
(C1) :1m1(0) = \/2acos(20) et (Cy) : r2(0) = —/2acos(20) on aadors (C) = (C1) U (C2) U{O}. MasO € (C4)

e (Ol) = (02) car ’/‘1(0—|—7T) = —’/‘2(0). Donc, (C) = (01)



(b) Danslecasol a = ﬁ , I"équation polaire de (C) devient : = y/cos(20) est définie sur, modulo 7, [—%, %]

e C®sur] -2, % tudesur[ Z1 pour 6 €]0, T, r’(@):% En6 =0, r(0) =1 e '(0) = 0, tangente

verticle. En 0 = £, r(%) = 0, la courbe passe par le pdle, la tangente est la droite d’ équation polaire ¢ = 7. Le
lecteur prendra soin de donner I’ alure de la courbe (C).

Troisiéme partie

1.(a) Soit (z,y, z) les coordonnées d'un point M alors leurs expressions en fonction de ses coordonnées cylindriques
sont : x =rcos(f), y =rsin(f) e z = z ou (r, ) sont les coordonnées polaires du point m.

(b) OM=X 4 VY O AZ k=x i +y 7 2 ke a = X cos(f) — Ysin(f) , y = X sin(f) + Y cos(9) et z = Z.
Donc, X = xzcos(f) + ysin(d) , Y = —zsin(f) + ycos(d) &t Z = = .

(c) En utilisant 111.1.(b) pour z = 1 et y = =z = 0, ce qui donne ; = cos(#) u —sin(f) v. Puis pour z = z = 0 et
y=1, j=sin(0) u +cos(d) v. Par définition, on a: Z—g —v e d” =—u.

— s —

(d) Les vecteurs u, v € % sont unitaires et 2 4 2 orthogonaux. En outre, u A v=F, dors (O,u, v, k) est un
repére orthonormeé direct.

2.(a) Soit M(x,y,z) € (X), d'aprés 111.1.(8) ses coordonnées cylindriques sont (r, 0, z). Alors, © = rcos(d), y =
rsin(f) et z = % = cos(26). Donc, une équation de la surface (X), en coordonnées cylindriques, est
z = cos(26). 1l est clair alors que lasurface () est I'image de lanappe paramétrée (r,0) — M(r,0) = (r, 0, cos(20)),
en coordonnées cylindriques.

(b) Soit M(r,0) € (2), = |cos(26))| < 1. Donc, la surface () est contenue dans la partie de R3 comprise
entre les deux plans paralléles d’équations z = 1 et z = —1.

(©) Soit M(r,0) & (%) OM=rcos(8) i +rsin(f) j +cos(20) &. En appliquant les égalités de I11.1.(b) , on a
alors OM_ r U+ cos(20) k. Donc, M(r,0) € (Dgy) ou (Dy) est la droite passant par le point (0,0, cos(20)) et de
direction w. La droite (Dy) est bien évidemment parralléle au plan d’équation z = 0. Inversement, pour tout point
M(z,y,z) deladroite (Dg) ona: z = rcos(d), y = rsin(f) & z = cos(20) avec r = (OM | u) = Om. Donc, la
surface (X) est la réunion des droites (Dy) lorsque 6 décrit [0, 27].

3.(a) Sait (r,0) € R x [0,2x[. Il est clair que le vecteur N (r,0) =r k +2 sin(20) v est orthogonal & u donc &
(Dy) donc ala nappe paramétrée (r,0) — M(r,0), d aprés 111.2.(c).

(b) D’aprés ce qui précéde, dans le repére cylindrique, les composantes du vecteur normal N (r,0) alasurface (%)
sont (0,2sin(26),r) et les coordonnées du point M (r, 6) sont (r, 0, cos(20)) Alors , dans le méme repere, un point
(X,Y,Z) est dans le plan tangent 1Ty, & (X) au point M(r,0) ss ((0,2sin(20),r)[(X —r,Y,Z — cos(260)) = 0
Donc, une équation du plan IT,; est donnée par: 2sin(20)Y + rZ = r cos(26).

(c) sait (r,0) € R x [0, 2], OM=r71u + cos(20) k. Alors, & ou 5 (r,0) = r— - 251n(29) =7 v —2sin(26) ke

BM
or

du vecteur dj‘f (r,6) sont (1,0,0). On sait que ces deux veteurs forment une direction du plan I, a (3) au point
M(r,0) ( on suppose que c’'est un point régulier de la surface). Donc, un point (X,Y, Z) est dans le plan tangent
IT); & (X) au point M(r, 0) ssi les vecteurs (X —r,Y, Z — cos(20)), (0,7, —2sin(20) et (1,0,0) forment une famille
liée (ou coplanaires). Ainsi, le déterminant de ces trois vecteurs est nul. Par swte un S|mple calcul donne I’ équation

suivante du plan IT,; : 2sin(20)Y + rZ = r cos(26). ( Noter que N (r,0) = 2L(r,0) A %Ag (r,0) ).

(d) La droite horizontale passant par le point de coordonnées cylindrique (0 () cos(26)) n'est autre que la droite
(Dg) (cf 111.(c)), et on a vu que cette droite est contenue dans la surface (X). Une paramétrisation, dans le repére
cylindrique, de la droite (Dy) est donnéepar : X =r, YV =0 & Z = cos(20) avec r € R. Alors, tout point

(X,Y,Z) € (Dy) vérifie I'équation du plan II; : 2sin(20)Y + rZ = rcos(26). Donc, la droite (Dy) est contenue
dans I'intersection de (X) et de ITj,.

(r,0) =u. Alors, dans le repére cylindrique, les composantes du vecteur 6M L (r,0) sont (0,7, —2sin(26)) et celles

;z—;ylz = f(x,y) pour 2% + 3> # 0. Alors,

I"équation du plan tangent & (X) en un point My(zo, Yo, 20) de (2) est donnée par,

4. Dans le repere (0,77 ;'7 ;), la surface () est définie par z = -

0 0
s = 30 = (o = a0 3 20, 0) + (0~ 90) (5010
ce qui donne avec zp = f(zo, o) :

dzoypr — Axdyoy — (2§ +y5)° 2z + 2 — 3o =0



Quaterieme partie

1.(a) Pour tout ¢ € I, le point M (t) de coordonnées cylindriques (r(t), 8(t), z(t)) est dans (X) ssi z(t) = cos(260(t)),
en faisant le méme calcul que dans I11.2.(a).

(b) Soit ¢t € I tel que M(t) est un point régulier de (I'"). Etant donné que la courbe (I") est tracée sur la surface
(X), dorsle point M (t) est de coordonnées cylindriques (r(t), 8(t), cos(26(t))) et aors, dans le repére cylindrique,
OM( ): r(t) u(0(t)) +cos(29(t)) . Donc, la tangente en M (t) a la courbe (T") est la droite passant par M (t)
3OM (t) =7 (t) u (8(t)) + r(t)e’(t)%(e(t)) — 20/()sin(20(t)) k. Par stite, en tenant
compte que E =v, cette tangente est la droite d’équation paramétrique : X = s./(t) + r(t), Y = s.r(t)0'(t) &
7Z = —2s.0'(t)sin(20(t)) + cos(26(t)), avec s € R. Alors, 2sin(20(t))Y + r(t)Z = r(t) cos(20(t)). Donc, tout
point (X,Y, Z) de cette tangente est dans le plan tangent 11, a (X) en M (¢), d'aprés 111.3.(b). D’ou le résultat.

(c) La droite horizontale passant par le point de coordonnées cylindriques (0, 0, cos(20)) et le point M (r, 6), de la
surface (X), admet comme paramétrisation, dans le repere cylindrique, (Dg): X = s, Y = 0 et Z = cos(26) avec
s € R. Onavu quédle est contenue dans la surface (X) (d'prés 111.3.(d)). D’aprés la question précédente, pour
montrer que cette droite est contenue dans le plan tangent ITy, a (%), il suffit de montrer que latangente en M (t) ala
courbe (I") est coolinéairea u pour un certain ¢ € R. Mais, tout point M (r(t), 0(t)) de () appartient & (Dy) ssi pour
tout t € I, O(t) = 6. Donc I'arc paramétrée I tracée dans la surface (X) devient sur (Dy) , t — (r(t), 0, cos(26)).
La fonction de classe C! sur I, t +— r(t) est non constante, il existe aors un rédl t, tel que '(to) # 0 e un vecteur
tangent a I’arc paramétrée T" en M(to) est de coordonnées cylindriques (+”(to), 0,0) = 7/(to) u. D'oll le résultat.

2. Dans le repére cyllndrlque oM (0) = () u (6) + cos(20) J. En dérivant par rapport & 6, et on se souviendra
de d“ =, on obtlent L) =r '(0) u (0) +r(0) v (0) — 2sin(26) J. En dérivant une deuxiéme fois (r est de
classe C2 au moins) M (9) = ("(0) — r(0)) u (0) +2r"(0) U (0) — 4cos(20) k

3.(a) Le vecteur N (r(9),6) est normd au plan tangent I1,,, aors il est orthogonal au vecteur dM 7 (0). Donc, le plan

afine Py : (M(G), 4 (), d;(j;f (9)) coincide avec le plan I ssi N (r(6),6) est orthogonal au vecteur ddal‘f (9).

Donc, la courbe (T) est une ligne asymptotique de (%) ssi les vecteurs N (r(6), ) et "M () sont orthogonavix.

—

(b) Dans le repére cylindrique, le vecteur ‘ij]‘;f(O) = (r"(0) — r(0)) u (0) 4+ 2 (0) v () — 4cos(26) ke le
vecteur N (r, 0) — 7 k +2sin(20) v . Ces deux vecteurs sont orthogonaux ssi leur produit scalaire est nul. Ainsi,

( (r(0),0)| LA d92 M () = 4sin(20)r'(6) — 4 cos(20)r(#) = 0. Donc, une C.N.S. pour que la courbe (T") soit une ligne
asymptotique de (X ) : sin(20)r'(0) — cos(20)r(6) = 0.

(c) Dans le repere cylindrique, on a le vecteur %(G) = 7/(0) u (0) +r(0) v (8) — 2sin(20) J e le vecteur
N (6) =N (r(6),6) = r(6) & +2sin(20) v(6). Alors 4X(r(6),0) = —2sin(26) u (8) +4cos(20) v (8) +1(6) k.

—

Une C.N.S. pour que la courbe (T') soit une Ilgne asymptotique de (32) est que les deux vecteurs %(6) et %(9)
soient orthogonaux En effet, on a (N (e)|ddﬂg(a)) = 0, en dérivant par rapport & #, on en déduit I’égalité :

(N (0 )Idj%( )+ (4X(6)| 44 (9)) = 0 Ainsi, (4(6)| 4L (9)) = 0 ssi (N (0) %(9)) = 0. Cequi équivaut donc &

leur produit scalaire est nul. Un simple calcul donne encore |’ équation différentielle : sin(260)r'(0) — cos(20)r(0) = 0.
4. D’aprés ce qui précéde et dans le repére cylindrique, la courbe (T') : 6 — M (r(6),0,cos(20)) est une ligne
asymptotique de (X) ssi la fonction r est solution de I'équation différentielle : sin(260)r'(0) — cos(20)r(0) = 0.
D’ aprés la partie |.1., lafonction » = f o0 fy : 6 — \y/sin(260) e X € R. Donc, les lignes asymptotiques sont les
courbes se projetant sur le plan horizontale z = 0 en les courbes d’ équations polaires r = A4/sin(26) .



