Un corrigé d'une partie du concours CCP 2019 maths2 - 2 / 5 /2019

EXERCICE I

Informatique :
EXERCICE II

6) IciE = R? muni de son produit scalaire canonique et u € £ (IRZ) représenté
-1
0
pour x = ae; + bey € IRZ, on u(x) = —be; + aes.

0
par la matrice A = (1 ) dans la base %(ey, e2) canonique de R?, alors

On a bien (u(x), x) = 0 pour tout x € R?, pourtant 'endomorphisme u n'est
pas nul.

7) i = iiSoit (x,y) € Ez, alors

(x, v(u(y))) Par défde v

= (x,uov(y)) caruov=vou

(u(x), u(y))

= (uov(y),x) car(,) estsymétrique
= (v(y),v(x)) Pardéfde v

= (v(x),v(y)) car(,) estsymétrique

ii = iii Dansii onprend x = y.
iii = ii Soit (x,y) € E*,ona

(u(x), u(y)) Z(||u(x)+u(y)|| = |Jux) = u()?|)
1

= Juce+ "= fuce=n[H
1

= v+l -Jee-nlH

1
= v+~ vw - v
= (v(x),v(y)

ii = i Soit (x,y) € E?, ona

(Uov(x)—vou(x),y (Uov(x),y)—(voul(x),y
(v(x), v(¥)) — (u(x), u(y))

=0

Alors uov(x) —vou(x) € B+ ={0},donc uov=vou.

PROBLEME



Partie I - Etude de quelques exemples

8) Soient A, B € .4,(R), supposons qu'il existe P € GLj, (R) telle que A= PBP™1,
alors tr(A) = tr(P_lPB) =tr(B) car tr(AB) =tr(BA).
Et det A= det(P~'PB) = det(B) car det(AB) = det(BA).
x4 =det(XI,— PBP1) = detPdet(XI, — B)det(P™!) = det(XI, — B) = x
car det(AB) = det(B) det(A).
On sait qu'un automorphisme transforme un sous espace en un autre de
méme dimension, alors rg(A) = rg(B).

9) tr(A) =tr(B) =5, etdet(A) = det(B) =4 # 0, donc rg(A) =rg(B) = 3 et enfin
xa=xp=X-DX-27°

1 1
11 est simple de vérifier que E»>(A) = Vect((l) , (0)) donc diagonalisable et
0 1

1 0 0
donc semblablea [0 2 0].
0 0 2
0
Et E»(B) =vect(| 1 |) donc non diagonalisable.
0

o O =
S N O

Supposons que A et B sont semblables, par transitivité, B et (

N O O
~—_—

seront semblables, donc B est diagonalisable, ce qui est absurde.
Conséquence A et B ne sont pas semblables.
7= (X-1)(X-2), car A estdiagonalisable.
ng = (X —1)(X —2)?, car B est non diagonalisable.
T A # TR.
10) Premiere méthode.

Cherchons une base %, (v;, v2,v3) de E telle que matrg (1) = B. On a
matrg(u) = A

u(ry) = wvrtus u(e) = er+es
Alors{ u(ve) = vi+2v3 et u(ey)) = ex+2e;
u(vgy) = 1) u(es) = er

11 est clair que (v1,v2,v3) = (e2,€1, e3) convient et c’est une base de |R23,
donc A et B sont semblables.

Deuxiéme méthode. Par un calcul simple y4 = yz = X> —3X — 1, qui est
simplement scindé dans R, donc ces deux matrices sont diagonalisables

a 0 0
et semblables tous a (0 B 0), par transitivité A et B sont semblables.
0 0 vy



11) Soit % la base canonique de R", on a rg(x) = 1 donc la dimension du
noyau de u est n—1 = 1, soit (v, vy,...Us—1) une base de ce noyau, et
soit v, un vecteur quelconque n’appartenant pas au noyau Ker(u), alors
P (v1,v2,..., V) est une base de E dans laquelle la matrice de u est de la

forme demandée.
n

n
12) Par la question 11) u(v,) = Z a;v;, donc u?(v,) = Z a;u(v;) = apu(vy),
i=1 i=1
puisque u? #0etVie[l,(n-DI; uz(vi) =0, alors uz(vn) #0, donc a, #
0.
Oryuy= X"_I(X—an), donc Sp(U) = {0, a,} et comme dim(Ey(u)) = dimKeru =
(n—1), alors u est diagonalisable, car 'autre valeur propre est simple.

0 1
13) La matrice A = (i 0) qui est symétrique de polyndéme caractéristique

X2 +1 quin'est pa scindé dans R, donc non diagonalisable.

14) Supposons que Cy, Co, Cs,C4 sont les colonnes de A;ona Cy = Cs et Cy =
Cs4, le rang de A est inférieur ou égal a 2.
Supposons que (Ci, C,) est liée, comme C» # 0, alors 31 € R, tels que C; =
ACy, alors @ = A donc = Aa, donc a()tz —1), comme a # 0, donc A €
{—=1,1}.
SiA =1, alors a =  ce qui est faux, et si A = —1, alors @ = — f ce qui est faux
aussi, donc la famille (Cy, C») est libre. Alors rg(A) = 2, donc dimKer(A) =
2 #0, alors 0 est une valeur propre de A.
11 est simple de vérifier que :

1 1
Ker(A-2(a+p)I,) = vect( 1 ), Ker(A-2(a—pB)I,) = vect( _11 ) etKer(A) =
1 -1
1 0
1
vect( 1 ); 0 ).
0 -1

La somme de ces espaces est évidement égal a C*, car la somme de leurs
1 0 1 1

. . 0 1 1 -1
dimensions est 4, alors %( _1 ); 0 ); 1 ); 1 ) est une base de C*
0 -1 1 -1

formée de vecteurs propres de A.

Remarque La matrice A est symétrique, mais on ne peut pas dire qu’elle
est au départ diagonalisable saufsi a et § sont des réels.

Si a et B sont des réels, la base donnée ici est orthonormale pour le produit
scalaire canonique de R?.

15) Sia = b, alors A= B donc semblables.



Si a # b, soit ul'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base cano-
nique %(e;, e2) est A. Cherchons une base %8, (vy, v,) de R? dont la quelle

ule;) = Ael u(r)) = /11)1
ules) = ae;+Aey et{ u(vs) = buvi+Avy
On prend v; = e et soit v, = xej + yey, alors 'équation u(vs) = bv; + Av,

s’écrit aussi A (;C/) =b (1

la matrice de u est B, on alors {

b
0) +1 (;C/), alors ay = b, comme a # 0, alors y = P et

b

X est quelconque, alors v, = —e,, on a bien (vy, v2) est une base car b # 0,
a

donc A et B sont semblables.

Partie II - Démonstration d’un résultat

16) Légalité B = P LAP sécrit aussi, PB = AP, alors (R+iS)B = A(R+1S),
alors RB+ iSB = AR + i AS, comme les matrices RB;SB; AR et AS sont
réels, alors RB= AR et SB=AS.

17) Sionpose R = (1 j)1<i j<n €t S = (Si j)1<i j<n, alors:
n
det(R+xS) = Y_ €(0) [[(ri,j + xsi ), or les quantités r;, ; + xs;,; sont des

g€eS, i=1
n

fonctions polynomiales de degré 1, donc [ [ (r;, jt+xs; ;) sont des fonctions
i=1

polynomiales de degré n, alors det(R + xS) est une fonction polynémiale

de degré < n, or det(R + iS) = det(P) # 0, donc non nul, alors posséde un

nombre fini de racines réels, donc 3xj € R tel que det(R + xS) # 0, alors la

matrice (R + xS) est inversible.

18) Ona RB = AR et SB = AS alors RB+ x9oSB = AR+ x9AS, donc (R+ xyS)B =
A(R+ xpS), or la matrice (R + xpS) est inversible et réel, donc les matrices
A et B sont semblables dans .4, (R).
-1
X
dans C de racines 0;i;—i, donc ces deux matrices sont diagonalisables
0 0 O
dans .#3(C) et tous semblables dans .#3(C)a|0 i 0 |, doncellessont
0 0 —i
semblables dans .#3(C) et comme elles sont des matrices réelles, par ap-
plication des questions précédentes, les matrices A et B sont semblables
dans 3 (R).

X
19) yp= Xdet( 1 ) = X(X?+1) = X3+ X = y4 qui est simplement scindé

Partie II1

20) e Si A est diagonalisable, comme 7n4 = 7, alors 7wy est scindé a racines
simples, donc B aussi.
xA = xB, donc A et B sont semblables a la méme diagonale, par consé-
quent elles sont semblables.



21)

* Si A n’est pas diagonalisable, alors A possede une seule valeur propre
notée a qui est aussi la seule valeur propre de B car y4 = xp, alors m4 =
g =(X-a)>.

Ces deux matrices sont trigonalisables car leurs polyndémes caractéristiques
sont scindés = (X — a)z , donc A est semblables a une matrice de la forme

0
Si a =0, alors A sera diagonalisable, absurde, de méme b # 0, par la ques-
tion Q15), A et B sont semblables.

(a Z), de méme B est semblable a une matrice de la forme ((g Z)

On consideére les matrices suivantes :

01 0 0 01 0 O

0 0 0 O 0 0 0 O
A=10 0 0 0o|%B=o 0 0 1

0 0 0 O 0 0 0 O
oA;éO;B750;calculparblocsdonneA2=BZ:O,d0nan=7tB=X2et

onya=yxp=X"
* Mais rg(A) = 1 et rg(B) = 2 d’apres la question 8, ces deux matrices ne
sont pas semblables.
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