e3a Polytech Corrigé de I'épreuve spécifique Filiere PSI

Exercice 1

1. (a) On développe (1 + X)?" par la formule du binéme, ce qui fournit sa décomposition dans la base
canonique de R[X]. Le terme qui nous intéresse est (Q:)X ™. Ainsi, le coefficient de X™ dans le

polynéme (1 + X)?" est (*").
(b) On écrit :
1+X)™ =1+X)"(1+Xx)"

(k,1)e[0,n]?

= 2 <k> <Z>X
(k,1)efo,n]?

n
Les termes qui nous intéressent sont ceux pour lesquels k& + [ = n, c’est-a-dire ( ) ( k) xn.
n—

Pt k
Ainsi, le coefficient de X™ dans le polynome (1 + X)?" est aussi ,;] (k) (n )= 2) (Z)
"\’ 2n
) déduit = .
(¢) On en dédui que,;(’“) (n)

2. Cette matrice est triangulaire supérieure. Ses valeurs propres, comptées avec leur ordre de multiplicité,
sont ses élément diagonaux a et c.
Si a # ¢, cette matrice de Ms(R) posséde deux valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.
Si a = ¢, elle n’est pas diagonalisable, car si elle I’était, elle serait semblable & une matrice d’homothétie,
donc égale & une matrice d’homothétie, ce qui n’est pas le cas.

Finalement, la matrice (a 0) est diagonalisable si et seulement si a # c.

2
3. D’aprés la question précédente, {w € Q | A(w) est diagonalisable} est 'événement (Y # Z).
On calcule alors

ZIE” N(Z=k))

ZIP’ (Y = k)P(Z = k) par indépendance de Y et de Z

e

22n

)

22n °

Ainsi, P{w € Q| A(w) est diagonalisable}) =1 —



4. La matrice étant triangulaire, elle est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux sont tous non
nuls.

Ainsi Pévénement {w € Q | A(w) est inversible} est (Y > 1)N (Z > 1).
Par indépendance et identique distribution, la probabilité cherchée vaut P(Y > 1), ou encore

1

(1-P(Y =0))*= <1 - 2n>2.

Exercice 2
Questions préliminaires
1. On distingue trois cas :

— a=—w? ot w € R} : la solution générale s’écrit alors

y : t € R— Acos(wt) + Bsin(wt), ot A et B sont deux réels arbitraires.
— «a =0 : la solution générale s’écrit alors

y : t e R~ At + B, ou A et B sont deux réels arbitraires.

—a=w? otwe R? : la solution générale s’écrit alors

y : t € R cosh(wt) + Bsinh(wt), ot A et B sont deux réels arbitraires.

2. D’aprés le théoréme fondamental du calcul intégral, H est la primitive nulle en a de la fonction continue
h. A ce titre, elle est de classe C'* sur [0, 1], et sa dérivée est la fonction h.

kkkkk
3. Cas particuliers
1
t si te [0, }
(a) La fonction est aussi définie par t € [0,1] — 1 3] . D'ou le graphe :
— sinon
3
Y
1
3
0| T

(M

(b) On utilise la relation de Chasles :

1 1 3 1 1 1
/min —,t|dt :/ min | —,¢ dt—l—/ min | —,¢ | dt
0 3 0 3 1 3
3
/ 1
0 3

(c) Plus généralement, toujours avec la relation de Chasles :



4.

(a) Question clé!

Tout d’abord, pour tout = € [0,1], la fonction ¢ — min (x,t) est définie et continue sur [0, 1], donc
il en est de méme de ¢t — min (z,t) f(¢), et Uintégrale min (z,t) f(t) existe : la fonction F' est bien
définie sur [0, 1].

Ensuite, par la relation de Chasles, pour tout = € [0, 1],

/ min (z, t) dt+/ min (z, ) f(t)dt

:/Otf dt+x/f t)dt

La fonction = — / tf(t)dt étant la primitive nulle en 0 de ¢ +— tf(t), elle est de classe C! et a pour
0
dérivée z — x f(x).
1 T
La fonction x +— / f(t)dt = / —f(t)dt est la primitive nulle en 1 de ¢ — —f(¢); elle est de classe
1

C' et a pour dérivée —f.
Ainsi F est de classe C!' comme combinaison de telles fonctions, et, pour tout z € [0, 1],

(o) /f )t — zf(a /f

(b) On trouve F(0) = F'(1) = 0.
(c) D’aprés l'expression de F’ obtenue & la question 4.1, F est de classe C? sur [0,1] et F” = —f.

5. T est linéaire, essentiellement par linéarité de lintégrale, et, pour tout f € E, T(f) est la fonction F

étudiée a la question 4, qui est en particulier continue sur [0, 1]. Donc T est bien un endomorphisme de E.

6. Si, pour f € E, T(f) est la fonction nulle, alors T(f)” est aussi la fonction nulle. Or, d’aprés la question

4.3, T(f)” = —f : f est donc la fonction nulle.
Ainsi, ker(T) = {Og} et T est un endomorphisme injectif de E.

7. On pose A = {G € C?([0,1],R) | G(0) = G'(1) = 0}.

(a) C’est le résultat de la question 4.2.
(b) D’apres la question 4.1, pour tout z € [0, 1],

TG (z) = /0 16 (0)dt + @ / 1 G (t)dt

x

— 6@~ [ G+ (6]

— 2G'(z) — G(2) + G0) + (G (1) — G'(x)
~ —6(a)

Finalement, T(G”) = —G.

(c) Soit G € A. D’aprés la question précédente, G = T(—G”) € Im(T).

Finalement, Im(T) = A.

8. Recherche des éléments propres de T

(a) D’abord, la question 6 permet d’affirmer que, si A est une valeur propre de T', alors A est non nulle.

Supposons par I'absurde que T admette une valeur propre A strictement négative, et notons f € F
un vecteur propre associé.
Puisque T'(f)” = —f, et T(f) = Af, alors f est solution de ’équation différentielle :



1
Yy’ —wy =0, ouw? = -

Ainsi, il existe deux réels A et B tels que, pour tout ¢ € [0, 1], f(t) = A cosh(wt) + B sinh(wt).
1
Or f= XT(f)’ donc f(0) = f'(1) = 0, ce qui s’écrit :
A =0
—Asinh(w) + Bceosh(w) =0~
ou encore A = B =0, soit f =0, ce qui n’est bien siir pas possible.
Finalement, si A est une valeur propre de T', A est un réel strictement positif.

(b) Soit A est une valeur propre de T. D’apreés la question précédente, il existe un réel w > 0 tel que

1
Soit f un vecteur propre de T' associé a cette valeur propre A.
Comme dans la question précédente, puisque T(f)” = —f et T(f) = Af, alors f est solution de

I'équation différentielle 37 + w?y = 0, et il existe deux réels A et B tel que, pour tout ¢t € [0, 1],
f(t) = Acos(wt) + Bsin(wt).

Or f= %T(f), done f(0) = f'(1) = 0, ce qui s’écrit :

A =0
—Asin(w) + Beos(w) =0~
ou encore A = B cos(w) = 0.
Dongc, si cos(w) # 0, f =0, ce qui n’est bien siir pas possible.
Sinon, f est de la forme ¢ — Bsin(wt), ot B est un réel non nul. Dans ce cas, pour tout z € [0, 1],

T(f)z) =B /:tsin(wt)dt—i—w /x sin(wt)dt)

([ L e[

cos(w)) 7

w

1

1
=B 2 sin(wx) — x

= EB sin(wz) car cos(w) =0
= Af(z)

et f est bien vecteur propre de T associé a la valeur propre \.

1
Finalement, les valeurs propres de 1" sont les réels —————, ou k € Z.
(g + k7r)
1 . .
(¢) Pour chacune de ses valeurs propres A = W’ le sous-espace propre est la droite de F engendrée

par la fonction t — sin ((g + kﬂ') t), de dimension 1.

Exercice 3
1+ ax? + By?

ax; T + Byy;

ax;z; + BYyiy;

1+ az2 + By?
M est une matrice symétrique réelle. D’aprés le théoréme spectral, elle est diagonalisable dans M, (R).

2. (a) Ux est le produit d’'une matrice de M,, 1(R) et d’une matrice de Mj ,,(R) : c’est une matrice de
My (R), dont le terme d’indice (4, j) est z;x;.
C’est aussi une matrice symétrique réelle, donc une matrice diagonalisable dans M., (R).



(b)
()

Les colonnes de Ux sont toutes proportionnelles & X. Le vecteur X étant non nul, Ux est de rang 1,
et Im(Ux) =R .X.

ker(Ux) est ensemble des vecteurs Y € R” tels que UxY = 0, soit XXTY = 0, soit encore
X(XTY) =0, puis (XTY)X =0 car XTY est un réel, et enfin XTY = 0 car le vecteur X est non
nul.

ker(Ux) est donc ’ensemble des vecteurs orthogonaux a X, c’est-a-dire & Im(Ux ).

En particulier, ker(Ux) et Im(Ux) sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux...

.... et , puisque ker(Ux) = Im(Ux)?*, ker(Ux) et Im(Ux) sont deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires dans R".

Classique !

U = XXTXXT = (XTX)XXT = tr (Ux)Ux : Ux annule le polynéme X2 — tr (Ux)X.

Une base adaptée a la décomposition de la question 2d est composée de n — 1 vecteurs de ker(Ux)
et d'un vecteur X non nul colinéaire & X, dont I'image par ux est XXTX =tr (UX)}N(.

Ainsi, dans cette base, la matrice de ux est la matrice diagonale D d’éléments diagonaux tous nul,

sauf le dernier égal a tr (Ux) = XTX = Zxﬁ
k=0

3. Ici, M = I,, + aUx. Les valeurs propres de M sont donc 1, d’ordre de multiplicité n — 1, et 1 + a X7 X,
simple.
Directement, puisqu’il existe P € O, (R) telle que Ux = PDPT M = P(I,,+aD)PT, et M est semblable
adiag(l,...,1,1+aXTX).

4. Cas général :

(a)

(b)

i MX = (I, + aUx + BUy)X = (1 + aXTX)X + B(YTX)Y.

ii. De méme, MY = (1+ BYTY)Y +a(XTY)X. On constate donc que f(X) et f(Y) sont dans F,
ce qui prouve que F' est stable par f.

Puisque M est une matrice symétrique réelle, f est un endomorphisme symétrique. Par résultat de
cours, on en déduit que, puisque F' est stable par f, F- est stable par f.

Pour tout Z € F*,

f(2) =Mz
= (I, + aUx + BUy)Z
=Z+aXXTZ4+B8YYTZ
=Z+a(X|2)X +8(Y|2)Y
=7
Donc f induit I'identité sur F*.

i. Les calculs de M X et MY effectués précédemment prouvent que G est la matrice de I’endomor-
phisme induit par f sur F' dans la base (X,Y).

.. G 0
ii. On trouve (O In—2>

iii. Puisque f est diagonalisable et que F' est stable par f, ’endomorphisme induit par f sur F est
lui aussi diagonalisable (c’est un résultat de cours...). Donc G est diagonalisable dans M2 (R) et
ses valeurs propres sont bien str réelles.

ol X|? o(X]Y)

BXIY)  BlIY|

o| X[ a(X]y)

BXIY)  BlIY|

On calcule alors le polynéme caractéristique de cette derniére matrice :

xu(t) =t — (| X[?+ BIY[*)t + aB(IXP[Y]? — (X]Y)?)

X2 Y2
= (o= DY s asqupi e - G -

iv. Tout d’abord, G = I, + < ), de telle sorte qu’il suffit de calculer les valeurs

propres de H = < ), et de leur ajouter 1.

(all X|1* + BIY %)
4

2 2\ 2
_ (t— “X””””Y”) — I CaaB(IX PNV — (X)) + (@l X2 + BIYIZ)2)

2 4
X2+ 81V )I2\* 1
_ <t - 0‘”;5””) — 7 4aBXY)? + (@l X - BIY|)?)



On obtient alors les valeurs propres de H :

ol X|° + BIVI? | v4eB(XY)? + (ol X]* - BIY]?)?
2 2 ’

puis celles de G :

of X* + BIVI | vA4aB(X[Y)? + (ol X]” - BIV]?)*

1
+ 2 2

(d) Les valeurs propres de la matrice M sont 1 d’odm n — 2, et les valeurs propres de G.

1. (a) i

ii.

Exercice 4

—1
(1+h)"‘:1+ozh+70‘(°‘2 )

On pose t = 1 — h. Alors
1—t* =1-(1-h)~
-1
=1—-(1—ah+ %}ﬂ + Oh_>0(h2)>
1 :
= ah — M%ﬂ + Oh%o(h2>
~ ah quand h — 0

h? + Ohﬁo(hQ).

Finalement, 1 — t* ~ «(1 — t) quand ¢ — 1.

1
1
b) C’est une intégrale de Riemann sur un intervalle borné. Donc ——dt converge si et seulement
(1—1t)P
o _

si 8 <1.

(c) La fonction t —

1

(1_? est définie et continue sur [0, 1], & valeurs positives.

1—tw 1 1

(L= 01—t

+ quand ¢ — 1.

n

1 1 1
1 1—tn
Puisque n > 2, % <1, et l’intégrale/ Wdt converge. Par comparaison, l’intégrale/ (7dt
0 — 0

1—t)tt=

converge.

2. Démonstration d’un encadrement

(a) Par étude de la fonction ¢ — e! — 1 — ¢, on montre que pour tout réel t : 1 +¢ < et.

2

On étudie ensuite la fonction ¢ — 1 4+ ¢ + 5 e, qui est dérivable sur R_ et dont la dérivée

est t = 1+t — e'. D’aprés la premiére inégalité, cette dérivée est négative, donc la fonction est
décroissante, de +0o en —oo & 0 en 0. Elle est donc & valeurs positives sur R_.

(b) i

ii.

2p+1 k
U
La encore, on étudie sur I'intervalle | — oo, 0[ la fonction g, : u <0+ e* — g h
k=0

C’est une fonction de classe C*°, dont la dérivée est définie par :

2p+1 kukF—1 2p uF
W0, gu)=e' =3 =< =) o
k=1 : k=0 ’

D’apreés I’hypothése, e* < Us), pour tout u < 0, ce qui prouve que g, est une fonction décroissante.
Valant 0 en 0, on en déduit que g, est & valeurs positives, ce qui fournit I’égalité attendue.
2p+2
Ici, on étudie la fonction g, : u < 0 — Z Z—' — e", qui est dérivable, de dérivée u < 0 —
k=0

2p+1

u u . . s R . L - . .

o e, négative d’aprés la question précédente. Etant encore nulle en 0, décroissante, on
k=0

en déduit qu’elle est & valeurs positives.

(¢) On démontre alors par récurrence sur l’entier p que, pour tout p € N*,

Yu é 0, U2p+1 S e S Uzp.



La question 2.1 est I'initialisation, la 2.2 ’hérédité.

1
3. C’est une conséquence de l'inégalité précédente, en prenant u < — In(t), en retranchant 1 et en multipliant

tout par —1, ce qui a pour effet de renverser les inégalités.

211 g 1 (1 g
1- Z 7 <n ln(t)> <1-—exp (n ln(t)> <1l- Z o (n ln(t)> .
k=0 k=0
i In?(¢) . .
4. La fonction t = —————— est définie et continue sur ]0, 1.
(1—t)ttw
. ) 1 . 3 dt
Quand t — 0, V#|In(t)|P — 0 par croissances comparées, donc |In(¢)|? = o; 50 | —= |. Puisque —
\/f 0 \/E
g . L Ol :
converge, on en déduit par comparaison que mdt existe.
0 — n
In(t)|P ! dt
Quand t — 1, | In®)] -~ —. Pourp>1,1 —p—&—% < 1, donc l'intégrale / —_—
(1 _ t)1+; (1 _ t)l—P"rE % (1 _ t)l—p-i-;

: b ()P
converge, et par comparaison, ——————dt converge.
p (-0t
1
In(?)|?
Finalement, / Lﬂldt converge.
0 (1 _ t)lJr;

5. On applique I'inégalité obtenue & la question 3 avec p = 2. Il vient :

1
On multiplie par W7 puis on intégre entre 0 et 1, toutes les intégrales étant convergentes, pour

obtenir :

1 [ —In(t I e (’ 1 [ —In(t
7/ —JiLm——7 A—iQT&g%gf/g—ﬂQTm
nJo (1—t)1+ﬁ 2n 0 (1—t)1+ﬁ nJo (1—t)1+ﬁ

e N . A : ) InP(t)
6. On utilise ici le théoréme de convergence dominée, appliquée a la suite de fonctions f,, : t +— W
sur lintervalle |0, 1[.

— Pour tout n > 2, f,, est définie et continue sur ]0, 1.

In?(t)

sur l'intervalle
1—t¢

— La suite de fonctions (f,), converge simplement sur |0, 1[ vers la fonction ¢ —
10, 1].

— La limite simple de la suite de fonctions (f,), est continue sur |0, 1.

— Pour tout n > 2, pour tout ¢ €]0, 1],

_Im@P _m@P 1 [P
|hw—ufwﬁ§lftxﬂ%ﬁ§@*$

)

o
fEE
est intégrable sur |0, 1[.

1 P 19,4P
Ainsi, lim (/ ln(t)ldt> :/ In” (1) dt.
n—00 0 (1 _t)lJrg o 11—t

7. On multiplie par n 'inégalité obtenue a la question 5, et on fait tendre n vers 4oco.

[ In(®)”
(1-1)2

car =exp (2(—=In(1 —¢))) <exp (3(—In(1 —t))) quand n > 2, et la fonction ¢ —

1 1 2 1
—In(t 1 In“(t —1In(¢
Le membre de gauche, a savoir / L()ldt - — / L)ldt tend vers / n( )dt, comme

le membre de droite.
L' In(t)
1-—t

Par encadrement, on en déduit que lim n~,, = / dt.
n
0



8. La fonction ¢ — — In(¢)tP est définie continue sur ]0, 1], prolongeable par continuité en 0 si p > 1. Comme
t — —In(¢) est intégrable sur ]0, 1] d’aprés le cours, on en déduit que, pour tout entier naturel p, 'intégrale

1
/ —In(¢)tPdt existe.
0

9./0 —In(t)dt = [t — tIn(t)]; = 1.

1 tp+1 1 1 1 1
SipeN*,/ lnttpdt—[lnt } +—/ At = ———.
0 ) <)p+1 o pt+1Jo (p+1)?

10. On applique le théoréme d’intégration terme & terme des séries de fonctions intégrables a la série de
fonctions ng, ou g, : t+ —In(t)tP.
P
— Chaque fonction g, est intégrable sur |0, 1].

— La série de fonctions Z gp converge simplement sur ]0, 1] et a pour somme la fonction ¢ _1 ot
p>0

continue sur 10, 1[.

1
1
— La série Z/o lgp(£)|dt est la série Z TESIEL convergente.

p=0 p=0
it ane [0 4, 1
On en déduit que /0 T+ dt = Z:/O gp(t)dt = Z p+1)2
p=0 p=0
+oo 1

11. On a montré que nvy, = Z — + Opn—oo(1), ou encore :
p=1



