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CONCOURS COMMUN MINES-PONTS-TELECOM-SUP'AERO... 1976 

OPTION M - ~ E R E  EPREUVE DE MATHEMATIQUES 

(DUREE : 4 HEURES) 

L'BnoncB de cette &preuve, particuligre aux candidats de l'option M, comporte 4 p a ~  es 

Il est demande expressement aux candidats de donner des demonstrations precises et 
rigoureuses. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en consideration par le 
correcteur. 

NOTAT 1 ONS 

Si E est un espace vectoriel euclidien (de dimension quelconque), et si (x,y) 

appartient a E2, les notations (x /Y)  8 11 X I I ,  désignent respectivement le produit scalaire 
des vecteurs x et y, et la norme euclidienne du vecteur x. 

L'objet du probleme est l'etude de certaines propri€t& des endomorphismes SymtStriqueS 

de E, c'est-&-dire des endomorphismes u de E tels que l'on ait : (u(x) (y) = (xlu(y)> pour tout 
(x,y) appartenant a ~ 2 .  

Si u est un endomorphisme de E, on disigne pax : 

- h(u) l'ensemble des valeurs propres de u (Bventuellement vide) 

- S(u) l'ensemble des rBels X tels que u - 11, ne soit pas inversible (1 

l'application identique de E) . 
E: l'espace propre de u associe au réel X (si X appartient & A(u)) . 

designant E 

- 

On note%c(E) l'espace vectoriel réel des applications linGaires continues de E dans Et 
et B la boule unit6 f e d e  de E. On rappelle queSc(E)est l'ensemble des endomorphismes de E 

qui sont bornes sur B i pour u appartenant àdec(E)On note 1 1 1 ~ 1 1 1  le r6el defini par : 
1 1 1 ~ 1 1 1  = Sup IIu(x1 II , ce qui permet de considgrer l'espace vectoriel nord (&JE) ; 111 111) 

x€B 

PARTIE 1 

On suppose dans cette partie que E est de dimension finie, non nulle, et on *signe 

par Q l'ensemble des formes quadratiques s u r  E. 

1 - 1. Munir Q d'une structure d'espace vectoriel rdel ; exprimer sa dimension 
a l'aide de celle de E. 

1 - 2. Soit q un élement de Q . 
q 

a) Montrer qu'il existe, et de façon unique, un endomorphisme SymBtriqUe U 
de E. tel que l'on ait q(x) = Cu (x) 1 x> pour tout x de E. 

9 

b) Montrer que est un réel, que l'on note n(q), 
xEE - ( 0 )  

et que l'application q- n(q) de Q dans l'ensemble des rdels positifs ou nuls est une norme. 

f .#/d 
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c) E-imer le  r4e l  n(q) B l'aide des B l a e n t s  de S(u . 
9 

d) En d e u i r e  que l 'on a : n(q) = sup 
x CE - 10) 

1 - 3. Dans cette question seulement, on donne un e n t i e r  N strictement pos i t i f ,  

e t  l 'on considare E = R" muni de sa s t ruc ture  euclidienne canonique. On note u l'endomorphisme 

aym6trique de E dont l a  matrice dans l a  base canonique de E est : 

Montrer q u ' i l  ex is te ,  e t  de façon unique, un dl6ment q de Q tel que u = u 9 . 
Determiner l a  signature de q e t  l a  valeur du r6el n(q) . 

+ 1 - 4. On &signe par Q l'ensemble des fomqs quadratiques d6finies posi t ives  SUT E ; 
+ montrer que Q 

apras l ' avoi r  &montr6e, 1'6quivalence, pour q r516ment de Q : q€Q'  +=+ inf  (q(x)) > O 1. 
est un ouvert de l'espace vec tor ie l  nom4 (Q,n). [On pourra u t i l i s e r ,  

II x II =l 

PARTIE II 

On ne f a i t  plus d6sormais l'hypothese que E est de dimension f in ie .  Dans toute  

cette partie, on considgre un endomorphisme s w t r i q u e  u de E ,  dl6ment d e s  (E), non nul. 
C 

[ On pourra dgsigner par M l a  borne sup6rieure des 1 ( ~ ( x )  1 x) 1 pour x dans B e t  montrer que 

111 411 ' M 1 

II - 3. On suppose dans tou t  ce qui  s u i t  que u ve r i f i e  l a  propri6t6 suivante : 

(Pl : L'adh6rence de u(B) dans E est une partie compacte de E,  ce qui veut d i r e  que de 
toute su i t e  de u(B) on peut ex t r a i r e  une su i t e  qui converge dans E. 

II - 3. A - Etude d'un exemple 

E est i c i  l 'espace vec tor ie l  des fonctions continues sur  [0,1] e t  B valeurs dans 

R muni du produit scalaire def in i  par : 
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Soit K(x,y) un polyn8me aux deux ind6termines x e t  y, symetrique, (K(x,y) = K(y,x) ) 
e t  a coeff ic ients  reels. 

Pour t ou t  f appartenant a E, on designe par u ( f )  l 'application def inie  s u r  [0,11 par : 

a) Montrer que u( f )  est un Bl6ment de E e t  que l 'appl icat ion fc-, u ( f )  de E dans E 

e a t  l in6aire  e t  cantinue. 

b) Dbmontrer que l'endomorphisme u est s-trique e t  que l'image u(E) est un sous-espl 
vectoriel de E de dimension f inie .  

c) En *duire que u v6r i f i e  l a  propriete (P) . 
II - 3. B - On revient au cas gedral, c'est-&dire qu'on suppose h nouveau E quelcanq 

a) Quitte a changer u en -u, montrer q u ' i l  existe une s u i t e  ( x ~ ) ~ ~ ~  de points  dans 
E qui *r i f ie  : 

(il : ( V n E N )  ( IIxnll = 1 )  

b) Montrer que l a  s u i t e  (xn) converge vers y e t  en d6duire que y est  vecteur 
n€N propre de u associa au reel ( 1 1 ~ 1 1 1  . 

II - 4. a) si v appartient B 28 (E), e t  N appartient a N, on pose : 
C 

w = N E (-1) P oil 9 = v o  O . . . .  o v  est  l ' iSr€e  p fois de v, 
est avec en pa r t i cu l i e r  vo = lE . %&er que si 1 1 1 ~ 1 1 1  < 1, l a  suite de terme g6n6ral w 

une suite de Cauchy de (gC(~) ; 111 III 1 .  
N 

b) Zalculer le produit (lE + v) o W N  . 
On suppose dans tou t  ce qui s u i t  que ( g c ( E ) ;  111 III est ccmpletc c'est-&-dire que 

Montrer qu'alors, si v dans% (E) v6r i f i e  1 1 1 ~ 1 1 1  < 1, l'endomorphisme lE + v est 

toute s u i t e  de Cauchy de (Sc(E1 , 111 111 1 converge dans 8 (El . 
C 

C 
inversible. 

c) &duire de ce q u i  pr6c8de que S ( u )  est  une p a r t i e  compacte non vide 
de R contenue dans l ' i n t e rva l l e  1- 1 1 1 ~ 1 1 1  , 1 1 1 ~ 1 1 1  1 . 

1 1 6  / ' 4 ,  
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II - 5. b o i t  E un reei s t r ic tement  p o s i t i f  ; on suppose que l'ensemble 

{ X E A ~ G ?  : l a 1  > L 1 es t  i n f i n i  . 
c. .,IL 4b -A e x i s t e  une s u i t e  ( A n ) n c N  de A(u) une su i t e  (xnInEN 

dans E q u i  v6ri.fient : 

<i,i) : 11 exis te  un d e l  A non nul  t e l  que l i m  An = A 
n+- 

U Pour t a u t  e n t i e r  n ,  xn appar t ien t  a EX (i ,i, i) : 
n 

(i v) 

(VI : La s u i t e  de terme general  u(xn) est  convergente. 

b) Aboutir a une contradict ion ; en deduire le  r e s u l t a t  suivant : 

- ou bien il e x i s t e  une b i j e c t i o n  n c-.t Xn de s u r  A(u) avec:lim An = O . 
n ++O0 

Il . 6. CT. suppose que u est invers ib le  d a n s g C ( E ) e t  que l a  foome quadratLque 
- : ~r c-c !:u(;h) A) est B G S l t i V e  et n'admet pas de vecteur i so t rape  a u t r e  que O . 

Nontrer, a Ilaide des resu lca ts  pricedents,  que h(u) es t  une p a r t i e  f inie  

%? l'ct7seIclle des r6sels stricttment.  p o s i t i f s .  


