CENTRALE MATHS-2 2015 CORRECTION

Centrale maths-2 2015

Partie I: Représentation intégrale de sommes de séries

LA. -
(I.LA.1) Pour n > 2, on a

L +In(1 1 L +o !
n — n - — | = 535
@ n n 2n2 n?

. 1 .
Soit a,, ~ EbwoE la série g an est convergente
n
nz=2

n
(I.A.2) La suite de terme général S,, = Z ay, est convergente. Or pour tout n > 2, S,, + 1 =
k=2
H, —Inn, donc, en posant A = lirf Sp + 1, on obtient H, —Inn = A+ o(1). Ainsi
n—-+oo
H, :lnn+A+o( ), puis H,, ~Inn
1nn

I.B. Soit r ¢ N.Ona ——— , on distingue deux cas
(n + 1) nr
1 In
e Sir<l, alors — = (— donc la série diverge
Inn L. s .
e Sir>2ona—=o —3 , donc la série converge, par le critére de Riemann
n n

Bref la série considérée converge si, et seulement, si r > 2
1.C. -

(I.C.1) Les fonctions considérées sont développables en série entiére avec

Vte [-1,1[, In(1—1t) Z—

n=1
et

1 =
vt e]-1,1[, = > ot

n=0

t’n/
Les deux séries g — et E t" ont méme rayon de convergence R = 1
n
n>1 n=0
(I.C.2) Le produit de deux fonctions développables en série entiére est développable en série
entiére dont le développement est fourni par le produit de Cauchy

viel]-1,1[, — 14 ZHt”

I.D. -
1
(I.D.1) L’application ¢t — ¢ (Int)? est continue sur ]0, 1], avec t? (Int)? = o <—> Donc

Vit

lapplication considérée est intégrable sur ]0, 1], en particulier 'intégrale I, , existe.
p+1

+1
une intégration par parties, on obtient

. L/ g+l N/ .
I = In¢)* dt
P:q /0 (erl) (Int)

s ! 1 _
= { (lnt)q} S O K
€

(I.D.2) Les deux applications t — et t — (Int)? sont de classe C! sur [e, 1], alors par

p+1 p+1Jg
B q . eP*l (Ine)?
- p+ 1 p,q—1 p+ 1
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(I.D.3) Les deux intégrales I, 1 et I, ;, sont convergentes, donc les fonctions ¢ € |0, 1] —

I5 -1 et e €]0,1[— I; , admettent des limites respectives I, ;1 et I, ; en 0T. Or

ePtl (Ing)? s R .
0, alors par passage & la limite dans I’égalité précédente,on obtient
p+1 e—0+
q

Iyg=—"—1I,,

D:q p+1 p,q—1
1.D.4) Soit p € N. On mont ' N que I, — D¢
(I.D.4) Soit p € N. On montre par récurrence ¢ € N que I, , = W

1
1
e Pour ¢ =0, on a bien I, :/ tPdt = ——
q ) p,0 0 D + 1
e Soit ¢ € N, d’aprés la question précédente on a

;o atl, wmm g+l (D%t (=)THg+ D)
p,gt+1 — p+1 20— p+1 (p+1)q+1 - (p+1)q+2

L.E. 1l s’agit d'une application directe du théoréme de la convergence dominée pour les séries :
e Pour n € N, l'application f, : t —s a,t™ (Int)" "' est continue et intégrable sur ]0,1[

° Z fn converge simplement sur |0, 1[ de somme t — (lmf)r_1 f(t) qui est continue sur

n>=0
10, 1[, car f est développable en série entiére
1
e Pour tout n € N, / |frn(t)| dt = |an|/ " |In(t) | dt = %(r — 1)!. Par hypo-
n
these Z G converge absolument, donc la série Z / | frn(t)] dt converge

n>() n=0
D’aprés le theoreme de convergence dominée on peut intervertir somme et intégrale. Ainsi

1 +oo .1 +o0
/(mt)“lf(t)dt = Z/ fn(t)dt:ZanIn,T,l

0
+
’l“l
= —1)!
(-1 (r zz:n—i-l

LF. -
, L In(1—1¢) ) ) L.
(I.LF.1) L’application f : ¢ 7 vue en question I.C, est développable en série
+oo
entiére sur |—1,1[ avec f(x ZH 2" pour tout x € |—1,1[. En outre, d’aprés
n=1

H

la question I.B, la série a termes positifs Z —" _ converge puisque 7 > 2. On
n>1 (n + 1)

applique donc le résultat de la question I.E et on obtient la formule

+oo

Srzz( H, _ (U /1 eyt =D g

< (n+1) (r—1'J, 1—t

_ —(In(1 - #))?
(I.F.2) Les fonctions ¢ —s (Int)" ' et t —> M sont de classe C! sur |0, 1[. Avec

r—1 - 2 ~ 42 r—1
e (Int)" " (In(1 —1¢)) 0+t (Int) WO

o (Int)"  "(In(1—1)* ~ (t—1)""1(In(1 —t))> —— 0
1- t—1—
Donc, par intégration par parties

/01 (Int)" " hlilf_tt)dt = /01 (Int)" (M)/ N

{(m)’“—l (7111(1_2 t)g)]; _ A 1 ((mt)’“—l)' 71“(1_*2 D” 4

=0

-1 1 1 r—2 Y
T / (Int)" " In(l —1t) dt
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—1)r 1 1 r—2 In(1 — 2

Ainsi S, = (=1) / (Int)” " (n(l — 1)) dt
2(r—=2)!Jy t

1 (! (In(1 - 1))?

(I.LF.3) Pour » = 2, on obtient Sy = 5/ M

0

t=1-—u (u+—1—u est une bijection de C' de ]0, 1[ sur lui-méme), on obtient

SQZEAIMdu

dt. Via le changement de variable

2 1—u

1
On applique le résultat de la question I.E, avec ¢t — T—¢ les a,, valent 1 et r = 3.
Alors N
1 [ (In(u))? X 1
So== ] 2 qu=N —— _ —¢(3
: 2/0 T = =0

Partie II: La fonction (3

II.A. La fonction I
(IT.A.1) Soit 2 > 0. On a t — t*~te~! est continue sur ]0, +-o0[

Au voisinage de 0 : On a t* et ~ 771 = o donc intégrable en 0 car 1 — z < 1.
Au voisinage de +00 : On at* le t =0 (t%) donc intégrable en +oo.

On déduit que t — t*~te~! est intégrable sur ]0, +-o0[

(II.A.2) L’application u — Y est une bijection de classe C! de R% vers R%, donc les deux
e’

o0 +o0 w1
intégrales / t*7tem ot dt et / —e “du sont de méme nature et puisque la
0 0 o

deuxiéme converge, alors la premiére ’est aussi et on a 1’égalité des valeurs, c’est-a-dire
/+OO tr et dt = M
0 a®
I1.B. La fonction [ et son équation fonctionnelle
(IL.B.1) La fonction ¢t — t*~1(1 — ¢)¥~1 est continue sur ]0, 1[.
En 0" : Onat® (1 —¢t)¥1 ~t*! elle est intégrable en 0 car 1 —z < 1
En17: Onat®™ (1 —t)¥ 1 ~ (1 —¢)V"! elle est intégrableen 1~ car 1 —y < 1
Elle est donc intégrable sur 0, 1[, en particulier 5(z,y) existe
(I1.B.2) Egalité obtenue avec le changement de variable affine ¢t — u = 1 — ¢, qui est une
bijection de C! de |0, 1] sur lui-méme.
,(1 — t)y

Y
t)¥ —— 0 et t*(1 — t)¥ —— 0. Donc, par intégration par parties
t—0t t—1-

st = [o(S22)

- PP

=0

(I1.B.3) Les fonctions ¢t — t* et t —> sont de classe C! sur ]0,1[. Avec t*(1 —

1
z o1 z
= 2/ =1 -t)vdt==B(z,y+ 1
= et = Zay+ )
Soit Bz, y + 1) = %ﬁ( + 1,y). D’autre part
1 1
Blx+1,y)+B(x,y+1) = /tx(lft)y_ldtJr/ t" 1 —t)v dt
0 0

1 1
= /t.tx’l(lft)y’ldtJr/ (1—t)t* 11 —t)v=tdt

0 0

1
- / 211 — £yt dt = Ba, )
0
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11 vient donc f(z,y) = (1 + %) Blx+1,y) = xTerﬂ(x +1,y).

Enfin

Bla+1y) = ——B(r.y)

(I1.B.4) D’apreés la formule précédente S(x + 1,y + 1) = ﬁﬂ(x, y + 1) et par symétrie
z+y

Blx,y+1) = By + 1,2) = %B(y,m), on remplace la derniére formule dans la
Y+
premiére on obtient

Blat 1y +1) = st s Al y)

I1.C. Relation entre la fonction § et la fonction T’
I'(z)l(y)

(IT1.C.1) On suppose que Yo,y > 1, B(z,y) = Tty

Soit x,y >0, on a

(z+y)(z+y+1)

Blz,y) = oy

Blx+1,y+1)

Comme x + 1 et y 4+ 1 sont strictement supérieurs a 1 :

B F(er 1)F(y+ 1) B xF(Z)yF(y)
Blx+1,y+1)= F(x+y+2) *($+y+1)(:v+y)11(30+y)
r@r)

Aprés substitution et simplification : 8(x,y) = Tty
rTy

(II.C.2) u—t = est une bijection de classe C! de ]0, 4+oo[ sur ]0, 1[. Donc

+u

B(z,y) = /tx’l(l—t)y’ldt

0

/+OO U z—1 1 y—1 1
- du
0 1+u u+1 (u+1)2

/+OO w1l
= ——du
o (ut1)7ty

t
(IL.C.3) F, , est une fonction croissante et Vt € Ry, Fy ,(t) = / e "y du < T(x + ).
0

uw—l

WFx,y (14 u)a) est continue sur R? et vérifie

(I1.C.4) L’application ¢ : (a,u) —

V(a,u) €RY,  lp(a,u)] < ﬁf(x +v)

uw—l

Ot u — W est intégrable sur Ry. D’aprés le théoréme de convergence
u

dominée G est définie et continue sur R

(IT.C.5) Soit (ay) une suite de réels positifs de limite +oo.
uw—l

Pour n € N, on définit fn S R+ — WFJ"y ((

14+ u)ay) qui est continue

rz—1

sur R;. La suite (f,) converge simplement vers f : u — (x4 y) qui est

(1+w)zty
continue sur Ry et

uxfl

VueRy, |[fu(u)| < ]

Iz +y)
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r—1
Ou u — ﬂiw est intégrable sur Ry. D’aprés le théoréme de convergence
dominée
+o00 uzfl
Jim Glan) = M | Gy fee (L4 wan) du

+oo ) u® 1
= g e (0 )

+oo u;c—l
= / ———T(z+y)du
o

1+ wu)zty

Ainsi lirf G(an) = B(x,y)T'(z+y). Ceci vrai pour toute suite (a,,) de réels positifs de
n—-+0oo
limite +o00, donc par la caractérisation séquentielle de la limite G admet S(z, y)I'(z+y)
limite en +o0
(IT.C.6) Soit [c,d] C RY

uzfl

e Pour tout a € [¢,d], Iapplication u — ¢(a,u) = 1+ w)*tv
U

Fry((1+u)a) est

continue et intégrable sur R
e  admet une dérivée partielle par rapport a a

9y
Oa

z+y—1 m—le—(l—i-u)a

D(a,u) — a u

qui est continue sur [¢,d] x Ry
e Pour tout (a,u) € [c,d] x Ry

dyp
%(aa u)

< d;c+y—1u;c—1e—(1+u)c

ott u — u*le~(1TWe est intégrable sur R
D’aprés le théoréme de convergence dominée la fonction G est de classe C! sur [, d].
En déduire que G est de classe C! sur R* puisque elle est de classe C! sur [c,d] inclus
dans R}

(I1.C.7) Soit a > 0. D’aprés la formule de Leibniz
—+oo
G'(a) = / @ty e (e gy
0

—+o0

_ aa:erflefa/ uxflefua du
0
['(x)

cf”"’y_le_a—z = ay_le_af(x)
a

(IT.C.8) Soit €,a € R tels que € < a, alors

Gla) - G(e) = T(x) / ety

Par continuité de G et de sa nullité en 0 on a G(e) o G(0) = 0. D’autre part,
e—

G(a) P Bz, y)T'(z,y). Alnsi

+oo
Bz, y)T(x,y) = F(x)/o ty"te7tdt = T'(x)T(y)

D’ou la relation (R)

Partie III: La fonction digamma
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III.A. Soit ¥ : z € R} +— In(['(z)). Pour z > 0, on a
U(x+1)=In(I'(x+1)) =In(2T'(z)) = U(x) + In(z)

1
Par dérivation ¢(x 4+ 1) = ¢(x) + —. Soit (x + 1) — ¢(z) =
x
ITI.B. Sens de variation de

I'(x)T"
(III.B.1) Par les théorémes généraux 3 : (z,y) € R3? —s LJF@) admet une dérivée partielle
Y

0
par rapport a y, donc —6 est définie sur Rf.

dy
Pour z,y > 0, 0n a
35( ) = P@)I"(y) T@)y)M(=+y)
Oy I'(z+vy) I(x 4+ y)?
_ )Ty Ta+y) M@y
L(y) T(x+y) Tty I@+y)

= Y(y)B(x,y) — ¥(z +y)B(z,y)
= B(x,y) (YY) — Y +y))

(III.B.2) Soit y,y" > 0 tels que y < ¥, pour tout ¢ € ]0, 1] 'application z € R ~— (1 —¢)*
est strictement décroissante, donc (1 — t)y/ < (1 —1t)¥, en multipliant par t*~! puis en
intégrant : B(z,y") < B(x,y). Ainsi Papplication considérée est décroissante

0
(IT1.B.3) Pour z,y > 0, le signe de 9(y) — ¥ (x + y) est celui de a—i

(x,y) qui est négative, donc
1) est croissante

ITI.C. Une expression de 1) comme somme d’une série de fonctions
1

(ITI.C.1) Soit k € [1,n], on a ¢(k + 1) — (k) = p et pk+ax+1)—yk+z) = e En

x

sommant de k allant de 1 a n, alors par télescopage
n 1 n 1
1) — 1) — 1) =

w(n+1) X:jk o Vlakn+l) v =)

Soit (1) = ¢¥(n + 1) 2"21 x—i—l):w(n—f—x—i—l)—zn: ! . Enfin, par
k x+k ’

k=1 k=1

différence

/1 1
¢(1+x)—¢(1)=¢(n+x+1)—¢(n+1)+;(E—]Hx)

(ITI.C.2) L’inégalité de gauche est assurée par la croissance de 1. En outre, n+x+1 < n+p+1,

donc
n+p
1
Yt +1) =) <Y(n+p+1) = p(n) =Y o= Hupp = Hoo
k=n
1 1
Pour tout k € [n,n + p], % < e donc
n+p
1 p+1
Hn *an = =<
e ! ;k n
Ainsi +1
0 <(n+a+1) = () < Hypp— Hyoy <2
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(ITI.C.3) Soit > —1. D’aprés les encadrements précédents ¢(n + = + 1) — p(n) —— 0.

n—-+oo

Alors de 'égalité

(1 +a) — (1) =(n+ax+1) —p(n +1) +Z<k k+x>

1 1
on tire la convergence de la série Z <— -
n>1 k n+x

v +e) = +Z<ﬁn+x>

ITI.D. Un développement en série entiére

> ainsi sa somme (1 4+ z) — ¥(1).

Donc

1 1
(IT1.D.1) Pour n > 2, on pose u, : z € [—1,+o0[ —> — —
n n+zx
e u, est de classe C™ sur [—1,4o00] et
X _ (_1)k+1k!

e La série Z u, converge simplement de somme g
n>=2
e Pour tout segment [a,b] C [—1,+oc0[ et k> 1, on a Va € [a,b] :
k! k! k!
< ~
(n—l—ac)’f“ = (n+a)k+1 nk+1

Donc g est de classe C* sur [—1, +o00[ et

ulF) (:c)‘ =

n

+o00 k1
* -1 k!
Vk e N, Vre[-1,400[, ¢¥(z)= Z((ni +)x)k+1
n=2

“+o0 k-’rl
-1 k!
En particulier Vk € N*, ¢ (0) = Z )
n=2
(IT1.D.2) g est de C*° sur |—1,1[ C [-1,+oc] et Vt € |—1,1],

e = DR+ ) - )

+o00 1

<(n+1)'2m\(n+l)'<( )

io (—=1)"*+2(n + 1)!

(n+1) (4 ‘ -
‘g ®) (k + z)nt2

k=2

L’inégalité de Taylor Lagrange fournit donc

-y 0 9 2| < () Jo|™!
k=0 :
n+1 . g(n)(o)
Pour tout = € ]—1, 1], || PR 0, donc la série de Taylor Z —'x” converge
n—-+oo n.

n>=0
de somme g. Ceci montre que g est développable en série entiére sur |—1, 1]

(IT1.D.3) Soit x dans |—1, 1], on écrit

¥(1+2) = +Z(g—n+x)—w(>+1—%+g<>

= Z (—1)"*"1z™ et d’autre part, vu que g(0) = 0,

% () =
20 3 oy 1) - 1

n=1 ’ n=1
Ainsi I'égalité
Y(l+a) = +Z D™ (n + 1)z"

n=1
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Partie IV: Une expression de S, en fonction de valeurs entiéres de (

IV.A. Une relation entre B et
B admet une dérivée partielle en tout point (z,y) de R*? et

%(z, y) = Blw,y) (W(y) — v(x +y))

0
Une autre fois par les théorémes généraux a—ﬂ admet une dérivée partielle par rapport a y
Y
en tout point (x,y) et
0%

a—yg(xvy) =

‘2—§<x,y> () — D@+ 1)) + Blary) (' (4) — ¥/ (& + )

= Bla,y) W) — vl +y) + Bz,y) (W (y) — V' (x +y))

En particulier

1
1
Avec B(z,1) = / t*~1dt = =, on obtient
0 x

eB(x) = ($(1 +2) — (1)) + (' (1) — /(1 + )
(W1 +2) —9p(1)* + @'(1) —¢'(1+7))

T

Ou encore B(z) =

raux B est de classe C* sur R}
IV.B. Expression de S, a P’aide de la fonction B

(IV.B.1) Soit z > 0, on considére la fonction f : (y,t) € R% x ]0,1[ — t*~1(1 —¢)¥~1. Une
telle fonction admet des dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 par rapport a y, avec

, donc par les théorémes géné-

of z—1 y—1 >’f 2 x—1 y—1
telles que

e Pour tout y € R%, les applications ¢ — t*~1(1—t)¥ "t et t — In(1—t)t*H(1—t)v 1
sont continues et intégrables sur ]0, 1]

82
3y§ L (y,t) € RE x |0, 1] —> In*(1 — )t~ 1(1 — £)¥ ! est continue

e Soit [a,b] C R%, pour tout (y,t) € [a,b] x ]0,1]

>f
Oy?

(y,t)‘ < (ln(l — t))2 t1*1(1 _ t)afl

L application ¢ : t €]0, 1[— (In(1 — £))*¢*~ (1 — )2~ est continue positive
— En 0, on a ¢(t) ~ t**1 donc elle est prolongeable par continuité en 0

1
-~ Enl-,onaqp(t)=o T ,oud €l —a,l]

Donc elle est intégrable, ainsi par le théoréme de dérivation sous signe intégrale,

giyg(ac,y) :/O (In(1 —t)*t*~ 1 (1 — )L dt

En particulier

B(x):g—yf(x,n:/o (In(1— #)? =1 dt
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(IV.B.2) Pour tout p € Net z € RY,

B®)(z) = /O (In(£))” (In(1 — ¢))* t* ' dt

@) = /0 (In(t)"~ iln(l—t)) w

(IV.B.3) Ilsuffit de démontrer, pour tout r > 2, que lim+ B(=2)
z—0

Soit (x,) une suite de réels positifs telle que z,, — 0.
n—-+oo

Pour n € N, on pose fn, : t — (In(t))? (In(1 — ¢))? =1,
La suite (f,), de fonctions continues sur ]0,1[, converge simplement vers ¢t ——

(In(t))"" (In(1 — t))*

Pour tout n € N

qui est continue sur |0, 1].

()" (In(1 — 1))°

|fn(@®)] = |In(®)” (In(1 — t))thn—l < t

()" (In(1 — 1))°

L’application ¢ : t — est continue positive sur |0, 1]
e En 0, on a o(t) ~ t|In(t)]" > —0, donc elle est prolongeable par continuité en
-0

0

e En 17, ona:

plt) ~ (1= 1) (1~ 1) = o (%)

Une telle fonction ¢ est intégrable sur ]0,1[. D’aprés le théoréme de convergence

lim BO-(z,) = /1 (In(t)"* (1 - 1))
0

n——+oo t

dominée

Enfin, par la caractérisation séquentielle de la limite, B("~2) admet une limite en 0 et

Jim B<r2>(m)/1 (In()"* (In(1 —1)*

z—01 t

1
(IV.B.4) D’aprés la question précédente Sy = 3 hrg+ B(z). D’apreés les questions IV.A et
z—
HLD, lim B(z) = —¢"(1) et ¢"(1) = —2¢(3). Ainsi S = ((3)
r—
IV.C. -

(IV.C.1) L’application  — (1 + ) est de classe C* sur ]—1, +o0[, donc, par les théorémes
généraux, ¢ est de classe C* sur |—1, +oo[. Pour tout n > 2, par la formule de Leibniz

M 0) = Y ORI +a) — (1) P (0) (1 +z) — (1) (0) — '™ (1)
k=0

n—1

= Y @ @pt ) — ()

k=1

(IV.C.2) Soit r > 3, par la formule de Leibniz ¢"=V(z) = 2B~V (z) + (r — 1)B" =2 (z).
Cette formule permet de donner lim B2 (z) = ——¢"~Y(0). Avec
z—0t r—1

r—2
rD0) = Yo PR ) — (1)
k=1

r—2
= Y ()M + D) (=1 = k) = (1) + 1)
k=1

r—2

= (=)= ¢k 4+ D¢ — k) = (1) (r+ 1)

k=1
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Donc

(=17 ¢""V(0)

25 = r—2) r—1
— rg(r-l—l)—z_:g(k-i-l)g(r—k)
k=1
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