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P.CHATEAUX

Partie I

2.

1) _a:f(_f) — 2£'(0), donc I%Tf(x) = (2k + 1)f'(0). On prolonge donc Tf par
continuité en posant T'f(0) = (2k + 1) f/(0).
(b) Si d pair, T(X?) = dX9~1 (T(1) = 0). Si d impair, T(X9) = (2k + d) X1,

(c) Par linéarité de la dérivation, T est linéaire de C*(R) dans C°(R). D’apres la question
précédente, T laisse stable I'espace R[X] et si P est de degré d > 1, alors T(P) est de degré
d — 1 si d est pair ou si d est impair et 2k 4+ d est non nul, et de degré < d — 1 sinon.

(a)

(d) On raisonne par condition nécessaire. Soit ¢ une telle application. Avec la premiere condition,
on pose P(X?) = A\ X%, avec \g = 1 (3éme condition). La deuxiéme condition fournit \; =

Ad—1 si d est pair et Ay = (1+ j))\d_l si d est impair. Ceci détermine la suite (\y) de maniere
unique.

On vérifie ensuite que ’'endomorphisme v de R[X] défini par ¢(X?%) = Ay X ¢ pour tout entier
naturel d vérifie les conditions demandées.

On observe que la restriction de T & XR,,_1[X] est & valeurs dans R,,_1[X] et que sa matrice de
la base (X,...,X™) dans la base (1,...,X""!) est diagonale, & coefficients diagonaux (aq)1<d<n,
avec ag = 2k + d si d impair et ag = d sinon.

Comme T'(1) = 0 et que R[X] = R® XR[X], k € M; si et seulement si le noyau de T' contient un
polynoéme non constant, i.e s’il existe n tel que T restreinte & XR,,_1[X] soit non injective, i.e si la
matrice diagonale précédente n’est pas inversible, i.e si I'un de ses coefficients diagonaux est nul, i.e
si et seulement si 3d € N*, 2k +2d —1 = 0.

9 restreinte & R, [X] est un endomorphisme de R, [X] dont la matrice en base canonique est
diagonale, & coefficients diagonaux (Ag)o<d<n- Leb relations du 1 et une récurrence donnent
Vd € N*, Aog = Aogo1 = (1+2k)(1+ ). (14 25).

Par suite, ¢ est un isomorphisme <= Vn € N, ¢|g_ (x] est un isomorphisme <= Vn € N, Vj <
n, \j#0 <= VneN* N\, #0 < Vd e N*, 2k +2d—1#0.

On en déduit que ¢ est un isomorphisme si et seulement si k ¢ My, et My = {1 —d/ d € N*} est
inclus dans R* .

Partie 11

1.

(a) Remarque : Si f est O, df est continue et D, (f)(z) = df.(u Z ul 8 . En particulier,
T

D, (f) est continue.
Pour démontrer la continuité de A;;(f), il suffit de montrer que la fonction g : R™ — R définie

f(xvyaz) — f(yvxvz)

par g(z,y,2) = Ty sur U = {(z,y,2)/ (v,y) € R%z #y, 2 € R" ?} et
of of . . :
g(z,x,2) = ——(x,2,2) — =—(=,x, z) sur son complémentaire est continue.
ox dy
La tof
0 dt 0 ax
Hy, (1 —t)z+ty,z) — ?(tw + (1 —t)y, (1 —t)x +ty, 2) dt.
Y



1
0 0
Par suite, 1’égalité g(z,y,2) = / 8—f(t9: + (1 -ty (1 —t)z+ty,z) — a—f(tos +(1-t)y, (1-
0o OT Y
t)x + ty, z) dt est valable sur U et son complémentaire, donc sur R™. f étant C!, le théoréme
de continuité des intégrales dépendant d’un parametre permet de conclure.

Finalement, T,,(f) est continue.

n n
Si) o =d, Dy(X7" - X3m) = Zaiuinl S X X qui appartient AR[ X, ..., X a1
= i=1

i=1
i VO a ; a;—a;—1
X X% X% o g

. 7 7 o k i—oj—k—1 @ an) —

Stai > aj, ;(i—Xj TS X szo XEXGTVTT done Ay (X7 - Xm) =
aifozjfl
X HXI?’“ Z XikaaFajfkfl, qui appartient bien & R[X1, ..., Xp]da—1.
ki k=0
(b) Posant g(y1,---,Yn) = f(Yur (1), - - - 7yw’(n))7 on a (pwopuw ) (f)(T) = pu(g)(z) = g(iliw(l), e 7xw(n)) =

J(@wwr (1)s -+ > Tww' (n)), POUr tous f et x, d'olt py © pur = Puw-

0 0
Posant g(xlw . 'axn) = f(xw(l)" . 5xw(n))7 OnaDew(l)(g)(x) = T’fﬂ)(xla' .. 73371) = aiq{ll(zw(l)v s 7xw(n))

car la variable ;) se trouve a la position [ dans f, d’ott D¢, (9)(@) = pw(De, (f))(x), pour
tous f et z, donc py 0 D¢, = De,, ;) © pu-

Remarque : Soit U = ﬂ U;j. U est un ouvert dense dans R"™. Pour démontrer 1'égalité
1<i,5j<n
de deux fonctions continues sur R™, il suffira donc de montrer qu’elles coincident sur U.

On applique cette remarque a la derniere égalité a prouver:
n -1
T.,=De+k| D> Ay—=> Ay
j=l+1 i=1

pu(f) = Puoui)(f) 9= Pw)w)(9)
Xuw@) — Xuw() Xy = Xu

Soit g = puw(f). (pw o Ay)(f) =
(w(l),w(j)) o w.

car wo (I,j) =
7)

n -1
Par suite, (puoTe)(f) = (puoDe )P4k | 37 L Lwon(@) _ §~ 9~ P@wm(9) ) (.
. Xy = Xuw() —  Xu@) — Xw)

Jj=l+1 1=

w(l)—1

D’autre part, (Tew(l) Opw)(f) = (Dew(l)opw)(f)+k Z Aw(l)j’(g) - Z Ai’w(l) (g) =

j=w(+1 =1
" g pwwan(®) S 9 P ()
w(l),j’ i w
(Dewp o)) +h( D T 2T D TR TRy
j’:w(l)+1 ’LU(Z) J /=1 g w(l)
On procede aux changements d’indices suivants : j° = w(j) et i/ = w(i). Si j > I, on
retrouve le terme %X%)Eg) dans la premiere somme de (*), sinon, on change le signe

et on le retrouve dans la seconde somme de (*). Il en est de méme avec le terme d’indice @
obtenu. Les deux expressions ont autant de termes, et py, 0 D¢, = De,, ;) © pu, donc finalement
Pw © Tel = Tew(l) O Pw-

2. On démontre les 3 égalités dans U.

(a) On observe d’abord que De, © p(1,2) = p(1,2) © De,.

D + Dy al) = D, L0 p TP 5, (1) - Bua(D() =
Del (f) - D61 (p(l,Q)(f)) + D€2 (f) - D62 (p(1,2)(f)) - Del (f) + p(l,Q)(Del (f)) - D62 (f) + p(l,Q)(D€2 (f))
) X1 — Xy
car les termes en X=X s’éliminent. Par suite, [De, + De,, A12] = 0.
Agi(f) — pa,iyAai Ay(f) — penAi
(b) [An. Agi](f) = 22 (f)leﬁg()‘ 2(f) A (f)leﬁQ}(), 1i(f)



f- P(2,i)(f) _ p(l,i)(f) - P(mﬂ)(f) = p(Li)(f) P(zﬂ')(f) - P(z,m)(f) _

(X1 = Xi)(Xo = Xi) (X5 = Xi)(Xe— Xi) (Xq—Xi)(Xe—Xi)  (Xq— Xi)(Xe — X5)
P(1,z‘,2)(f) - P(1,2,i)(f)
(X1 — X)) (X2 — X;)
D21 (f) = P,y D21 (f) B Avi(f) = penAv(f)

[A1i, Aoi](f) = XX, X, X, =
f=ren(f) —ranlf) +pu12)(f) = F+pai(f) +pey(f) —pe1olf)  paza(f) — paiz)(f)
(X1 = Xi) (X2 — Xy) (X - X)(Xe - X))
Aoi(f) = p,2)A2:(f)  Asa(f) — pra,iyAr2(f)
[A12, Ag](f) = X, — X, - X, — X,
f=rey(f)—pax(f) +pa2y(f) = f+paz(f)+peeylf) —pi20)(f)  pazy(f)—paiz(f)
a (X1 — X2)(X2 — Xi) (X - X)) (X2 - Xi)

En ajoutant les 3, on obtient :

(i) = b () 1 - 1 - 1 )-
UM PO (G = X)X = X))~ (K= X)(Ka = X1) (X1 = X2)(Xz = Xi)
X1—X2+X2—Xi—X1+X1-)

i - i =0.
(p(l7 ,2)(f) (1,2, )(f)) ((Xl — Xz)(Xl _ XQ)(XQ . Xz)
D, et D.; commutent en vertu du théoreme de Schwarz (applicable car les polynomes sont
C?). L’application (u,u’) — D, o D, étant bilinéaire, on en déduit en décomposant u et u’
dans la base canonique que D, et D,, commutent.

Le crochet de Lie étant également bilinéaire, il suffit pour prouver la derniere égalité que T,
et T, commutent (la méthode étant similaire pour T, et T¢).

T€1 = D61 + kAlg —+ kz Ali et T€2 = D62 — kAlg —+ ZAgj.

i=3 j=3
[Tey, Te,] = [Dey, Dey|—k[De,, Ar2)+k[A12, De, | +k Z[Au, D.,|+k Z[Del ) AQj]*kz Z[Au, ANPIES
i=3 j=3 i=3

K2 [, Mgyl + 5% Y [An, Agjl.
Jj=3 3<i,j<n
On remarque que [D.,, D.,] =0 et —[D.,, A12] + [A12, De,] = 0 d’apres 2a.
Par théoréme de Schwarz, si, j, k, [ sont deux a deux distincts, [A;;, Ag] = 0et [De,, Aji] = 0.
Enﬁn, Agl = —Alg.

Il reste finalement [T,,,T.,] = k2 Z[A”’ Agi] + [Arz, Agi] + [A14, Ag;] = 0 d’apres (b).

Partie 111

1.

(a)

i=3
d . d
On écrit P = Y ap XFXJ7F, de sorte que P(A) = 3. ay(cos§)* (sin §)4*.
k=0 k=0
On pose alors t = tang qui décrit bijectivement R lorsque 6 décrit | — , 7|

d
P(0) = ﬁ kzzoak(l — )k (2t)?k = (1?_(2)(17 ol () est un polynome réel.
Siaq # 0, Q est de degré 2d donc possede au plus 2d racines, et ]5(9) =agq(—1)* #0.
Siag =0, Q est de degré < 2d — 1 donc possede au plus 2d — 1 racines, et P(ﬂ') =0.
Dans les deux cas, P admet au plus 2d zéros dans Dintervalle | —m, 7.
On prouve par récurrence sur d qu’il existe P; € R[X1, Xs]s tel que VO, Py(cosf,sinf) =
cos(df). On initialise avec P; = X; et Py = X7 — X2. Si c’est vrai jusqu’au rang d, on écrit que
cos(d+1)0 = 2 cos df cos —cos(d—1)8 et il suffit alors de poser Pyy1 = 2X1 Py— (X2 +X3)Pi_1,
le terme en X% + X3 valant 1 en (cos®,sin @) et garantissant ’homogénéité de degré d + 1.
[3(9 —3) = P(cos ) cos 3+sin @ sin 3,sin 6 cos 3+ cos 0 sin 3), donc en posant R = P(X; cos 3+
Xosin 3, X sin 8 + X5 cos 8), on a bien R € R[X7, Xs]4 et V0, R(cosb,sinf) = P(6 — f3).
Le polynéme A = P; + R appartient & R[X7, Xo]q et vérifie VO, Q(0) = A(cosf,sind).



Pour tout entier k, Q(2T) = 1+ P(27 — 8) > 0 et Q( ™) = —1 4 p(ZEUT _ gy <,
En appliquant la question (a), on en déduit que @ s annule une et une seule fois sur chaque

k+1 . . ..
intervalle ouvert ]’”r ( +d )ﬂ[ Q' s’annule une fois de moins que @ sur une période, donc garde

un signe constant sur chaque intervalle |27, (kﬂ)ﬂ[ Comme (3 €]0, 5[, on obtient Q'(5) < 0,

soit P'(0) < dy/1 — P(0)2.

Soit € > 0. Comme précédemment, il existe A. € R[Xy, Xo]q tel que Vt, A-(cost,sint) =

P(cos(t + 6),sin(t + 9)) e A(t) = P(t+ 9)
1P| +e 1Pl +

question b, AL(0) < dy/1 — A.(0)2, i.e P'(6)? +d2ﬁ(9)2 < d?(||P|| +¢)% T reste a faire tendre

€ vers (0 pour conclure.

. On a bien |A.(t)| < 1 pour tout #, donc par la

P(rcosf,rsinf) = r¢P(cosf,sinf). On dérive par rapport & r, puis on prend r = 1, ce
qui donne : cos @D, (P)(cos#,sinf) + sin0D,,(P)(cosb,sinf) = dP(cosd,sin @) D’autre part,
P'(#) = —sin 0D, (P)(cos8,sin ) + cos D, (P)(cos 6, sin6).

On éleve les deux relations au carré et en utilisant I'inégalité du (c), on en déduit en posant
x = (cosf,sind) que D, (P)(z)? + De,(P)(x)? < d2||P||2

Si w € S, [Dy(P)(@)] = |t Doy (P)(2) + u2Dey (P)(@)] < llully/De (PY@)E + Doy (PY@) pa
Cauchy-Schwarz, d’ou | D, (P)(z)| < d||P|| pour tous x et u dans S. Par passage au sup, on
en déduit que ||P||; < || P

Il s’agit (encore) de lldentlte d’Euler. On part de P(tXy,...,tX,) = t*P(X1,...,X,). On
dérive par rapport a ¢ : Z X;D.,(P)(tXy,...,tX,) = dt*'P(Xy,...,X,), puis on prend

i=1

n
t =1 pour aboutir & Y X;D,.,(P) = dP.

i=1
D’apres ce qui précede, dP(z) = D, P(x), donc [dP(z)| < sup, yeg |[DuP(y)| = d||P|l;. En
passant au sup lorsque x décrit S, on obtient |P|| < ||P|1. En généralisant la question 1, on
obtient I'inégalité inverse | Py < ||P||.
On procede par récurrence sur d, le cas d = 1 étant évident.

On suppose 1'égalité vraie au rang d — 1, et on se donne P € R[X,...,X,]q. Pour tout
u €S, D,(P) € R Xy,...,Xn]a—1, donc ||[Dy(P)||p = || Du(P)||1 = ||Du(P)|| d’aprés b. Or

IPllp = = sup,es [|Du(P)|p, dott |Pllp = = sup,es [[Du(P)| = [|P[]1-
d d

Partie IV

On remarque que R[Xy,...,X,] = @R[Xl, ..., Xn]d, chaque sous-espace R[X7, ..., X,]q étant de di-

mension finie (égale & (

1.

(a)

(b)

deN
n+d—1
i)
G0 puw =D Plifyow = 2 Pwolw(iyw(j)) = Pw © D Plw(iyw(j)) = Pw © ¢ car (w(é)w(j)) décrit les
1<J 1< 1<j

transpositions de S,, quand (ij) les décrit.

Soit A un élément de Lg et E) l'espace propre associé. D’apres (a), les applications p(;
laissent stable Ey, donc tr(é|g,) = > tr(puj)ley). Puj) est involutive, donc ses valeurs
i<j

propres sont -1 ou 1. La trace de sa restriction a F) est la somme de ses valeurs propres, i.e
un entier n;; compris entre —dim Ey et dim EA Comme tr (¢|g,) = /\dim E, on en déduit
que Adim E\ = )" n;j, donc A € Q et [A] < dlmEA Z [nij], ot [A] <

1<J i<
Soit (aw)wes, une famille de réels telle que > aupw = 0. On applique cette égalité au

weSy,

polynoéme P = [[I_, X!. p,(P) = [T\, XZ”(Z). Si w # w', les n-uplets (w(1),...,w(n)) et
(w'(1),...,w'(n)) sont distincts, donc la famille (py(P))wes, est une sous-famille de la base
canonique de R[ X1, ..., X,], donc les coeflicients a,, sont tous nuls, ce qui prouve que la famille
(pw)wes,, est libre.
On note I' =Vect{p,/ w € S,}. id € T et Yw,w', pypuw = pww € T, donc par bilinéarité T
est stable pour la loi o et est une sous-algebre de L(R[X1,..., X,]).



(d)

2. (a)

n i—1
Tei:Dei+k<Z Aij_ZAji>-
j=1

j=it+1

- - P —pij(P)
ZXi Z Ai(P) = Z Xi X—X,

=1 J=i+1 1<i<j<n

n i—1

P—p;i(P P —pi;(P , .
ZXZ-ZAJ-Z-(P) = Z XZ)(JP—J)(Q) = Z XiniJ)((j) en échangeant les roles
i=1 j=1 1<j<isn 1<i<j<n
de i et j.
La différence des deux sommes est donc égale a Z P —p;j(P)= NP — ¢(P).
i<y
n

Par conséquent, > X;T.,(P) =dP + k(NP — ¢(P)) = (d+ kN)P — k¢(P) = vy4(P).

=1
Si k € M, il existe P non constant tel que T, (P) = 0 pour tout .
d d
Onécrit P = ) Pj avec P; € R[X;,...,X,]; pour tout j, et Pynonnul. T, (P) = > T, (F;)
7=0

i=0 =
avec T, (P;) € R[X1,...,X,]j—1. On en déduit que T, (P;) = 0 pour tout 4, donc v4(Py) = 0,

d+ kN d
Ly, iedel, k= ——.
€ Lg, 1.e e L, NN

d+ kN

> N, donc n’appartient pas & aucun L; d’apres 1b. 74 restreinte & R[Xq,...,X,];

est un endomorphisme injectif, donc bijectif. Ceci étant vrai pour tout entier j, 74 est bien
inversible dans R[ X1, ..., X,].

Soit Z4 I’ensemble des n-uplets d’entiers naturels de somme d classés en ordre décroissant.
Si I € 7, soit Nj l'ensemble des n-uplets égaux a I une fois classé en ordre décroissant et
E; =Vect (Xa/ o€ N[)

Par exemple, pour n = 3 et d = 2, Io = {(2,0,0),(1,1,0)}, E@20,0) =Vect(X},X3,X3),
E(l,l,O) :VeCt(XlXQ,Xng,XQXg).

Un calcul simple montre que ¢(X®) est de la forme > n,3X”, avec nas € N, et nos = nga-

BENT
R[X1,...,Xpnla = @ Ep, donc la matrice de ¢|g[y, ... x,], dans la base canonique associée a
=

cette somme directe est symétrique réelle, par suite ¢|r[x, ..., x,], est diagonalisable.

d
De plus, ¢ admet un nombre fini de valeurs propres donc la somme directe de ses espaces
propres est égale a R[ X, ..., X,] (en prenant la somme directe des restrictions quand d décrit
N) , donc il existe un polynéme non nul annulant ¢ (en l'occurrence [[,., (X — A)), donc
également un polynome non nul annulant 4. 74 étant inversible admet alors un polynéme

q .
annulateur de valuation nulle, i.e 3(a;)ogj<q réels, Zo a;vy, = 0 avec ag # 0. Par suite,
i=

q 4
vlt=—-3 Z—g'ygl_l. Or 74 € T qui est une algebre, donc v; ' € T. (pu)wes, étant une base
i=1
de T, il existe une unique famille (cq(w))wes, de réels telle que v;' = 3 ca(w)py,.
wWESy

On applique la question 2a & P et on compose par vd_l :

n

P(mla”'axn) :VJl(ZXiTei(P))(ffl,'~a$n) = Z Cd(w)Z(XiTei(P)) (l'w(l)a'-'axw(n))'

weESy =1

On choisit P = X + -+ X2 et (z1,...,2,) = (1,...,1).

On remarque que A;;(P)(1,...,1) = 0 pour ¢ et j distincts, donc T, (P)(1,...,1) = D, (P)(L,...

En appliquant (c), il vient n =Y, .o ca(w) Y d, soit Y, ca(w) = 3.

1) =d.



(e)

Faute de mieux, on éerit y4v; ' =id, soit Y. (d+kN)ca(w)pw—k 3 ca(w)puogij) = id,
weS, wE Sy, (if)

ie Y. ((d—i— EN)cg(w) —k > cq(wo (zy))) Pw = id.

wWES, i<j

La famille (p,,) étant libre, (d + kN)cq(id) =k > cq(ij) + 1 et
1<j
Y # id, (d+EN)ea(w) = k 5 ca(w o (i)

1<J
Par symétrie, c4(w) ne dépend que des longueurs des cycles constituant w, ce qui permet par
récurrence de montrer la positivité cherchée.

Partie V

1.

(a)

L’unicité est claire car si P et () conviennent, P — @@ a toutes ses dérivées partielles nulles,

donc est constant, or il appartient & R[X1, ..., X,]4+1, donc il est nul.
Pour l'existence, on procede par régtﬁrence sur n. Le cas n = 1 se traite en partant de
P, = aX{ et en choisissant P = « dii- T
Si lexistence est vraie au rang n— 1, on part de Py, ..., P, ad hoc. La condition D, (P) = P,
impose que P s’écrive sous la forme P(x) = :T Pi(t,z')dt + Q(2'), avec 2’ = (xa,...,Tp).

0

Ty
Dés lors, D.,(P)(z) = [ D¢, (P1)(t,2')dt + D, (Q)(z') (dérivation sous le signe intégral),
0

doit D.(P)(@) = [ De(P)(t.a')dt + Do (Q)@') = Pix) — Pi(0,a") + De,(@)(@). On

0
recherche donc Q € R[ X, ..., X,]qp1 tel que Vi > 2, D..(Q) = P;(0, X’), ce qui est possible en
appliquant I’hypothese de récurrence & I’ordre n—1 puisque pour tous i et j > 2, D, P;(0, X') =

X1
D, P;(0,X"). Comme le polynome J Pi(t,X')dt appartient & R[X1, ..., X,]4t1, le polynome
0

P proposé convient.
On procede par récurrence sur d pour montrer que la restriction de ¢ & R[X1,..., X,]q est
définie de manieére unique. ¥(1) = 1 montre que c’est vrai pour d = 0.
Si 1) est déterminée ad hoc de fagon unique sur R[ Xy, ..., X,]4—1, onse donne P € R[X1,..., X,]4.
Puisque T, (P) € R[X1,..., Xu]a-1, Pi = ¢¥(T.,(P)) est défini de maniére unique pour tout i.
De,(Py) = (De, 0)(T, (P)) = (10T, 0T, )(P) = (0T, T, )(P) = De, (F5) pour tous i et J,
donc par 1 a, il existe un unique @ € R[X1, ..., X,]q tel que pour tout i, (T, (P)) = D.,(Q),
donc par linéarité ¢(T,(P)) = Dy, (Q). On pose alors ¢(P) = Q, l'unicité et la linéarité de ¢
sur R[X7,..., X,]q étant immédiates.
1) est donc déterminée de facon unique sur @ R[X1,..., Xn]a =R[Xq,..., X,].

deN

On suppose que k € M : il existe P € R[X1,...,X,] non constant tel que Vi, T.,(P) = 0.

4 i
On écrit P = )" Pj avec P; € R[X4,...,X,]; pour tout j, et Py # 0.
§=0
d
T.,(P) = Y T.,(Pj), donc T,,(P;) = 0 pour tout i. D’aprés (b), D, (¥)(Pg)) = 0 pour tout
=0

1, donc ¥(Py) est constant, or ¥(P;) € R[Xq,...,Xp]a—1, donc ¥(P;) = 0. ¥ n’est pas un
isomorphisme.
On suppose que 1 n’est pas un isomorphisme, i.e 3d € N, ¥|g[x, ... x,), non injective. On
choisit d minimal ainsi (d > 1 car (1) =1). 3P € R[X1, ..., X,]q tel que ¥(P) = 0. D’apres
(b), ¥(Te,(P)) = 0 pour tout i, or T,,(P) € R[Xy,...,X,]s—1 donc par minimalité de d,
T.,(P) = 0 pour tout ¢, d’ott k € M.

On procede par récurrence sur d.

n
Sid=1, pour P =) a,X;, Aj;(P) =a; —a; et D, (P) = a;, donc T,,(P) est le polynéme

i=1
n
constant Y wia; +k > (u; — uj)(a; — aj).
i=1 i<y
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D’autre part, ||P]| = (Z a?) par égalité dans Cauchy-Schwarz, et lorsque u; = %, on
i=1

n

1/2
obtient T,,(P) > (E a?) puisque k > 0. Par conséquent, || P|| < || P|r.
i=1

Si la propriété est vraie au rang d — 1, on part de Pexpression de P(z) du IV 3c et en utilisant
n

la positivité des cq(w), on a Vo € S, [P(x)] < > ca(w) > | XiTe,(P)(Tw1y,- - Twm))|- Or
i=1

wES, 1=

T..(P) € R[X1,..., Xp]a—1, dolt |P(z)| < % caw) 3 '(Z’Tiﬁl SUPy,s gy es | Tur - Tua_y e,
wWESH =1

En posant Q = Ty, ... Tu, ,(P), Tu(Q) = ; T, (Q), donc 2 2o 1T (Q))] < 5P, yes | Tu(Q) ()],

d’oti puisque les T}, commutent entre eux, |P(z)| < ﬁ SUPy,  ugwes | Tus - Tug (P)(W)| > ca(w)

a—
weSy

||P|lr d’apres IV 3d. En passant au sup quand z décrit .S, il vient ||P|| < || P||r-

(b) Tux = xDu, doncenitérant T, ... Ty, x(P)(z) = XDy, ... Dy, (P)(x). Or P € R[Xq,..., X4,
donc Dy, ...D,,(P) est un polynéme constant en x, de plus x(1) = 1, donc Ty, ... Ty, X (P)(z) =
Dy, ...D,,(P)(x). En passant a la borne supérieure, on obtient bien ||x(P)||r = ||P|lp-

(¢) Pour d =0, le résultat est clair car x(1) = 1.

Pour d > 1, x(P) € R[Xy,...,Xp]q, donc par le (a), ||x(P)| < |[[x(P)|lr, et par le (b),
IX(P)I < [IPllp- Or [[Pllp = [|P[ly = [|P|| d’aprés IIT 2, d’ou finalement |[x(P)|| < || P]-

Partie VI

1. (a) Vo € B\ {0}, |fa(x)| = Hx||d\fd(ﬁ)| < || fall, encore vrai en 0 par continuité, donc Y fg
converge normalement, donc uniformément et absolument, sur B. D’apres III, || D, (fa)ll <
d|lfalli = d||fall, et De,(fa) € R[X1,...,Xn]la—1, donc en appliquant le résultat précédent,
les séries > D.,(f4) convergent normalement sur B pour tout i, donc f est C! sur B° et

Vu, Du(f) = X Du(fa)-

deN
Une récurrence aisée entraine de méme que f est C*° sur B°.

(b) On procede par récurrence sur d. fo = f(0) = 0.

o0
Si f; =0 pour tout j <d—1,ona 0= > f;. On applique cette relation en rz pour r €0, 1]

j=d
et x € B°: 0= Y rifj(z), soit Y ri=df;(x) = 0. Cette série de fonctions de la variable r
j=d =d

converge normalement sur |0, 1] (car Y || f4|| converge), donc en faisant tendre r vers 0, il vient
fa(xz) = 0 pour tout z € B°, ce qui achéve la récurrence.

2. On observe que si f € H, les composantes d-homogenes définissant f sont déterminées de maniere
unique grace a la question 1b.

(a) La fonction constante 1 appartient & H et ||1|| = 1.
Soient f = Y faet g= > gq éléments de H.
d>0 d>0

Si||f|l =0, alors Vd > 0, || fq4]| =0, i.e f4 =0, donc f = 0.
fa + ga est d-homogene et [|fa + gal < |[fall + [lgall, donc f+g = > fi+gs € H et

d=0
I+ gl <11+ llgll-
Sia € R, afy est d-homogene et |afq]| = |af|| fall, donc af = > afs € H et ||af] = ||| f]-
d=0

d d
Soit hg = Y fjgi—j. ha est d-homogene et ||hql| < > [|fjllllga—;l|, donc >~ ||hq|l converge
7=0 7=0

en tant que produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes, et h = > hy =
d>0
d
(Z fd) (Z gd> = fg,donc fg € H. Enoutre, [[fg| = >_ [[hall < 22 (Z IIfjllllgde) =
d=0 d=0 d=0 d=0 \j=0



(dz>:0”fd|> (dgogd) = [I71lgll-

H est donc une sous-algebre des fonctions de B° dans R, normée unitaire.

Soit (f(r)) = (Z fa(r)) une suite de Cauchy dans H. Soit € > 0. Ona > || fa(r)— fa(s)|| <€
d=0

dés que r et s sont supérieurs a un certain indice rg. En particulier, pour tout d > 0,

I fa(r) — fa(s)|| < e, donc la suite (f4(r)), est de Cauchy dans R[X7,..., X,]q qui est complet

(sous-espace de dimension finie) donc converge vers un élément noté fj.

m
On écrit Vm € N, > | fa(r) — fa(s)|| < &, puis on fait tendre s vers +oo, ce qui donne
d=0

Z I fa(r) — fall < e. Ceci étant vrai pour tout m, on obtient que | fq|| converge et en

d
posant f = > fa, on conclut que f € H et E | fa(r) — fall < e, ie ||fa— fl < e dés que
d>0

r > 19, ce qui prouve que (fg) converge vers f dans H. Par suite H est complet.
(b) x(fa) est d-homogene et ||x(fa)|| < ||fall, donc EHx(fd)H converge, donc x(f) € H. La
lingarité de  sétend de R[X,,.... Xu] & H. et (D)l = 3 ()l < X Ifall = 7], doi
d=0

la continuité de x sur H.

3. (a) Existence : P = Z y; X; est 1-homogene, donc fq = :i est d-homogene. On pose A =

> lyi|, de sorte que || fa4| < d, , donc > || fal| converge, et exp P = Z fa€e H,dou E, € H.
i=1 d=0
Par dérivation terme a terme (cf 1a), T, (E,) = > (Te, o X)(fa) = > (x © D¢, )(fa) d’apres

= =

V.1b, or D, (fa) = yifa—1 et De,(fo) =0, dou T, (Ey) =vy; Y fa—1 = y:iE
d>1

Enfin, E,(0) = x(fo)(0) = 1 d’apres V.1b.
Unicité : Soient f et g deux solutions. On pose h = f — g qui vérifie h(0) = 0 et pour

tout i, T,,(h) = y;h. On écrit donc h = Y hq. Vi, T, (h) = > Te,(ha), avec Te,(hq) €
d>1 d>1
R[Xh . 7Xn]d717 donc V’L, Vd 2 ]., Tei (hd) = yihdfl.

On en déduit T¢,(h1) = 0 pour tout . Or k > 0, donc d’apres IV.3¢c, k ¢ M, donc h; = 0,
et on poursuit ainsi en cascade (T¢,(h2) = 0...) pour montrer que tous les hg sont nuls, donc
f=g

(b) Etudier exp Z y;X; sur BY, revient & étudier exp Z Ry, X; sur B°® qui vérifie T,,(ER,) =

Ry, Er,, mais d autre part T, (Egr,) = RT.,(E,) donc E, s’étend en une fonction C'*° sur R™
vérifiant encore Te, (f) = y;f pour tout i.

4. On prend n = 2. Le systeme (1) s’écrit g(0) =1 et

x1,x2) — g(x2, 1)

Do, (9)(a1,72) + k%

= y19(21, 2)
1 — T2
g(w1,72) — g(x2, 1) _
De,(g)(x1,72) — k = Yag(x1,72)
T1 — T2
Si on cherche les solutions du systéme dans lequel y; = —ya = A sous la forme g(x1,z2) = f(z1—22)

ot f est C! sur R, on obtient les relations f(0) = 1 et Vz, f%.’ﬂ)‘#kW =Mf(x)ieT(f) = \f.
On a trouvé E, = x(expy1 X1 + y2X2) = x(exp A(X7 — X2)). Le calcul récursif de ¢ donc de x
présenté au V.1b permettrait d’en déduire f(x) = x(exp A(X1 — X2))|(x,-x,=x), i.¢ d’obtenir les
vecteurs propres de T'.



