Mines PSI 2025 2 - Un corrigé

Partie I. Linéarisation de (F)

1>

» v +u+1=3(1+u) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants
résolue sur R donc le probléme de Cauchy (C;) admet une unique solution.

» v +u+1=3(1+u) est équivalent & v’ + u = —3 dont une solution particuliére est la fonction
constante égale & —1 et les solutions de I’équation homogéne associée sont les = +— Ae™27 ol A
décrit R puisque [ —3dz = —3x.

On en déduit, en notant u 'unique solution du probléme de Cauchy qu’il existe A € R tel que
Vo € Ry, u(x) = Ae~2% — 1. Mais u(0) = 0 donc A — 1 = 0 donc

+oo

» Soit v € R. La fonction constante égale a « est solution de (Ey) ssi v +v+1 = %(1 + 7y) ssi
O+v+1=3(1+7)ssiy=—1:

l'unique solution constante de (Ep) est —1 ‘

» La question précédente montre que 1’on a bien

> y est solution de (E) donc ¢ +y+1 = 3e¥ donc y' = Je¥ —y — 1. Comme Emy = ¢, ona
[ee]
limy' = 1e¢ — ¢ — 1 que l'on note a.
“+oo
Supposons « # 0. Alors [ adz est divergente donc [Ty (¢)dx aussi puisque y/ (z) Iy, o avec
o0

a # 0 donc de signe fixe donc y’ aussi asymptotiquement (ou l’on sait que y est décroissante .. .).

Mais si z > 0, [ y/(t)dt = y(x) — y(0) = ¢ — y(0) quand = — +oo donc l'intégrale f+°° y'(z)dx

est convergente : il y a contradiction. Ainsi, @ =0 i.e. %ec —c—1=0ie

’1& fonction constante égale a ¢ est solution de (E) ‘

» Comme on 'a vu, si v est une constante, elle est solution de (E) ssi 3¢” —y—1=01i.e. ¢(y) =0
en notant gp:x»—>%e$—m—1.

¢ est dérivable sur R et pour tout « € R, ¢'(z) = %em — 1 dont le signe est clair ce qui donne le

tableau de variations suivant (les limites sont faciles, directes ou par croissances comparées) :



x —00 c1 0 In 2) Co +0o0
¢ (@) L= +
400 : : : +00
() \Q\é\ /
Justifions : ¢(0) = —3 < 0 donc ¢(In(2)) < 0. ¢ est continue strictement décroissante sur

] — 00,In(2)] donc elle réalise une bijection de | — oo, In(2)] sur [p(In(2)), lim p[= [p(In(2)), +ool.
Comme 0 € [p(In(2)), +oo[, il existe un unique ¢; €] — 00,1n(2)] tel que ¢(c1) = 0. Comme on I'a
vu, puisque ¢(0) = —% <0, ¢; < 0.

On procéde de méme sur [In(2), +oo[ et on trouve un unique cz > In(2) tel que ¢(cz) = 0. On a
donc bien prouvé que

’ (F) admet exactement deux solutions constantes notées c¢; et cs telles que ¢; < 0 < ¢s. ‘

» On sait que y est décroissante et y(0) = 0 donc y est négative donc sa limite en +oo aussi donc
¢ < 0. Puisque d’aprés ce qui précéde, ¢ = ¢; ou ¢ et cg > 0, il reste

Partie II. Séries de Dirichlet

4 > Soit k € N. On sait, par hypothése, que a,, = O (%) et A\, = O(n) donc Na,, = 0,1 o (g—j)

.k . k k+2 . .
Mais 2% = 0p—400 (7z) PUisque %z /-3 = 52— — 0 lorsque n — 400 par croissances comparées.

A fortiori, Afa, = Opto0 (77) €t comme Y - converge absolument, Y- Afa,, aussi de sorte que

’bk est bien déﬁni‘

5> Soit n € N. Soit # € Ry. Alors |f,,(2)| = |an| e % < |ay,| puisque # > 0 et A, > 0. Puisque |a,|
ne dépend pas de x c’est que f,, est bornée est sur Ry et

[frlloory < lanl]

On sait que ) a, converge absolument (question précédente avec k = 0) donc ) | fnlloo,Ry
converge i.e. Y. f, converge normalement sur R et a fortiori,

’Z fn converge uniformément surt R ‘

Chaque f,, est évidemment continue et la convergence est uniforme sur R donc par théoréme sur
la continuité des sommes de séries de fonctions,

’ f est continue sur R ‘

“+o00 “+o0o
6 > » Pour tout n € N, f,(0) = a, donc f(0) = > a, =ao+ Y, a, donc
n=0 n=1
f(0) =ag+ by



> Sin > 1 alors A\, > A\g = 0 puisque (),,) est strictement croissante. Ainsi, f,(z) — 0 lorsque
T — +00.

Pour n =0, Ay = 0 donc fy : & — ag donc fo(x) — ag lorsque z — +o0.
Enfin, puisque Y f,, converge uniformément sur R et +0o est dans I’adhérence de R, le théoréme

+oo
de limite des sommes de séries de fonctions donne f(z) — ag + > 0 lorsque z — +o0 i.e.
n=1

f(z) mjoo ap

On peut procéder par récurrence ou utiliser directement un théoréme de classe C* des sommes de
séries de fonctions. J'opte pour la récurrence.

» Montrons par récurrence que la propriété

+oo
P(k):" f € C*(Ry,R) et pour tout z > 0, f*®)(z) = z F @)= 3 (=1)kAkge=rne
0

est vraie pour tout k € N :
o Initialisation : P(0) est vraie car il a déja été vu que f est continue.

e Hérédité : soit k € N tel que P(k) est vraie. Montrons que P(k + 1) 'est aussi.

—+oo —+oo
On sait donc que f est C* et pour tout = > 0, f¥)(z) = 3 f,gk)(x) = Y (-1)FX\Eq,e A,
n=0 n=0

- Ainsi, 3, 5 f,gk) converge simplement sur R, et sa somme est f(*)
— Chaque £ est C! et pour tout z > 0, £ () = (=1)"1\k+1g, =27 donc, comme précé-

demment,
£ D oo,y < AR Jan

On a vu que Y A\*t1a,| converge donc ( f,gk))/ converge normalement donc uniformément sur
R..

Ainsi, d’aprés le théoréme de classe C! des sommes de séries de fonctions, f*) est C! ie. f est
Ck+1 et pour tout x > 0,

+o00 too
f(k-i-l)(x) _ Z fT(lk+1)(x) — Z(_l)k+1)\i€l+1an6_>\nx
n=0 n=0

ce qu’il fallait montrer.
» Soit £ > 1. En évaluant en 0 on a donc

—+o0

FE0) =Y (DA, = (=1)" Mao + ( Z At

n=0

Mais A\p =0 et £ > 1 donc )\’g = 0 de sorte que

FR0) = (—=1)Fbg

Supposons f nulle. Il a été vu que f(x) —+> ag donc ag = 0.
Tr—r+00

+o0o
1l reste donc pour tout > 0, f(z) = > a,e”*»* = 0. En multipliant par eM® il vient

n=1

—+oo +oo
2 0 Zane(kl—kn)x — (11 + Zane(AI_An)x — 0
n=1

n=2



La suite (A, —A1)n>1 vérifie les mémes hypothéses que la suite (A,),>0 (nulle en n = 1, strictement
+oo

croissante, tend vers 400, dominée par n) donc a; + > aneM AT 5 g lorsque z — +o0o donc
n=2

a1 = 0. On démontre ainsi par récurrence forte que

’tous les a,, sont nuls ‘

Partie II1. Relations sur les coefficients de la série de Dirichlet

9 > Nous avons vu que y(0) = ag + bp. Or y(0) = 0 donc by = —ay.
Par ailleurs, on sait que y(x) — ag mais par hypothése, y(z) — c. Ainsi,
r—~+00 r——+00

’aozcetboz—c‘

10 > D’apreés (E), y' = —y — 1+ 1e¥. Mais y(0) = 0 donc y/(0) = —1. Mais on a vu que y/'(0) = —b;
donc

1
b1:§

11> g = e¥ est C™ puisque exp et y le sont et ¢’ = y/g.
Soit £ € N*. On dérive k — 1 fois cette relation en utilisant la formule de Leibniz :

k—1
E=1\ i1y g1
g = Z ( Z_ >y(z+l)gl~c 1

i=0
On évalue en 0, on utilise y“+1)(0) = (=1)"*1b;;; et 'on note pour tout n € N, d,, = (—1)"g(™(0) :

k—1

(—1)kdk — Z (k ; 1> (_1)i+1bi+1(_l)kflfidk_l_i

=0

Les puissances de —1 se simplifient et en changeant d’indice, on a bien

puisque dg = g(0) = e° = 1.
12 > Daprés (E), ¢ +y+ 1 = 2e¥ = 1g. Soit k € N*. On dérive k fois cette relation et on évalue en 0
(attention, 1) = 0 car k > 1) :

1 1
y(k+1)(0) +y® (0) = §g(k)(0) done (—1)" M bryy + (—1)Fby = 5(_1)kdk

donc

1
Or1 — b = —5d

En utilisant conjointement les résultats des questions 11 et 12, il est possible de calculer récursivement
la suite (b,,). La partie suivante montre comment en déduire une approximation de la suite (a,) donc
une approximation de la solution y de (C).



Partie IV. Approximation de la solution y

13 >

14 >

15>

On sait déja que yy converge uniformément vers y sur Ry puisque ’on a montré que toute série
de Dirichlet converge normalement donc uniformément sur R™. On demande ici une estimation
qualitative de cette convergence.

» Soit z € R

N o) o] 0o 00
‘yN(x) _ y(x)\ _ Z ane—Anz _ Z G,ne_)\"I — Z ane—Anz < Z |an| e—)\n:c < Z ‘anl
n=0 n=0 n=N+1 n=N+1 n=N+1

ou l'utilisation de I'inégalité triangulaire est légitime puisque la derniére série converge, comme on
I’a déja vu. Puis,

o oo

M =1 11 M
D < D =M ) w=Mygmi—T= 9w
n=N+1 n=N+1 n=N+1 2
ce qui donne bien finalement
M
HyN - y||oo,R+ < 2W
Puisque 2”—[ — 0 quand N — +00, [|[yn — ¥Yllco,r, — 0 donc on retrouve bien la convergence

uniforme de yy vers y.

» On peut obtenir une meilleure estimation de la vitesse de convergence sur un intervalle gardant 0
a distance puisque 0 maximise e~*»%. On prend donc a > 0 et |.J = [a, +-00[ | Alors, par les mémes
calculs,

o0 o M
Iy = tlloes < 3 lanlee < ST Do M

en exploitant la décroissance de ()\,,). Et comme précédemment,

—ANt1a

M
lyn = Ylloo,s < 27\,6

ce qui est meilleur que QMN puisque A, — 400 et a > 0.

Au vu de ’expression de A et B, on a VA = B avec V une matrice de Vandermonde :

1 1 1

)\1 )\2 >\N

V= :
ANTE AT AR

La suite (\,) est strictement croissante donc ses valeurs sont deux & deux distinctes donc on sait
que V est inversible :

le systéme VA = B admet une unique solution




Partie V. Modéle de propagation d’épidémie SIR

16 >

17 >

18 >

19 >

20 >

Supposons que l'on ait Sg = 0. S’ = —IS donc par le théoréme de résolution des équations
différentielles linéaires d’ordre 1, pour tout z > 0, S(x) = Spe™ Jo I®dt — ) done S est nulle.

Alors il reste I' = —T et R’ = 1.
I’ = —I donc pour tout = > 0, I(z) = Ipe ™.
Puis R'(z) = Ipe~* donc pour tout z > 0, R(x) = Ry + Iy(1 — e~*) donc

’S(gc) =0 I(x)=Ie ™ R(z)=Ro+I(l—e"%)

Comme vu précédemment, pour tout « > 0, S(z) = Spe™ Jo I®dt - Comme Sy > 0,

’S est strictement positive‘

La formulation de la question semble montrer que ’auteur du sujet avait en téte une autre preuve,
plus compliquée.

(_ s'>’ 8?88 IPS?+S(I'S+1S)

s ) 52 §'=—1I8 52

_ 72 / S/ _ 2 / 2 _ g/ _ _ / S/

=Ir+Ir'+I1— = I'+I'-I"=1T = IS—-1 = -5+
S §'=-1I8 I'=I1S—1 S'=—1I8 S

ce qui donne bien finalement

S’ / , S/
(-5)=-5+%

On a h(0) = 0 et I'on souhaite montrer que &’ +h+1 = e ie. & +1In(25) +1 = S.
! 4 ’
Mais d’aprés ce qui précéde, (—%) =-S5+ % Pour = > 0, on intégre ceci de 0 & x :

SN [T T80 4 done 5@ SO o NEC!
/0 ( S) (t)dt /OS(t)dt+ ; S(t)dtdo c S(x)+s(0) S(z)+5(0)+1 (5(0))

Mais S(0) = Sy = % et S'(0) = —1(0)S(0) = —% donc

S'(z) 1 1 (S(x)>

Sy 3= S@g+h

ce qui donne bien % +1n(25) +1=S. Ainsi,

’ h est solution du probléme de Cauchy (C) ‘

D’aprés ce qui précede, h =y donc S = $e¥. Ainsi, |5, — S| = |V — Le¥| = L |ev™ —eY|.
Pour estimer la différence de deux exponentielles, on utilise l'inégalité des accroissements finis
(légitime car exp est C1) : si a < b alors

Va,y € [a,b], |e” —e¥| < sup |exp/(t)||z —y| < e’|z —y|
t€la,b]

On doit donc maintenant localiser les fonctions yy et y. Comme précédemment, si = > 0 alors

oo
§ ane_)\nx
n=0

ly(z)| =

o0 o0 M
<D lanl < Y7 5 =2M et de meme [yy (2)] < 2M.
n=0

n=0



On peut donc appliquer 'inégalité des accroissements finis sur intervalle [—2M, 2M] ce qui donne
ey (@) — e¥(@)| < e2M |y (x) — y(a)|. Mais on a vu que [|yy —¥|loo,r, < 2% donc, Pun dans Iautre,

M€2M
1SN = Slloory < S

Puisque le majorant tend vers 0 lorsque N tend vers 400, on a bien montré que

’SN converge uniformément vers S sur R

Partie VI. Modéle probabiliste

21 > 1—p(4) est la probabilité pour une personne susceptible de ne pas étre infectée lors de cette journée.
Il s’agit donc de la probabilité que parmi les K personnes qu’elle rencontre, aucune ne soit infectée.
On suppose que ces personnes sont choisies uniformément. Il y a donc (%) choix de personnes et

(MZ7) choix de personnes non infectées. Ainsi,
p(i) =1- )
M
(%)
22 > Avec Z(Q2) C {0, ..., M} et la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
((Sn,In,Rn) = (S’Z’T)>(s,i,r)eE’ on a
M M o o
EZ]|=Y*P(z=k=>*k > P (Z = k‘( Do Ry) = (s,i,r)) P ((Sn,In,Rn) = (s,4,7)
k=0 k=0 (s,i,r)EE
M ~ ~ ~ ~ ~ ~
-y kP (7 = k((sn, Ly B = (5,5,7) ) P (S, D, o) = (5,3,7))

- (f: KP (Z = k| (S, T, ) = (3,2’,7"))) P (S, I, Fon) = (s,3,7))
(s,i,r)EE

ou la permutation des symboles > est possible puisque toutes les sommes en jeu sont finies.

23 > Soit n € N. Par définition, S’n,fn et R, sont a valeurs dans {0,..., M} donc & support fini. Par
conséquent, AS,,, AL, et AR, le sont aussi. Or une variable aléatoire & support fini admet une
espérance donc

’Sn, fn, Rn, Agn, Al, et AR, ont une espérance ﬁnie‘

24> AR, et I, sont a support dans {0, ..., M} donc avec la méme technique qu’a la question 22 on a
. M /M ) ) )
E|AR| = (Z kP (AR, = K|(T, = z))) P (I, =)
i=0 \k=0

M - -
» On peut dans un premier temps remarquer que » . kP (ARn = k‘([n = 2)) est ’espérance de
k=0

ARn conditionnellement & (fn = 4). Mais ARn est 'accroissement du nombre de récupérés et s’il
y a au matin n, i infectés, le nombre de récupérés suit la loi binomiale B(i,p) puisque chaque



25 >

26 >

personne infectée récupére avec probabilité p indépendamment des autres (somme de Bernoulli
indépendantes de méme parameétre). Donc Iespérance conditionnelle est ip et il reste

o]~ Y im (1. =) = 3w (i) = [om 1]

» La notion d’espérance conditionnelle n’est pas au programme et la preuve précédente peut ne
pas étre satisfaisante .. .Il suffit alors de détailler un peu plus : comme on I’a vu précédemment, la

loi de AR,, conditionnellement a (I,, = 7) est la loi binomiale B(i, p) donc P (Af%n = k‘(fn = z)) =
(,i)pk(l — p)"~F de sorte que

E AR, = i (

=0

i k<;> P — p)ik> p (fn - z)

k=0
Remarquons que le rappel fait dans ’énoncé sur la nullité des coefficients du bindéme autorise cette

? . .
écriture méme lorsque k > i mais en fait, la somme interne vaut > k(;)p"(1 — p)*~*.
k=0

On reconnait alors dans cette somme 'espérance d’une loi binomiale B(4, p) donc elle vaut pi et on
termine comme précédemment.

(Agn = —k) est ’événement : k personnes susceptibles deviennent infectées. Conditionnellement
a ’événement ((S'n,fn, R,) = (S,i,r)>, chacune des s personnes susceptibles a la probabilité p(i)

d’étre infectée, indépendamment des autres. On retrouve donc encore une loi binomiale B(s, p(i))
ce qui donne bien

S

P (88, = <80 Fur o) = (0.1)) = 1) (0" (190

» Avec la question 22 (adaptée a AS,, qui est & support dans {=M,...,0}),

E[AS)= (f:(—k)P (A8 = ~k|(S0, T, Ra) = (s,i,r))) P (S, Iy Fa) = (5,,7))

(s,i,r)€EE \k=0
M S ~ o~ o~
== 2 ( k(k)@(i))’“u—p(i))s’“)P((sn,fn,Rm:(s,z’,r))
(s,i,r)eE \k=0

La encore, on reconnait dans la somme interne I'espérance d’une binomiale B(s, p(i)) donc

E[Agn] 0}, ((Sn,fn,]:?n):(s,i,r)): “E [Snp<f~n)}

(s,i,m)EE

par la formule de transfert.

» On sait que la somme S, + I, + R,, est constante donc AS,, + Al, + AR, =0 et par linéarité
de ’espérance, E {Agn} +E [Afn} + E [Aén} = 0. Les questions 24 et 26 donnent donc

E [Afn} - E [Aén} _E [ARn} - E [énp (In)} — oE [In]

Est-ce bien la relation attendue? Pas str ...Qu’est-ce qu’on en fait? ...

FIN



