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OPTION i Epreuve de MATHEMATIQUES 1 ( 2 pages de texte ) \I M 
On n o t e r a &  l'ensemble des e n t i e r s  naturels ,  2 l'ensemble des e n t i e r s  r e l a t i f s ,  R l 'ensemble 

des rbels.  
La p a r t i e  111 e s t  indépendante des p a r t i e s  1 e t  II .  

on considere l a  s u i t e  P = ( P n ) n c N  des fonctions polynomiales de W versJR ddfinies  par : 
v x  € IR, P * ( x )  '3 1 + x + x2 + * - .  + x2n-? + x m .  

A i n s i r  P , ( x )  = 1 ,  P , ( x )  = 1 + x + x 2 ,  P , ( x )  = 1 + x + x 2  c x 3  + x L e  Pour tout  x + 1 ,  on s a i t  
que 1 - x2n+ i  

P , ( X )  = - 
1- Quel e s t  l'ensemble des racines reelles de 1'8quation P n ( x )  = O ? 
2- Dessiner, dans un meme repere, e t  j u s t i f i e r  ra  idenent les posi t ions mutuelles de l a  

courbe reprdsentative de l a  fonction f : x ~ + ( l - x ) - ~  e t  des courbes representatives des fonc- 
t ions Pn e t  Pn+f  pour un e n t i e r  n >, 2 e t  pour les x €1 -m,  l[. Prdciser les valeurs de Pn(l), 
P n ( - l )  
e t  en t r a i t s  pleins  l e s  arcs  correspondant à P, et P,+j . 

e t  c e l l e s  des derivees P , ! , ( l ) ,  P A ( - l ) .  On t racera  en p o i n t i l l e  l 'arccorrespondant a f 

3- Quel e s t  l'ensemble E des réels x pour lesquels l a  s u i t e  ( P n ( x ) ) n e N  converge ? 
4- Pour tout n c N I  on pose 

b, = i n f  P , ( x )  
/H 

Montrer que b, > O e t  que, pour n > O ,  i l  ex i s t e  un réel unique an pour lequel b, = P n ( d n ) -  
On posera a, = O. 

5- a)  Montrer que l a  s u i t e  ( a n ) n c 0 1 r  d e f i n i e  precëdennent admet une l imite  a que l 'on ddtet-  
ninera. 

b) Mterminer un equivalent sinrple de an - a pour n tendant vers +-, 
c )  La s u i t e  (an ln  M e s t - e l l e  monotone ? 
d) Ssoudre pour l a  s u i t e  (bnjncPJ des questions analogues a a ) ,  b) , CI. 

I I  

-+ 
A tout  vecteur V = ( x o , x l ,  ..., x .) E OP associe l 'agpl icat ion fp deIR dansR  2k-1 

ddfinie par r x . t i  
fï j t  t 1 = a >O( 

-+ k 
1- Montrer que, pour tout  V E  c e t t e  application f t  e s t  b o r d e .  On pose alors : 

N(3) = s u p  Ifi;(t, 1 
t F R  

-+ + 2- Montrer que N 
3- On se place maintenant dans R2, k = 1 ,  e t  l 'on note V = (x,y) 

e s t  une normesur d k .  
p lu td t  que V 5 ( x e , x l ) .  

on a a ins i  x f y t  
f;c,(t) =: + t * tL 

+ -+ 
Montrer que l'ensemble S des V e  R2 de norme 1 ,  N ( V )  = 1 ,  est  consti tue d ' a r c s  de coniques 

que l 'on determinera e t  que l 'on construira ,  le plan af€ine/R2 e t a n t  rapporte au repere 
consti tue par l ' o r ig ine  ( 0 , O )  e t  par la base ((l,O),(O,l))- 

valentes, cLest-a-dire q u ' i l  ex i s t e  des constantes a e t  8 v e r i f i a n t  O < Q < B e t  telles que, 
pour tout  

Calculer la p l u s  grande valeur possible de u e t  l a  plus  p e t i t e  valeur possible de B avec une 
erreur au plus &gale 

4- La norme euclidienne s u r  R2 est n ü t &  , Y f .  a, rappelle que les normes N et N' sont equi- 

+ v c d ,  on a i t  : 
~ . N ( v )  ,< s B . N ( ~ ; )  . 

S. 1 0 - 2 .  
III 

Soit  9 l 'espace vec to r i e l  d8s s u i t e s  r G e i l c s  x =  qui sont bornees. On admet qu'en 

1- Vdrifier,  pour tou t  r e e l  t e[O,I] e t  toute  s u i t e  x E Brla convergence de l a  serie de 
posant I I  X I I  = sup 14 on d d f i n i t  une norme s u r  . N 

o . .  /... 
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-2 - 
terme general unp,(t) = x,t”(f-t!, dont on appellera gx(t) la somme . 

2- =montrer que, pour toute suite x cB, la fonction gx: t 
3- On pose alors : 

g x ( t )  est brnee sur[Opl). 

v l x )  = sup lgxtt)l 
t Eco, 11 

a) Montrer que v est une norme sur . 
b) A titre d’exemples, calculer la nonne v(x )  lorsque x est la suite definle par : 

x, = cos(n.2~/3), puis la nonne v ( x )  lorsque x est la suite dGfinle, avec p e 09 
par Xp = 1 et xn = O si n # p .  

4- Les normes II I I  et v sont-elles equivalentes ? 
5- A toute suite x E 3 

donne, 

on associe la suite y = f(x) telle que,pour tout n e LIVp 

=% go k!(n-k)’ xk 
1 n l  

a) Montrer que y € %  . 
b) Pour la norme11 I I  , l’application f de B dans ’R est-elle 

c )  Wterminer une relation simple entre gx et SI. Comparer v(x) et v(y) .  

continue 7 Est-elle unifor- 
&ment continue ? 

Pour la n o m e  v ,  l’application f est-elle continue ? Est-elle unifonnement continue 7 


