Eléments de correction : Mines-ponts 2010 - filiére MP
Premiére composition (3h)

1. La fonction t € R — f(e®) € C est continue et 27 périodique par composition (f est continue sur
T et t — e est continue, 2m-périodique sur R et arrive bien dans T'). Ainsi ¢, est bien défini pour
tout n € Z et on a méme par croissance de 'intégrale & bornes croissantes :

Vn € Z, |cn] < ||fllo 0 || flloo = sup|f| désigne la norme infinie de f,
R

la fonction f étant bornée sur R car elle y est continue et périodique.
Ainsi, pour z de D, les séries géométriques Y || flloo|2|™ €t D || fllco|Z|™, de raisons |z| < 1 et |Z] < 1,
sont convergentes et par comparaison, les séries »_ c¢,z" et > c_,z" sont absolument convergentes
donc convergentes (car C est complet).

Finalement, | la fonction gy est bien définie sur D tout entier. | Au passage, nous avons obtenu que

le rayon de convergence de chacune des séries entiéres Y ¢,z" et Y ¢,z" est supérieur ou égal & 1.

2. e Soit (zg;yo) € lN), montrons que S admet une dérivée partielle par rapport a x en (z¢;yo) autre-
ment dit que s: x — S(z;yy) est bien définie au voisinage de xy et qu’elle est dérivable en x.

Soit & = (1 — |zo + iyo])/2 > 0 et p = (1 + |z + iyo|)/2 < 1 (car (z0;o) est dans D).
Pour tout z dans |z — €; xo + ¢[, 'inégalité triangulaire donne :

|z + dyo| < |wo +iyo| + |v — xo| < |wo +iyo| +e=p

Ainsi x + iy appartient a 'ouvert de convergence de la série entiére définissant S puisque son rayon
de convergence est au moins égal & 1 et p > 1. Ainsi s est défini sur le voisinage I =]zq—e¢; xo+¢| de xo.

Considérons la suite de fonctions définies par f, : © € I — a,(x + iy)" pour tout n € N. Par
définition, la série > f,, converge simplement vers s sur I autrement dit

+0o0
5= E fnosur I.
n=0

Vérifions les hypothéses du théoréme de dérivation terme a terme :

x Pour tout n € N, f, est de classe C! sur I par composition. De plus, f!(z) = na,(x + iyo)""
pour tout x de I.

* La série ) f,, converge simplement sur [ vers s.

* La série des dérivées > f! converge normalement donc uniformément (car C est complet) sur 1.
En effet, pour tout n de N : Vo € I, |f.(x)| = nlan||z + iyo|™ < nla,|p™?
donc n|a,|p" ! majore {|f](x)|;x € I} et & ce titre est plus grand que son plus petit majorant || f/ || -
Or les ouverts de convergence d'une série entiére et de sa série dérivée sont confondus, donc la série
a termes positifs > nla,|p""! converge car 0 < p < 1 est dans 'ouvert de convergence de la série
entiére > a,z" donc dans celui de Y na,z""'. Ainsi la série > ||f!||c & termes positifs converge
(i.e. > f! converge normalement sur ) par comparaison a la série a termes positifs > nla,|p" !

1

convergente.
Le théoréme de dérivation de dérivation terme & terme assure donc que s est de classe C! sur I
“+o00 —+00 —+00
donc en z et que s’ = E fr. En particulier s'(xq) = E nay (o + iyo)" = E nay (o + iyo)™ .
n=0 n=0 n=1



Finalement, nous avons que S admet une dérivée partielle selon x en tout point de D | donnée par :

08 . R | ~
a—x(xo; Yo) = nay(wo+iyo)" " =Y (n+1)ans(zo + iyo)" V(xo; o) € D
n=1 n=0

e Soit u la somme sur D de la série entiére » (n+ 1 = a,4+12" de la variable complexe z; comme D
est est inclus dans 'ouvert de convergence de u (car c’est le méme que celui de ) a,2"), u est bien

défini et continue comme fonction de la variable z sur D. Ainsi

g‘g — 1 est continue comme fonction de deux variables sur D.

3. % Soit la suite définie par b, = i"a, pour tout n € N. La série entiére »_ b,z" a méme rayon de
convergence que »  a,z" (car |b,| = |a,| pour tout n), donc on peut appliquer la question précédente
o0

a Y b,2z" : ainsi, en notant W :z € D — anz” = $(iz), la fonction W : (z;y) — S(—y: x) admet
k=0
une dérivée partielle par rapport & x sur D donnée par

a’W’ o) o0
V(o3 yo) € D, a—y(%; Yo) = Z(” + 1)i" an g1 (w0 +iyo)" =i Z Dant1(izo — yo)"
n=0 n=0

Ainsi comme S(z;y) = W(y —x) pour tout (z;y) de D, par composition on en déduit que S admet
une dérivée partielle selon y en tout point de D donnée par : V(xo;90) € D

a5 8M/ - 08
a—y(%;yO) or (yo; — Zznan 1o — (— go n~+ Dani1(zo + iyo)" = Za—x(ﬂfo;yo)

Et cette fonction est continue sur D comme fonction de deux variables. Ainsi S admet une dérivée
partielle selon x et selon y en tout point de D et ces fonctions sont continues comme fonctions de

deux variables sur D ce qui prouve que S est de classe C! sur D.

* Soit la suite définie par d,, = (n + 1)a, 1 pour tout n € N. La série entiére »_ d,z" a méme
rayon de convergence que Y a,z" dont elle est la série dérivée formelle, donc on peut appliquer la
question précédente (2) et le premier point de la question 3 & > d,,z" ce qui permet de conclure que

+00
- ~ . oS
u: (zo;y0) € D — Zdn(xo +iyo)" = G—(xo;yo) est de classe C' sur D. On a méme
x
k=0
_ 825 [e%¢] 2~ [e'e]
V(zo; eD, —(xo; = n—+ 2)ay42(xg + iy)" et (xo; n+ 2)ano(xo + 1
(703 %o) anQ( 05 Yo) ;( )nt2(T0 + iy0) dyox 03 Yo) ;} +o(wo + 1y0)"
* On en déduit par multiplication par i que ig—f = % est aussi de classe C! sur D et donc la

fonction | S est de classe C2 sur D , on a de plus trouvé : ¥(xo;y0) € D

9*S = . 025 20°5 9*S
@(xo; Yo) = nz;(” + 2)an+2(zo + 1y0)" et 92 = (To;90) = 8 B) = (To;90) = @(%; Yo)

Donc par somme | (AS)(z) = 0 pour tout z de D.




4. D’apres la question 1, les séries entieres ) c,z" (de somme S.) et } c_,2" (de somme S_) sont
de rayon de convergence supérieur a 1, donc d’aprés la question 3, les fonctions S+ et S_ sont de
classe C? sur D (et de laplacien nul) Par somme et composition, la fonction

gr : (z;y) € D — So(z:y) + S_(z:—y) — ¢ est de classe C2 sur D i.e. gy est C* sur D | et par
linéarité de la dérivation :

Vze D, Ags(z) = (% + (?;_yg;}> (Re(z);Im(z)) = AS.(2) + AS_(2) —0=0

5. Soit z dans D, par définition des ¢, et linéarité de I'intégrale, on a

“+o0o 1 +oo T
. n__ - ity ,—int n ¢
;cz 2W;/_ﬂf(e)e z

Les fonctions u, : t € [—m;@| — f(e")e ™2™ sont continues par composition et la série > u,
converge uniformément car normalement sur le segment [—7; 7| : en effet pour tout ¢ de [—m; 7],
on a |u, ()| < 2" flleos done ||tn]loo < |2|"]| flloo d’ott la convergence de la série a termes positifs
> |lunlloo par comparaison a la série géométrique Y |z]"|| f|lo convergente car de raion |z| < 1.
Ainsi, on peut intégrer terme a terme »  u, sur [—m; 7], ce qui donne

S - [ (Eros)o

L () o L (0 (250

Pour les des raisons similaires, on obtient
ch / <Zf zt zntn)dt

1 i 1 1 a [ €'z
w5 [ () e [ (5

Ainsi par somme et par linéarité de I'intégrale, on obtient a ’aide des deux expressions précédentes,

1 g it 1 1
i) =5 [ 16 (1o 1 o —1+1)
_ 1 " it 1 _ zt
- [ f(e)(2Re(1_eitz) ) _ / (me( ) 1) it
mails aussi

iy e "z ez N S Ao z
=g [ 1) (7w ) e [ (e () o) o

donc par somme, on a (toujours par linéarité de 'intégrale de la partie réeelle)

95(2) 27r/ f(e") (elt+z) /f ")

6. e Pour tout n de N, on obtient pour tout k € Z,

1 Dl ) 1 i
ce(pn) = %/ pa(e®)e ™ dt = %/ e’("_k)t) dt = g, avec i, le symbole de Kronecker

—T



d’ot gp, (2) = 2" pour tout z € D ainsi| g,, = p, | De méme, on obtient

e En utilisant la question 5 pour f = py = 1, on obtient

1 s
1= [ pwa veen
27r/_7r (t)dt Vs e

e Modifions I'expression de P,(t) pour t € Ret z € D,

it it —it _ & 2
P.(t) = Re (e‘t +Z) = Re (e +Z) (62 —2)) = 1‘_ 12 5 > 0car |z <1
o e — ] ]
7. Soit (fn)nen une suite de C(T') qui converge uniformémént sur T vers f. Alors, chaque f, étant
continue, f est continue sur 7" donc appartient a C(7') et on peut noter || f — ful|lo = supy |f — ful-
Soit z dans D, alors pour tout n de N :
-soit z € Tet [Gy(z) — Gy, (2)| = [f(2) = fu(2)] < [[f = fullos

- soit z € D et via la question 5 et la linéarité de l'intégrale

G(2) = Gr. ()] = lgs(2) = 97.(2) =

1 & i+ i+
— ity _ f (&) P,(t) dt
o IUCORPACILIG
Or pour tout ¢ de [—m; 7], on a |(f(e”) = fu(e"))P.(t)| < [If = fulloo P:(t) car e’ € T et P, est positif
via 6. Par croissance généralisée de I'intégrale, on obtient

1 " — Jnlloo " .
6/ = Grl < g [ 1=t P @ =2 [ b=y - g via's

—T —T

Ainsi ||f — fulloo est un majorant de {|G;(z) — Gy, (2)|; 2 € D} donc |Gy — Gy, |loo < ||f — fullo- Par
comparaison, comme (f,,)nen converge uniformément sur 7" vers f i.e. || f — fu||« tend vers 0, la suite

positive (|G —G, ||oo)nen converge vers 0 i.e. | la suite (G, )nen tend uniformément vers Gy sur D.

8. | Soit f dans C(T)|, notons e; : t € R — e®. Alors f o ey est une fonction 27-périodique, conti-
nue par composition, donc d’aprés le théoréeme de Weierstrass trigonométrique, il existe une suite
de polynéme trigonométriques (R, )n,en qui converge uniformément vers f o e; sur R. Or tout po-
lynome trigonométrique R,, s’écrit r, o e; ou 1, est une combinaison linéaire des p, et des g avec
k décrivant N car pyoe; : t — e et gyoe; : t — e ¥ autrement dit R, = r, o e; avec 7,
dans P. Alors supy |f — r,| = supg |f 0 e1 — 1, 0 e1] puisque e; est surjective de R dans T, ainsi

(rn)nen est une suite de P convergeant uniformément vers f sur 7.

D’apreés la question 7, commme chaque fonction 7, est bien continue sur 7', la suite G, converge
donc uniformément vers G; sur D. Or la question 6 a montré que Gy, = pi et Gy, = g pour tout
k € N donc par linéarité de I'intégrale, la fonction qui a g € C(T') associe son niéme coefficient de
Fourier est linéaire, et donc G,, = r,. Ainsi (r,)nen est une suite de fonctions continues sur D qui

converge uniformément sur D vers | Gy qui est donc ipso facto continue sur D.

9. e« Comme G est de classe C? sur D et |z + iy|? = 22 + y?, par somme u est de classe C? sur D et
Au = AG + 4e = 4¢ car AG = 0, ainsi pour tout z de D, on a| Au(z) >0 |

e Comme u est une fonction de D dans R continue sur le compact D, elle y est bornée et atteint ses
bornes, en particulier son maximum : il existe 2o € D tel que u(z) < u(z) pour tout z € D.

Si 2z est dans D alors u, : x — u(x; Im(2g)) est définie sur un intervalle ouvert contenant xy = Re(z)
et par restriction atteint un maximum en zy, donc comme u, est de classe C* (par composition),



on a donc 4, (zg) = 0 et u,” (zo) < 0 (cf le lemme démontré ci-aprés) i.e. %(Re(zo);fm(zo)) < 0.
En considérant w, : y — u(Re(zp)z;y), les mémes arguments conduisent a %(Re(zg); Im(zo

N
o

ainsi par somme Au(zy) < 0, ce qui contredit le premier point de la question.
Ainsi zg est dans T, donc G(z) = 0 et |z] = 1 d’ott u(z9) = € et donc |Vz € D, u(z) <e

Démontrons par ’absurde le lemme utilisé précédemment & savoir que si v est une fonction de classe
C? sur un intervalle I atteint un maximum en x( point intérieur a I alors v”(z9) < 0. On a déja que
v'(z9) = 0, supposons v” (xg) > 0, alors par continuité de v”, il existe un intervalle ouvert I’ centré
en xo contenu dans I sur lequel v” reste strictement positif, donc v’ est strictement croissante sur I’.
Or v'(zg) = 0, donc v' < 0 sur I'N] — oo; |, et donc v est décroissante sur ce méme intervalle, ce
qui contredit le fait que v admette un maximum en x.

10. e Montrons que si G : D — R vérifie (al) pour f =0, (a2) et (a3) alors G = 0 i.e. G = Gj.
Pour tout £ > 0, d’aprés la question 9, on a G(z2) + £|2|? < & donc G(z) < € (car |z|? > 0) pour tout
z € D. Ainsi en faisant tendre € vers 0, on obtient G' < 0 sur D.

La fonction —G vérifie aussi (al) pour f =0, (a2) et (a3) donc d’aprés ce qu’on vient de voir, on a
aussi —G < 0 sur D i.e. G > 0 sur D. Donc par double inégalitée G = 0.

e Montrons que si G : D — C vérifie (al) pour f = 0, (a2) et (a3) alors G =0 i.e. G = Gy.

Soit une telle fonction G. Alors les parties réelle et imaginaire Re(G) : D — R et Im(G) : D — R
de G vérifient :

x I'hypothése (a2) car Re(G) et Im(G) sont continues sur D par continuité de G sur D (c’est I'hy-
pothése (a2) pour G).

* I'hypothése (al) pour f = 0 car les restrictions de Re(G) et Im(G) a T sont respectivement les
parties réelles et imaginaires de celle de G 4 T' donc sont nulles car G vérifie (al) pour f = 0.

* 'hypothése (a3). En effet, G vérifie (a3) donc la restriction EG) de G a D est C? et AG =0 sur
D, ainsi les restrictions de Re(G) et Im(G) a D qui sont Re(G) et Im(G), sont de classe C?; de
plus, comme la dérivation et Re (respectivement I'm) commutent, on a ARe(G) = Re(AG) = 0 et
AIm(G) = Im(AG) = 0.

Ainsi par le premier point de la question, Re(G) = Im(G) = 0 i.e. G = 0.

e Traitons enfin le cas général et montrons que | si G vérifie (al) pour f, (a2) et (a3), alors G = Gy.

Soit une telle fonction G, alors G vérifie les mémes hypothéses (question 4 pour (a3), 8 pour (a2),
et par définition pour (al)). Donc G — G vérifie (al) pour f— f =0, (a2) et (a3), donc G—G; =0
via le point précédent et donc G = GY.

11. e La fonction G est définie par G(z;y) = e® cos(y) pour tout (z;y) € D, donc G est de classe
C? sur D par composition et produit ce qui prouve que G est C? sur D. De plus,

~ . 0G 092G N N
V(z;y) € D, AG(x+1y) = W(w, y) + a—yQ(I, y) = e cos(y) + e* (—cos(y)) =0

Ainsi | G vérife (a3).

e Par composition, G vérifie aussi (a2) (continuité sur D). Et comme G vérifie (al) pour f la
restriction de G a T, la question 10 donne G = Gysur D.
La fonction G est définie par : Vz € D
iIm(z) +e—ilm(z) eRe(z)—l—iIm(z) + eRe(z)—iIm(z) e? _'_ei

_ oRe(2) I _ Re(z)e _ _
G(z)=e cos(Im(z)) =e 5 5 5




+oo  p
Ainsi pour tout = €] — 1; 1, x est dans D et G(x) = e* = Z
n=0

—
Par ailleurs, en notant pour tout n € Z, ¢, le niéme coefficient de Fourier de f, on a :
+oo
Vo €] - L1C D, Gplx)=gp(x) =co+ Y (ca+cp)r”
n=1

Donc par unicité des coefficients d'une série entiére de rayon de convergence non nul (ici, il vaut au
moins 1), on obtient comme Gy = G sur | — 1;1[C D : ¢ = 1 et ¢, + c_, = 1/n! pour tout n € N*
donc ¢, +c_, = 1/(|n|!) .

1 4 ) . 1 i )
Or le coefficient ¢ vaut : ¢ = oy / fe®)e *dt = 7 / et cos(sint)e”Mdt Vk € Z
s T

Donc par linéarité de 'intégrale, 1’1n¥égrale cherchée est :

—Tr

1 /" b
37 | o eossint)cos(ut) it = G =

—T

sin # 0 et 1 sinon

12. Soit v : U — C une application continue sur un ouvert U de C.

e Supposons u de classe C2 sur U et Au = 0 sur U. Soit a € U et R > 0 tels que D(a; R) C U et
notons G : z € D — u(a+ Rz) € C.

Alors par composition G est C? sur D et AG(z) = R*AG(a + Rz) = 0 pour tout z de D, ainsi G
vérifie (a3). Or G vérifie (a2) par composition et (al) pour f : z € T +— u(a + Rz) (qui est bien
continue sur 7" par composition). Ainsi d’aprés 10, on a G = G et en particulier via 5 :

Vze D,Gi(z) = gf(2) = i/ u(a + Re™)P,(t) dt.

2 ) .
Or pour tout z de D(a, R), le complexe (z — a)/R est dans D, donc

u(z) = G (Z g“) - % /W u(a + Re")Po—a (t) dt

R
—T

e Réciproquement, supposons 'égalité précédente vraie pour tout z de D(a; R) et tout D(a; R) C U.

Fixons (a; R) avec D(a; R) C U, I'application f : z € T + u(a + Rz) est continue sur T par compo-
sition (u est supposée continue sur U), ainsi g; existe et vérifie via 5 :

en. o (F5) =g [ 1P

Ainsi notre hypothése assure u(z) = g5 (%) pour tout z € D(a; R) et via 4, gy est C? sur D ou
son laplacien Ag; est nul, donc par composition u est C? et de Au = 0 sur D(a; R). Ceci étant vrai
pour tout D(a; R) C U et la régularité et le laplacien A étant des notions locales, u est C2 et de
laplacien nul sur la réunion W des D(a; R), avec D(a; R) C U. Or pour tout a dans U, il existe R > 0
avec D(a, R) C U donc D(a, R/2) C U ainsi a est dans W et donc U C W et comme par définition

W CU,onaW =U et donc bien’ u est de classe C? sur U et Au =0 sur U. ‘

Z—a z

Vz € D(a; R),

13. Par la partie directe de 12, on a pour tout (a; R) avec D(a; R) C U et pour tout z de D(a; R) :

VneN, u,(z) ! /7r Up(e")Pe—a (t) dt (%)

:% =

Or sur [—m; 7], les fonctions g, : t — un(e“)P% (t) sont continues (par composition) et la suite
correspondante converge uniformément vers g : t — u(eit)P% (t) sur [—m; 7. En effet

R+ |z —a

—T; — < - =a (1) < n = PR
Vi € [=mim], |gn(t) mm\(gm% M)PR“H G?W UOR—V—M



gtfi < ilzl pour tout ¢ € R et tout z de D.

Ainsi le théoréme d’échange limite et intégrale assure que (% f: gn(t)dt) N COnverge vers 5— f g(t)dt.
Par ailleurs, (u,(z))nen converge vers u(z) par choix des u, donc on peut passer a la llmlte dans ( *)
ce qui donne u(z) = 5= 7:ru(e“)P% (t) dt et ce pour tout z de D(a; R) avec D(a; R) C U. Or u est
continue sur U comme limite uniforme (sur U) de la suite de fonctions continues u, sur U. Ainsi la

car par définition |P,(t)| <

réciproque de 12 assure que ’ u est de classe C? sur U et Au =0 sur U. ‘

14. La question 6 assure que | ¢, vérfie (¢2) et (c3).
Dans 7, avec f, = 0 (donc Gy, = 0), on a vu |o(f)| = |Gf(z) — G4, (2)] S N(f — fn) = N(f) et ce
pour tout f de C(T') donc | ¢, vérfie (c4).
Enfin, application qui & f € C(T') associe la suite de ses coefficients de Fourier est C-linéaire par
linéarité de U'intégrale, donc par produit f € C(T) — (cu(f)2")nen+ et f € C(T) — (c—n(f)Z")nen
aussi. L’application qui & une suite associe la somme de la série associée (quand celle-si est conver-
gente) est aussi C-linéaire donc par composition et combinaison linéaire, ¢ est bien C-linéaire. De
plus, elle arrive dans C, donc c’est une forme C-linéaire et comme on a (c4), ¢ est bien continue et

@, verfie (c1).

15. Soit ¢ vérifiant (cl), (¢2) et (c3). Considérons f dans C(T'). D’aprés 8, il existe une suite (f,)nen

de fonctions de P(7T’) qui converge uniformément vers f sur 7.

Or pour tout g de P(T), par définition de P(T), il existe N et M deux entiers naturels non nuls
N M

et des complexes (a)k=o..n €t (Bk)k=1..1 avec g = Zakpk + Zaqu donc la linéarité de ¢ et ¢,
k=0 k=1

(hypothése (c1), cf 14 pour ¢.) puis les les hypothéses (c2) et (c3) vérifices par ¢ et ., assurent

(o —w:2)(9) = Zak(go —¢2)(px) + Zak(so —)ar = Z@k(zk — M)+ Z@k(ik ~-zM =0

Ainsi ¢(f,) = ¢.(f) pour tout n € N. Or (f,,)nen converge uniformément vers f sur T i.e. (f,)nen
converge vers f au sens de la norme N, donc par continuité de ¢ et ¢, (hypothése (c1), cf 14 pour
©.), ¢(fn) tend vers o(f) et ©.(fn) vers p.(f) quand n tend vers 4+o00, donc ¢(f) = ¢.(f). Comme

f a été choisi quelconque dans C(T), on a bien

16. e Montrons que (N (h))? = supy |h|%.

Comme N(h) majore {|h(t)|;t € T}, par croissance dela fonction carrée sur R, le réel (N(h))?
majore bien {|h(t)|*;t € T} = W donc supW = supy |h|> < (N(h))? car supW est le plus petit
majorant de W.

Par défintion de N, il existe une suite (t,),en telle que la suite de terme général |h(t,)| tend vers
N (h), mais alors |h(t,)|? tend vers (N (h))? (par continuité de la fonction carrée) et |h(t,)]* < sup W
pour tout n (par défintion de sup W), ainsi par croissance du passage a la limite (N (h))? < sup W
et par double inégalité, on a bien (N(h))* < sup W = supy |h|*.

e Comme f continue sur 7', fermé borné donc compact de C, a valeurs réelles, elle y est bornée et
atteint ses bornes en particulier son maximum disons en zo. Comme f est positive, |f| = f et donc
N(f) = f(20). Ainsi |h(2)]? = |2f(2) — f(20) +iA> = (2f(2) — f(20))? + A2 pour tout z de T, avec

0 < f(2) < f(z0) done 0— f(20) < 2f(2) — f(20) < 2f(20) — f(20) = f(20) i-e. [2f(2) — f(20)] < f(20)
Ainsi par croissance du carrée sur R, on a [h(2)|* < (f(20))? + A = (N(f))? + A\? pour tout z de T



et on a aussi |h(20)]* < (—f(20))* + A2 = (N(f))? + A% Ainsi

(N (h))? = sup b = (N(f))* + X2

17. Pour tout réel A\, notons hy = 2f — N(f) +iX =2f + (=N(f) + i) po-

La linéarité de ¢ (hypothése (c1)) donne p(hy) = 2¢(f) + (=N(f) + i\)¢(po) par donc comme
o(po) = 2° = 1 via (c2), on a @(hy) = 2¢o(f) — N(f) + i\. Ainsi d’aprés (c4), on obtient par
croissance de la fonction carré sur R, :

[e(h)I* = [20(f) = N(f) + A < (N(ha))* = (N(f))* + A*

soit par expression du module a I’aide des parties réelle et imaginaire,

(2Re (o(f)) = N(£))* = (N(f))* + (2Re(p(f) = A)* = X* <0

soit encore (Re((f)) = N(f)Re(o()) + (Im(o(f)) = A) Im((f)) < 0

Or le membre de gauche de cette expression est affine en \ et reste constamment négatif pour toute

valeur de A donc le polyngome en A est constant et le coefficient de A a savoir Im(¢(f)) est nul.
Ainsi | ¢(f) est réel|. On obtient alors (¢(f) — N(f)) ¢(f) < 0 ce qui impose comme N(f) > 0,
I'appartenance de ¢(f)) au segment [0; N(f)], on retrouve une conséquence de I’hypothése (c4) et
aussi | o(f) =01

18. e La question 17) montrer que si f € C(T) arrive dans R, alors ¢(f) appartient a R, donc a R.
Donc si f € C(T') arrive dans R_ alors —f appartient a C(T) et arrive dans R, donc via 17, le
complexe o(—f) = —p(f) (par linéarité de ¢, propriété (cl)) est en fait dans R.

Orsi f € C(T) est a valeurs réelles alors f = f, — f_ avec f. : z € T — max(ef(2);0) ot € = £, qui
sont encore dans f € C(T'). Ainsi par linéarité de ¢, on obtient ¢(f) = ¢(fy) — ©(f-) avec d’aprés
ce qui précede ¢o(f.) et p(f_) réels donc par somme @(f) est aussi réel.

Ainsi | ¢ envoie les éléments de C(T") a valeurs réelles dans R, propriété notée (cb).

Soit f quelconque dans C(T'). Ses parties réelle et imaginaire sont encore dans C(7"). Donc

p(f) = p(Re(f) —ilm(f))
= p(Re(f)) —ip(Im(f)) par C-linéarité de ¢ (hypothése (cl))
= p(Re(f)) +ie(Im(f)) propriété (cb)
= o(Re(f)+iIm(f)) = ¢(f) par C-linéarité de ¢ (hypothése (c1))

Finalement | Vf € C(T), ¢(f) = o(f)

e En appliquant la propriété précédente a chaque p,, on trouve en utilisant I’hypothése (c¢2), que ¢
vérifie 'hypothése (¢3) puisque B, = ¢,. Ainsi ¢ satisfait (c1), (¢2), (c3) et (c4) donc via le résultat

de la question 15, on a encore .



