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Introduction, notations et définitions

N, Z, R et C désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, des entiers relatifs, des
nombres réels et des nombres complexes. R’ désigne I’ensemble des nombres réels strictement posi-
tifs et IN* I’ensemble des entiers naturels privés de 0. U désigne I’ensemble des nombres complexes
de module 1.

In désigne la fonction logarithme népérien.

Toutes les suites (u,) considérées sont indexées par IN*. Si la suite (u,) a pour limite ¢, alors on
écrit : u, — /L.

E (resp. Ep) désigne l'espace vectoriel des applications f : R — C 27-périodiques et continues
(resp. 2m-périodiques et contintiment dérivables) ; pour f appartenant & F, on pose :

Il =sup[r] evs s =5 [ [ro)]at

Le but du probleme est 'étude des sommes partielles S, (f, o) de la série de Fourier d’une
fonction f de F en un point fixé xg de R :

n

Slf,z0) = 3 en(f) e avee cz.c(f):%/:r F#)e ™t dt.

k=—n

On sait que S,,(f,zo) peut ne pas avoir de limite; on se propose de démontrer que cependant,
sous une forme affaiblie, on a une convergence de S, (f,zo) vers f(zp). On étudie pour cela les
moyennes de Cesaro :

N
Ty(f) = 5 2o [Sulfizo) = flao)| (N e
n=1

Le probléme se compose de trois parties :

La partie I établit deux résultats préliminaires A et B

La partie II, qui n’utilise que A, conclut a la convergence affaiblie annoncée ;

La partie III, qui utilise B, étudie la convergence affaiblie de sous-suites de la suite des sommes
partielles.

L’attention des candidats est attirée sur le fait que les constantes utilisées dans les inégalités
ont été choisies tres simples et sont en général loin d’étre les meilleures possibles.
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PARTIE I

A. Suites presque convergentes et moyennes de Cesaro

T,
Une partie T' de IN* est dite négligeable si 1] — 0, 0u T, =TNIL,n]et |T,| désigne le cardinal
n
de T,,.

Une suite (a,) de N est dite presque convergente vers £ € C (en abrégé a, =3 ¢) s'il existe
T C IN* négligeable telle que :

Ve >0, dp € IN*, Vn € IN¥, (n}pet n¢T)z>|an—£\<€. (1)

(¢ est unique; on ne demande pas de le vérifier).

1°/ Montrer que l’ensemble P = {n e IN*
geable.

dm € N*, n = m2} des carrés parfaits est négli-

n sinelP
2°/ a)Montrer que (a,) définie par ' est presque convergente vers 0.
sinon

b) Une sous-suite d’une suite presque convergente est-elle presque convergente ?

ai+---+an

) la suite
n

Dans les deux questions qui suivent, (a,,) est une suite de réels, (b,) = (

de ses moyennes de Cesaro et on suppose que b, — 0.

3°/ On suppose de plus que les a,, sont positifs ou nuls.

]N*
a) Montrer qu’il existe une suite décroissante (u,) de (Ri) telle que u, — 0 et — — 0.
Un

b) Soit T' = {j eN* | a; > uj}. Montrer que T est négligeable.

c) En déduire que a, 25 0.

4°/ Montrer que 'hypothése de positivité faite en 3°/ est essentielle en donnant un exemple de
suite (a,) de réels pour laquelle |a,| — +oo alors que b, — 0.

B. Encadrement d’une fonction définie par une intégrale

1°/ Montrer que, pour r € [0, 1] fixé, la formule :
+o0o
P.(t)y=1+2 Z "™ cos(nt)
n=1
définit un élément P, de E tel que, pour tout k € Z, cx(P,) = Il on pose P(r,t) = P.(t).
2°/ a) Montrer que :

P(r.1) 1—r? 1—r?
r,t) = = : :
1—2rcost+7r2 (1—r)2+4rsin® (%)
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b) Montrer que, pour tout |¢| < 7 :

1-— 6(1 —
M<P(r’t)<w
—-r

(On rappelle que, pour x € [O, g], sinz > %x)
3°/ On suppose que 0 < [t| < 7. Soit a € ]0, 1].

a) Montrer que 'intégrale

b(t) = /Olp(r, 1) (mi)a_l dr

est convergente.

b) Montrer que, pour 0 < r < % :In(1 —7r) > —2r, et en déduire que :

1 179 T°
w(tDﬁ/O/ 2y

¢) Montrer que :
172 o
t) <12 ———d 12.
V() /0 P22 *

4°/ Montrer qu'il existe deux réels a et b strictement positifs ne dépendant que de « tels que,
pour 0 < [t| < 7, on ait :

alt]*™t <) < bt

PARTIE II

Sommes partielles de séries de Fourier

On rappelle que, pour f appartenant & F et n € IN*, on a :

So(f,70) = % /_7; F(zo — 1) Dy (t) dt )

ou D,, appartenant & F est le noyau de Dirichlet donné par :

sin ((n + %) t) 5 sin(nt)

O<t|<m  Dp(t)= —— = +ra(t), avee  |ra(t)| <2, (3)
sin () t
(On ne demande pas de vérifier ces égalités).
1°/ Soient N € IN* et (g, 1,...,en) € UV,
a) Montrer que :
0
/ Z epsin(nt)| dt =N —.
0 |p=1 2
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b) Soit 0 € ]0, w[. Montrer I'inégalité :
/

¢) Montrer que :

2 1/2
dt> |

N sin(nt)
— t
n=1

N
Z e sin(nt)
n=1

1 s
dt <SN? + — /
\/5(0

N
™ t
/ S e, DG < gy
0 n=1 t
d) En utilisant (3), montrer que :
N
Z enDpnll < 5N.
n=1 1

2°/ Soit h appartenant & E. Montrer qu'il existe (1,...,&,) appartenant & UV, dépendant de
h, xg et N, tels que :

. N N
Tw(h) = %/ h(wo — ) (Z . D?\;ﬁ) Qo % S enh(ao).
- n=1 n=1

En déduire que : T (h) < 6]|h]|co-

3°/ Pour f appartenant & E et n a IN*, on définit f,, par :

Ve €R, fulz) = n/ £(b)dt.
x
a) Montrer que f, appartient a E,.
b) Montrer que || f — fulloo — 0; ainsi, E; est dense dans (E, H||OO>
4°/ Montrer que, pour g appartenant a Fq, Tn(g) — 0.
5°/ Soit f appartenant a E.
a) Montrer que, pour g appartenant & Fq, T,,(f) < Tn(g) + 6 ||f — 9|co-

b) En déduire que : <Sn(f, xo)) 22 f(xo).

PARTIE III

Sous-suite de la suite des sommes partielles

1°/ Soit (A,) une suite strictement croissante d’éléments de IN* telle qu'il existe un réel ¢ > 0
vérifiant la condition suivante :

VN € IN*, Y(eq,...,en) € UV, < ¢N. (4)

1

N
2:5n[kn
n=1
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Montrer que, pour toute fonction f de E, Sy, (f,z0) 23 f(zo).

Dans toute la fin du probléme la suite ()\,;,) et le réel a € ]0, 1] vérifient les trois conditions

suivantes :
1) )\1 = 1;
. 2
ii)V(u,v) € (]N*) y Auto = A+ Ay
N
iii) il existe un réel A > 0 tel que : YN € IN¥, Z A, ¢ AN

n=1

(La suite (\,,) définie par A\, = n?, par exemple, vérifie ces conditions avec o = % et A=3).

2°/ a)Montrer que :

1 1 1 1\o-1 1 a—1
N, = " (1 7> dr, r :/ (1 7> dr.
Vn € 1o T(a) /0 r\ln— r, avec () ; n- r

b) Soit 0 < |t| < . Montrer que la formule

_1+22 cosnt

t
définit une fonction ¢ telle que : p(t) = lip ((a))’ ou 9 est la fonction définie en 1.B.3°/a). Justifier

que ¢ est continue sur [—m,0[ U ]0, 7].
1 /7 ;
3°/ a)Montrer que, pour tout k € Z, 'intégrale 5 / o(t) e ** dt est absolument conver-
T™J—m
gente ; on note encore sa valeur c ().

b) Montrer que :
1

1 1 1\ % 1
cr(p :—/ (P, (ln7> dr = ———.
( ) P(Oé) 0 ( T) r <1+‘k|>o¢
(On pourra dans une intégrale double intervertir sans justiﬁcation l'ordre des intégrations.)

et o(t) dt.

4°/ Soit N € IN*, (e1,...,en) € UN et Iy =

a) Montrer que
In =N + Z EjﬁC)\k_)\j((p).
1< k<N
Ik

En déduire que : Iy < 3AN?A,“.

b) Vérifier que :
gD(t) dt < Iy.

o N
Z e sin(Ant)
“Tln=1

c) Etablir I'inégalité :
sin(Ant)

Zén

ol B est une constante strictement positive et § un élément arbitraire de |0, 7].

< SNy + B2 /Txn

5°/ Montrer qu’il existe une constante c telle que la relation (4) ait lieu.
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