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Les candidats sont priés de mentionner de fagon apparente sur la premiére page de la copie :
MATHEMATIQUES II - M.
L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de I'option M, comporte 6 pages.

Ce probléme est consacré a I'étude des fonctions f, définies et dérivables sur R, a valeurs
complexes qui vérifient, pour tout x réel, l'équationE :
E: f'(x) = A f(x+1),
ol A est un réel strictement positif. Il est admis que ’ensemble E(A) de ces fonctions est un
sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel complexe des fonctions dérivables définies sur R.
La premiére partie met en évidence des propriét€s communes aux fonctions appartenant
a I'ensemble ¥(A). Les deuxieéme et troisitme parties construisent des fonctions de cet

ensemble.

Premiére partie.

I-1°)  Quelques résultats utiles dans la suite :
a.  Discuter suivant les valeurs du réel A les solutions de l'équation : t e~ = A. Si cette
équation a une solution, elle sera désignée par a ; si elle admet deux solutions, elles

seront désignées par o, B avec a<f ; placer A et 1 par rapport a ces solutions.

b. Soit s I'application : t— A et. Etant donné un réel ug strictement positif, soit (Up)n>0

la suite définie par la relation de récurrence :  up = s(up-1) ,n2 1.
Discuter la convergence de la suite (ug)n>0 suivant les valeurs de A et de ug et, lors-

qu’il y a convergence, préciser la limite. Dans la suite, on pose :
up = sp(ug) .
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C.

Soit £ un nombre réel strictement positif donné ; étudier, lorsque A est strictement

inférieur & % , 1a convergence de la séric dont le terme général est défini par les
relations :

xn
vo=1; vg= —nT(l-l»n)" , 21,

I-2°)  Premiéres propriétés.

a. Démontrer que les fonctions de (L) sont indéfiniment dérivables.

b. Déterminer les fonctions polyndmes qui appartiennent 2 $(A).

c. Quclles'sont les fonctions exponentielles réelles (x—*¢3X) qui appartiennent 2 $(A) ?
Discuter suivant les valeurs de A.

1-3°) Propriétés de stabilité de T(A).

a. Prouver que, si la fonction f appartient 2 (1), il en est de méme des fonctions
réelles P et Q telles que : f(x) = P(x) +i Q(x).

b. Soit a un réel ; démontrer que, si f est dans €(A), il en est de méme de la fonction
translatée f; : x> f(x-a).

c. Démontrer que I'application dérivation : f—f" est un endomorphisme de E(A).

d. Déterminer, pour toute fonction f de I'espace ¥(A), la ou les primitives appartenant
atQ).

1-4°) Fonctions paires. impaires de I'espace (A).

a. FEtant donnée une fonction f de E()), soit g la fonction : x—f(—x) . Démontrer que,
pour que la fonction g appartienne & $()), il faut et il suffit que la fonction f vérifie
la relation R :

R: pourtoutx, f(x+2)=-f(x).
Déterminer les fonctions f de I'espace ¥(A) qui vérifient cette relation R, en recher-
chant par exemple une équation différentielle vérifiée par f ; discuter suivant les va-
leurs de A.
b. Pour quelles valeurs de A existe-t-il dans (L), un sous-espace vectoriel (autre

que{0}) de fonctions paires ? de fonctions impaires ?
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Deuxi¢me partie.

Les fonctions de I'espace vectoriel E(A) sont des fonctions indéfiniment dérivables défi-

nies sur IR. Cette partie est consacrée a 1’examen du développement en série entiere des fonc-
“tions f de E(A). Il sera établi que toute fonction positive de E(A) est la somme d'une série

entiére.

II-1°) Con ion d'une fonction ir d'une fonction fini I'in [0, 1].
Par définition, une fonction h définie sur l'intervalle [k, k+1], ol k est un entier relatif, a
la propriété Py si et seulement si les deux propriétés ci-dessous ont lieu :
{ he C*([k.k+1]),
Py: 4 V pe N, h(P+D(k) = A h(P)(k+1)

a. Soit f une fonction de ¢ (A) dont la restriction fg a I'intervalle [0 , 1] est nulle.
Démontrer que la fonction f est nulle.

b. Démontrer que la restriction h d'une fonction f quelconque de I'espace E(A) &
lintervalle [k, k+1] possede la propriété P, pour tout entier relatif k.

c.  Soit réciproquement une fonction go définie sur l'intervalle [0, 1] possédant la pro-
priété Pp. Démontrer qu'il existe une unique fonction f de €(A) qui a pour restric-

tion a l'intervalle [0, 1] cette fonction go.

d.  Soit  la fonction définie sur l'intervalle [0, 1) par les relations :
0,six=0etsix=1;

y(x) =

exp(- ),s1i0<x<1.

x(1-x)
Frablir que cette fonction y est continiment dérivable sur [0, 1]. Il sera admis que
1a fonction s est indéfiniment dérivable sur ce méme intervalle et que les dérivées

successives ont mémes valeurs que la dérivée premiére en O et en 1. Démontrer
qu'il existe une fonction f, appartenant & ¥(A), dont la fonction  est la restriction 2

Iintervalle [0, 1]. Est-ce que cette fonction f est de signe constant sur la droite
réelie ?

e.  Endéduire que cette fonction f de E(A) n’est, dans aucun intervalle ouvert centré en

n
0, la somme de la série enti¢re de terme général l'-f(“)(O), ne N.
n!
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1I-2°) Développement en séric entidre. Soit f une fonction de P(A).
a. Démontrer que les dérivées de f sont des fonctions croissantes. En déduire que la
seule fonction de P (L) & s'annuler au moins une fois est 1a fonction nulle.

b. Etablir pour tout réel x et tout entier naturel n (ne N) la relation :

2 n
£(x) = £(0) + Ax £(1) + L) £(2) +...+ Lo f(n) + 1 J'x(x-t)“ £+ 1y dt .
2! n! n! Jo

Soient up(x) et Rp(x) les deux expressions :
n

W= Lt ; Ra0=S [0 €0 a
n! n! JO
c. Démontrer que, pour x positif, la série de terme général up(x), n20, est conver-
gente. Prouver que le rayon de convergence de la série entiére de terme général
up(x), n20, est infini.
d. Démontrer, pour tout entier n, n21, et tous réels x et y vérifiant I’inégalité Ixl<y,
1a relation :

Ro(x)l < (Eh1 Ra0y).

Etablir pour tout entier n, n21, et tout réel y positif I'inégalité :
n+1
Ra®) S gipyr £O+0) -

e. Endéduire que la fonction f est la somme de 1a série entiére considérée ci-dessus :
f(x) = ZF x" f(n) .
n=0

II-3°) Comparaison d'une fonction f appartenant 3 P (A) avec une fonction exponentielle. Soit
f une fonction de P (A).
a. Démontrer que la fonction f vérifie la relation :

pouttoutx20,  f(x) 2 f(0) .

b. Démontrer que, s'il existe un réel ug et une constante positive K tels que la fonction f
vérifie, pour tout x>0, I'une des inégalités
f(x) 2K exp(ugx) , oubien f(x)SKexp(uox) ,
la fonction f vérifie aussi, pour tout entier p et tout x20, une inégalité du méme type
ob exp(ug x) est remplacé par exp(sp(uo)x) :
f(x) 2 K exp(sp(ug)x) , ou bien f(x) <K exp(sp(ug)x)
sp(up) st le terme de rang p de la suite définic 3 1a question I-1° b & partir du pre-
mier terme ug ; exp(x) désigne e*.
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11-4°) Montrer que, si le réel A est strictement supérieur & l, I'ensemble P (M) est égal A (0}.
e
1

1 positif inféri

I1-5°) Démontrer que, pour tout réel xg, toute fonction f de P(A) vérifie l'inégalité :

pour toutx 20, f(x+xg) 2 f(xg) exp(ox) .

(le réel o a été défini 2 la question I-1°) a.). Démontrer que la fonction g : x+*f(x) e~0x

est une fonction croissante.

Dan ion et la suivante. la fonction f nsidér voi
propri¢té P :

P: Il existe un réel M tel que, pour tout x positif , f(x) e X<M.
I-6°) memi_ﬁéﬂmil . Soit f une fonction de P ).
c

a. Démontrer I'inégalit€ : pour tout x positif :  f(x) S M e0=x,
En déduire qu'il existe un réel positif xg tel que : sup (f(x) eX) = f(xg) €7*0.
x20

b.  Déduire des résultats précédents I'inégalité :
pour cet xg et tout x positif : f(x+xg) e~* < f(xg) .
En déduire f(x+xg) pour x > 0.

c. En déduire f(x) en fonction de f(0) et de o.

I1-7° uestion le réel 13l . Etant donnée une fonction f de P ( -l-), soit g
¢ ¢

la fonction définie par la relation : g = f — f. Démontrer que la fonction g appartient &
1

P(-).
e

Démontrer la relation : lim g(x) e* =0. En déduire g puis f.

X—oo
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Troisi¢éme partie.

Le réel A est supposé strictement inférieur 2 l Le but de cette partie est de construire une
¢

fonction @ de ¥(A) qui vérifie la condition @(0) =L, ol L est une constante complexe donnée.
La méthode proposée consiste a introduire une suite (ap)he N de nombres complexes possédant
les trois propriétés :

i) ap=0;

i) lim ap=L;

nN—roo
iii) la série de terme général My, = lag — ap-1! , ne N*, est convergente ;

et a considérer la suite des fonctions @p, , ne N, définie par les relations :
Po(x) = 0,

x+1
pourtoutn 2 1, @p(x) = a;, + A | @,_1(t) dt.
1

I1I-1°) Déterminer les fonctions @3, 92, Q3.

I1I-2°) Démontrer que chaque fonction @y est une fonction polynomiale. Etablir, pour tout entier
n supérieur ou €gal 2 2 et tout réel x, l'inégalité :

n-1_ g
A
I9n(x) ~ Po-1() SMp + Y o Mo-x (k+x)¥.
k=1

II1-3°) Démontrer que la suite des fonctions (Pn)n>0, est uniformément convergente dans tout
intervalle [-2 , 2] (2>0). Démontrer que 1a fonction limite ¢ est dérivable. Est-ce que

cette fonction @ appartient A 'ensemble E(A) ? Que vaut ¢(0) ?

II-4°) Un exemple : Supposons que L soit égal & 1. Pour déterminer la fonction @, prenons les
ap égaux 2 1 pour n 2 1. Etablir au moyen d'un raisonnement par récurrence les
inégalités : -

pour tout x positif, @n(x) < e*X.

En déduire la fonction ¢.

FIN DU PROBLEME



