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-LE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSI%, 

DE TECHNIQUES AVANCkES, DES T&lkOMMUNICATIONS. 
DES MINES DE PARIS. DES MINES DE SAINT-€TIENNE. DES MINES DE NANCY, 

DES W M M U N I C A T I O N S  DE BRETAGNE 
ECOLE POLYTECHNIQUE 

(OFTION T.A.) 

-LES NATIONALES S U P ~ I E U R E S  DE L'A~RONAUTIQUE ET DE L'ESPACE. 

CONCOURS D'ADMISSION 1994 

D E U X I ~ M E  BPREUVE 
OPTION M 

(Duret de I'dpreuve : 4 heures) 

Les candidats sont pri&s de mentionner de façon apparente sur la premi2re page de la copie : 
MATHkMATIQUES II - M. 
L'haonct! de cette &preuve, particuli2re aux candiab de l'option M, comporte 6 pages. 

Ce probl2me est consacrC il l'dtude des fonctions f, ddfinies et ddrivables sur R , ii valeurs 
complexes qui vdrifient, pour tout x del, 1'6quation E : 

où 3, est un r6el ~ c t e  ment Dositif. Il est admis que l'ensemble %(X) de ces fonctions est un 
sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel complexe des fonctions ddrivables ddfinies sur R. 

La première partie met en Cvidence des propridtds communes aux fonctions appartenant 
il l'ensemble %(h). Les deuxième et troisième parties construisent des fonctions de cet 
ensemble. 

E: f(x) = h f(x+l) , 

Premiere partie. . 

1-1 O )  Ouelaues d s u  ltats un 'les dans la & : 
a. Discuter suivant les valeurs du del  h les solutions de 1'6quation : t e-t = A.. Si cette 

6quation a une solution, elle sera ddsign6e par a ; si elle admet deux solutions, elles 
seront designtes par a, j3 avec acP ; placer h et 1 par rapport ii ces solutions. 

b. Soit s l'application : t H h  et. Étant donnC un rdel ug strictement positif, soit   un)^ 

la suite definie par la relation de récurrence : 
Discuter la convergence de la suite (un)M suivant les valeurs de h et de ug et, lors- 
qu'il y a convergence, pk iser  la limite. Dans la suite, on pose : 

un = S(un-1) , n 2 1. 

un = s n ( ~ )  . 
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c. Soit 1 un nombre del strictement positif donne ; &tudia, lorsque k est strictement 
inf6rieur B ; , la convergence de la &rie dont le terme gCnM est d6fini par les 

rclatioas : 

1 

Ln 
n! vo= 1 ; vp= -(1+n)n, n2 1. 

1-2O) premikes. 
a. Emontrer que les fonctions de %fi) sont inddfiniment &vables. 

b. D6terminer les fonctions polynômes qui appartiennent B x@). 
c. Quelles sont les fonctions exponentielles rklles (xwe8~) qui appartiennent B %(XI 

Discuter suivant les valeurs de L 

1-39 -6tCs de ~ iIitC & Zfi). 
a. Prouver que, si la fonction f appartient il x(h), il en est de même des fonctions 

Alles P et Q telles que : f(x) = P(x) + i Q(x). 

b. Soit a un rbel ; demontrer que, si f est dans 't(X), il en est de même de la fonction 
mslatee fa : xwf(x4) .  

c. Wmonuer que l'application dbrivation : fwf est un endomorphisme de %@). 

d. D&exminer, pour toute fonction f de l'espace %(k), la ou les primitives appartenant 
B a@). 

1-49 F o n c t i o n s e s d e l ' -  x (XI. 
a. fitant donnee une fonction f de x(X), soit g la fonction : xHf(-x) . Wmontrer que, 

pour que la fonction g appartienne B rtfi), il faut et il suffit que la fonction f vexifie 
la relation R : 

DCterminer les fonctions f de l'espace x(X) qui verifient cette relation R, en ncher- 
chant par exemple une huation diffCrentielle vCrifi& par f ; discuter suivant les va- 
leurs de h. 

R: pour tout x , f(x+2) = - f(x) . 

b. Pour quelles valeurs de h existe-t-il dans x(X), un sous-espace vectoriel (autre 
que(0)) de fonctions paires ? de fonctions impaires ? 
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Deuxieme partie. 

Les fonctions de l'espace vectoriel %(A) sont des fonctions inddfinimcnt dkivables dCfi- 
nies sur B. Cette partie est consacrk B l'examen du ddveloppement en skie en t ik  des fonc- 
tions f de k(X). Il sera Ctabli que toute fonction positive de %(X) est la somme d'une &rie 
entike. 

II-1") Constructl 'on d'une fonction f B DW . d'une fonction e ddfinie sur l'intwalk [O, 11. 
Par dbfurition, une fonction h ddfmie sur l'intervalle [k, k+l], où k est un entier relatif, a 

la propridtd pk si et seulement si les deux propridtks ci-dessous ont lieu : 
htz C"([k,k+l]) , 

Pk : V PE N, h(P+l)(k) = h h(P)(k+l) 

a. 

b. 

C. 

d. 

e. 

Soit f une fonction de k(h)  dont la restriction fo h l'intervalle [O , 11 est nulle. 
Mmontrer que la fonction f est nulle. 

Ddmontrer que la restriction h dune fonction f quelconque de l'espace r(k) ih 
l'intervalle [k, k+l] posstde la propriCtd pk, pour tout entier relatif k 

Soit dciproquement une fonction go dCfinie sur l'intervalle [O, 11 poss&mt la p m  
pridtd Po. Wmontrer qu'il existe une unique fonction f de k(X) qui a pour resaic- 
tion h l'intervalle [O, 11 cette fonction go. 

Soit w la fonction ddfmie sur l'intervalle [O, 11 par les relations : 
[ O , s i x = O e t s i x = l ;  

) ,  s i O < x < l .  1 
x(1- x) 

exP (- 
w(x) = 

Établir que cette fonction ty est continûment dCrivable sur [O, 11. Il sera admis que 
la fonction y est indefiniment d6rivable sur ce même intervalle et que les &vks 
successives ont mêmes valeurs que la d6riv6e premikre en O et en 1. Ixmontrcr 
qu'il existe une fonction f, appartenant ii x ( X ) ,  dont la fonction y est la restriction ih 
l'intervalle [O, 11. Est-ce que cette fonction f est de signe constant sur la droite 
delle ? 

En dauire que cette fonction f de a@) n'est, dans aucun intervalle ouvert œnu6 en 
Xn 

n! 
O, la somme de la &rie enti8re de terme gCnCral -f(n)(0), ne N. 
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P U w p i U t I  i 'ennent B l'ensemble P ( X 1  des fonctiQlls 
positives de xalL 

II-2O) * . Soit f une fonction dt P(1). 
a. DCmontrer que les d6rivCes de f sont des fonctions croissantes. En Muire que la 

seule fonction de P@) B s'annuler au moins une fois est la fonction nulle. 

b. fitablir pour tout del x et tout entier naturel n (ne N) la relation : 

Soient Un(X) et Rn(x) les deux expressions : 

c. DCmontrer que, pour x positif, la &rie de terme gCnQal un(X), 1120, est conver- 
gente. Prouver que le rayon de convergence de la &rie entike de terme gCnM 
un(x), 1&0, est infmi. 
DCmontrer, pour tout entier n, n21, et tous dels x et y vCrifant l'inCgalit6 1x1 < y, 
la relation : 

d. 

fitablir pour tout entier n, n2l , et tout del y positif l'inCgalit6 : 

e. En dduire que la fonction f est la somme de la f i e  entibe consid& cidessus : 

II-3') Cornpa&pn d'une fonctim f 9@) avec unefonction exDonentleUe * .soit 

f une fonction de y@). 
a. D6monuer que la fonction f vCrifie la rtlation : 

p u t  tout x 2 O, f(x) 2 f(0) th. 

b. D6montrer que, s'il existe un del ug et une constante positive K tels que la fonction f 
vCrifie, pour tout Xro, l'une des indgalitcs 

la fonction f vMie aussi, pour tout entier p et tout ~20, une inCgalitc du même type 
où cxp(ug x) est remplad par exp(sp(ug)x) : 

~ ( I Q )  est le terme de rang p de la suite &finie B la question 1-l0 b B partir du prc- 

f(x) 2 K exp(ugx) , ou bien f(x) 5 K exp(uox) , 

f(x) 2 K ex~(sp(w)x) * ou bien f(x) 5 K exp(sp(ug)x) ; 

mit7 mme ug ; exp(x) &signe ex. 
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1 
e 

II-4') Mon- que, si le &el X est strictement sup&icur ?î -, l'ensemble 9 (X) est Cgal B (O}. 

II-5') Ddmontrer que, pour tout del xo, toute fonction f de Y@) v&e I'inCgalitC : 
pour mut x 2 O ,  f(x+xg) 2 f(xg) exp(ax) . 

(le del a a 6t6 ddfh B la question 1-1') a.). Demontrer que la fonction g : xwf(x) Gax 

est une fonction croissante. 

Dans cette auesti 'on et la suivante. la fonction f de CO nsider6e est s u w  a volr ' k 
pmDrict6 P : 

P : Il existe un r&l M tel que, pour tout x positif, f(x) c-X 5 M. 

1 
e 

II-6') le del Th est stricteme nt infhieur ii - . Soit f une fonction de Y@). 

a. Demontrer l'in6gaIitC : pour tout x positif: f(x) 5 M e a .  
En d6duire qu'il existe un rk l  positif xg tel que : sup (f(x) e-X) = f (q)  e-q. 

Mui re  des dsultats pk6dents l'inegalid : 
pour cet xg et tout x positif : 
En d6duire f(x+q) pour x > O. 

x 2 0  

b. 
f(x+xg) e-X S f ( q )  . 

c. En d6duire f(x) en fonction de f(0) et de a. 

1 1 - . fitant donnbe une fonction f de 9 (-), soit g 
C e 

11-7') pans cette a uestion le del X est 1 

la fonction definie par la relation : g = f - f. Nmontrer que la fonction g appartient h 

Y($ 
C 

Dtbontrer la relation : lim g(x) t - X  = O. En d6duire g puis f. 
x+= 
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Troisieme partie. 

1 Le del k est suppo& strictement infkxieur B -. Le but de cette partie est de constNire une 

fonction cp de %@) qui vtriiie la condition cp(0) = L, OÙ L est une constante complexe donnk. 
La mkthode propos& consiste B introduire une suite <a&€ de nombres complexes posddant 
les trois proprittks : 

e 

i) w=O; 
ii) l iman=L; 

iii) la &rie de terme gCntral& = la, - a+iI , IE PI*, est convergente ; 
n+- 

et A consid6rer la suite des fonctions (pn , nc #, d t f ~ e  par les relations : . 

m- 1 ') Wterminer les fonctions cp1 , 'p2 ,cp3 . 

III-2') Wmontrer que chaque fonction (pn est une fonction polynomiale. Établir, pour tout entier 
n supdrieur ou tgal A 2 et tout del x, l'inkgalitt : 

k = l  

III-3') DCmontrer que la suite des fonctions ((pn)n;ilo, est uniformtment convergente dans tout 

intervalle [-1 , 11 (1%)). Dkmontrer que la fonction limite cp est d6rivable. Est-ce que 
cette fonction cp appartient B l'ensemble %fi) ? Que vaut MO) ? 

m-4') Un exemple : Supposons que L soit Cgal B 1. Pour dtterminer la fonction cp, prenons les 
an Cgaux B 1 pour n 2 1. gtablir au moyen d'un raisonnement par rCcurrence les 
intgalitks : 

En dtkiuire la fonction 9. 
pour tout x positif, %(x) S em. 

FIN DU F'ROBLkh4E 


