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Exercice 1.

1. » Calculons le polynéme caractéristique de A :

X +4 -2 2 X+4 =2 0 C1+C
Xq = 6 X -4 6 = 6 X —4 X +2| CoCs
1 -1 X+3 1 -1 X +2| C3+Cs+0,
X+4 -2 0 X+4 —2 0| Li+Ly
=(X4+2)] 6 X-4 11=(X+2)| 5 X—-3 0| LacLo-Ls
1 -1 1 1 -1 1| Ls«Ls

5 X-3
= (X —1)(X +2)?

Ainsi Sp(A) = {1, —2} (1 valeur propre simple et —2 valeur propre double).
» Déterminons les sous espaces propres de A associes aux valeurs propres 1 et —2.

e | AP R e

OEl(A)Z
x —dx+2y—2z==x
y| € E1(4) — —6r+4y—6z2=y
z —xrx+y—3z==z
—br+2y—22=0
— —6xr+3y—62=0
—x+y—42=0
<:>{a::y—4z
y = 62
— T =2z
y =6z
donc EﬂA)zVect{(%)}.
.E_Q(A)Z
x —4dx+2y — 2z = -2z
y| € E5(4) — —6x + 4y — 62 = —2y
z —r4+y—3z=-2z2
—2x+2y—22=0
<= —6x+ 6y —62=0
—r+y—2=0

= r—-y+2=0
T T 1 0
donc <y) = <x+z) :x(l) +z<1).
z z 0 1
1 0
Ainsi E_9(A) = Vect { (1) ) (1) }
0 1

» La matrice A est diagonalisable car chaque sous espace propre est de dimension égale & la multiplicité
de la valeur propre associée , donc A = PDP™! avec

10 0 210
D=0 -2 0 et P=[6 11
0 0 -2 1 01

1. Professeur agrégé en CPGE - Ibn Timiya Marrakech.
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Pour déterminer P!, en résoulvant par exemple le systéme PX =Y, et on obtient

1 -1 4

2. Soit n € N. Le systéme a pour écriture matricielle X,, 11 = AX,,. Alors,

Y41 =P X, = P1AX, = (P 1AP)(P7'X,) = DY,

Une récurrence immédiate implique
vn eN, Y, = D"Y.

Comme D est diagonale, on obtient donc

Qay, 1 0 0 Qg Qo
vneN,Y, = <6n> = <0 (=2)" 0 ) <50> = <(—2)nﬁo)
Yn 0 0 (=2)"/ \ (=2)"0

an = Q)
Dot VneN, ¢ 8, =(=2)"5
Yo = (—2)"0

Les suites (up)neN, (Un)nen €t (wn)nen convergent simultanément si, et seulement si, la suite (X,,)nen
converge dans R>.
L’application : R3> — R3 est linéaire en dimension finie donc elle est continue, la suite (X, )nen
X — PlX

converge si, et seulement si la suite (Y;,),eyn converge dans R®.
Or la suite (Y, )nen converge si, et seulement si les suites (ap )nen, (Bn)nen €t (n)nen convergent simul-
tanément.
Mais (i )nen, (Bn)neN €t (Yn)nen sont des suites géométriques de raisons respectives 1, —2 et —2 , donc
elles sont convergentes si, et seulement si Gy = 79 = 0.
Comme Xy = PYj, on a

up = 2ap + Po

vo = 6ap + Bo + 70

wo = ap + Y0

2
de sorte que (up)neN, (Vn)neN €t (wp)nen convergent simultanément si, et seulement si, Xy = ayg (6)
1

En conclusion,
Uo

(Xn)nen converge <= <v0> € E(A).

Wo

Exercice 2.

Q3. Si s est une liste Python représentant une permutation o de Sy, 'instruction Python qui permet de
trouver I'image de 1 par la permutation o est s [1].
La transposition (2 3) est une permutation qui échange 2 et 3 et laisse invariant 0 et 1, donc la liste
Python représentant la transposition (2 3) dans Sy est [0,1,3,2].

Q4. Fonction Python comp(s1,s2) pour la composition de permutations :

def comp(sl, s2):
1st = []
for e in s2:
1st.append(si[el)
return lst
# ===== Ezemple =====
s1=[1,0,2,3] ; s2=[0,1,3,2]
print(comp (sl , s2))
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Résultat :
[17 07 37 2]

Q5. Fonction inv(s) pour inverser une permutation :

def inv(s):

n = len(s)

lst = [0]*n

for i in range(n):

1st[s[i]] = 1

return 1lst
Ezemple
s=[0,2,3,1]
print (inv(s))

Résultat :
[07 37 17 2]

Q6. Un sous-ensemble G de S, est un sous-groupe de S, si et seulement si Id € G et Vo1,00 € G, 0100, e

G.

Voici une fonction Python groupe(G) qui permet de tester si un sous-ensemble G de S, est un sous-

groupe de S, ou non :

def groupe(G):
n = len (G[0])
en = [i for i in range(n)] # en
if en in G:
return False
for s1 in G:
for s2 in G:
if comp(sl, inv(s2)) in
return False
return True
Ezemple
Gi=[[0, 1, 2],[0, 2, 1]]
print (groupe(Gl) , groupe(G2))

Résultat :
False True

Q7. Soit o € S,,. Notons p l'ordre de o.

Rappelons que ({o* | k € N}, 0) est un sous-groupe
de S,, d’ordre p appelé le sous-groupe engendré par

g.

def cyclique(s):
Sp = s
sge = [s]
while True:
sp=comp (s, sp)
if sp==s:
break
else:
sge . append (sp)
return sge
Ezemple
s=[1,2,3,0]
print(cyclique(s))

= list ( range (n))

G:

; G2=[[0, 2, 11,[1, 0, 2]]

Résultat :

def cyclique(s):

G = [s]

t = comp(s,s)
while t not in G:

G.append (t)

t = comp(t,s)
return G
Exzemple
s=[1,2,3,0]
print(cyclique(s))

Résultat :

1,2, 3,0],[2 3,0, 1], [3,0, 1,20, 1, 2, 3|

[[17 27 37 0]’ [2’ 3’ 0’ ]‘]’ [37 07 17 2]7 [07 17 2? 3]]
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Probléme 1.

Q 8. Montrons que la matrice A = G 1) est définie positive .
Soit X = (;) € M3 1(R)\{02,1}}, on a

XTAX = (z y) G }) <9y”> =202 + 2oy + P =2+ (z+y)? =0

etonax2+(a:+y)2 =0 <= z=0etx+y=0 <= x =y = 0doncpour X # 0y ona XTAX > 0.
Ainsi A est symétrique définie positive .
Caractérisation spectrale

Q9. Soit M € M, (R) une matrice symétrique. Alors la matrice M est définie positive si et seulement si

toutes ses valeurs propres sont strictement positives.
Autrement dit, M € S <= Sp(M) C R%.

» Supposons M définie positive. Soit A € Sp(M) et X un vecteur propre associé a X\. On a donc
MX =XX et X #0p,1
puis
0<SXTMX =XXTX=)|X|?
#0

Nécessairement, A > 0 et Sp(M) C RY.

» On suppose maintenant que les valeurs propres de M sont strictement positives.
On sait que M est une matrice symétrique de M,,(R), donc d’aprés le théoréme spectral, il existe
une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale, dont les coefficients diagonaux sont les
valeurs propres de M. On note D = diag (p1, ..., tin), o0 les p; sont les \;, mais potentiellement
comptés plusieurs fois, en fonction de la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre
\;, telles que M = PTDP.
Soit X € M, 1(R)\{0p1}}, posons Y = PTX, Y # 0, car P inversible, on a

X"MX =X"P'DPX = (PX)"D(PX)=Y'DY

A1
Notons Y = [ : | donc
A’I’L
n
XTMX =) \y; >0
i=1
D’ou M est définie positive.
On retrouve ainsi I’équivalence.
Q10. Application :

» Etudions la fonction polynémiale p : 2 — P(z) associée a P. Elle est dérivable sur R et on a

VzeR, p'(z)=32%—-4z+3)=3(z—1)(z—3).

donc on peut dresser le tableau de variations suivant :

x —00 o 1 B 3 Y +00
P () + 0 - 0 +
1 +00
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Le théoréme de la bijection continue assure que p s’annule exactement une fois sur chacun des
intervalles | — 00, 1], |1, 3[ et |3, +o00[. Puisque P est de degré 3, on peut donc affirmer que P admet
exactement trois racines réelles «, 3, telles que a <1 < <3 < 7.

De plus p(0) = —3 donc p s’annule sur U'intervalle ]0,1[ (TVI) , ainsi P admet trois racines réelles
distinctes et strictement positives.

» La matrice B € M3(R) est symétrique réelle, calculons son polynéme caractéristique :
X -1 0 —1

Xp = 0 X -2 —1
-1 -1 X-3

=(X-D[(X-2)(X-3)-1] - (X -2)
= X% -6X%24+9X -3
=X —a)(X = B)(X —9)

avec 0 <a<l<f<3<y.
donc Sp(B) C RY.. par suite B est définie positive.

:(X_l)‘x—z -1 0 —1‘

-1 X—3‘_‘X—2 -1

Un critére en dimension 2

Dans cette partie, on souhaite démontrer la caractérisation suivante :
Une matrice symétrique M € M3(R) est définie positive si et seulement si sa trace et son déterminant
sont strictement positifs.

Q11. Soit M € ST (R). D’aprés le théoréme spectral, Sp(M) C RT donc, si on note Ay,...,\, les valeurs
propres avec multiplicité, on a donc :

n

TY(M):zn:)\Z- et det(M) =[]\
=1

i=1

Puisque M € S;1(R), il suit de la question Q9) que toutes les \; sont strictement positives de sorte
que :
Tr(M) >0 et det(M) > 0.

Q12. Soit M € S3(R) une matrice symétrique telles que Tr(M) >0 et det(M) > 0..
a 0
0 g
On a aff = det(M) > 0 donc « et B sont de méme signe, et a« + = Tr(M) > 0 donc « et 5 sont dans
R** donc Sp(M) C R*™. Ainsi M est définie positive.

Conclusion : Soit M € S3(R) une matrice symétrique . Alors

D’aprés le théoréme spectral, M = P DP avec D = et P est une matrice orthogonale.

VM € S(R), M e SFt(R) — { det(M) > 0

Tr(M) > 0.

Q 13. Le résultat de la question précédente est faux pour les matrices de taille 3. Par exemple, la matrice

4 0 O
M=10 -1 0
0 0 -1

vérifie Tr(M) = 2 > 0, det(M) = 4 > 0 mais elle n’est pas définie positive car admet —1 pour valeur
propre.

1
Q14. Posons U = (IR”jr)2 qui est un ouvert de R%. Soit f: U — R définie par f(z,y) =z +y + ot
La fonction f est de classe €2 sur U par somme et quotient de fonctions polynomiales, le dénominateur
ne s’annulant pas sur U.
Cherchons les points critiques de f.

Soit (x,y) € U, on a
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Les points critiques sont solutions du systéme V f(x,y) = 0. On a alors

1
l=—-=0 1
Viz,y) =0 < xly = r=y=— = s=yet =1 < (z,y) = (1,1)
1-—=0 Ty
xy?

donc (1,1) est le seul point critique de f dans U.
La nature de ce point est déterminée par la matrice Hessienne de f en (1,1).

0% f 0% f
“11,1) (1,1) > 2 2
_ | 0a? 00y of N2 Ff 2 OFf _
On a Hf(l,l)— 82f (1 1) 82](-(1 1) et 8.1?2 (l‘,y)— 33'32/’ 8:1/2 (l‘,y)— yng 8$8y($’y)_ 921'2,
0xdy "’ oy2
donc Hy(1,1) = < ? ; :

On adet Hf(1,1) =3 > 0 et TrHy(1,1) = 4 > 0, d’aprés la question Q12) Hf(1,1) est symétrique
définie positive par suite f admet en (1,1) un minimum local.
Pour h = (h1,h2) € U et a = (1,1),

fla+h)=f(a)+hVf(a) +% hHg(a)h" +o(|h]?)
= T

=0 >0

Le critére de Sylvester

Ty
Q15. Soit M € M,(R), ke [1I,n] et X = 1| : | € Mp1(R).
Tp
Déterminons X € M,, 1(R)\{0} tel que X M} X}, = X 'MX.
Dans cette question, il faut supposer que X # 0, car sinon, si X = 0 on doit déterminer X # 0 tel
que X TMX = 0, un tel X n’existe pas toujours, il suffit de prendre le cas d’une matrice M symétrique
définie positive pour laquelle, on a X T MX =0 = X = 0.
o o fmsii<i<k
Donc pour Xz #0O on prend X = [ : | avec &; = ]
- 0 sinon.
xn
On a clairement X # 0 et X,;erXk = X"MX.
Q 16. Soit M une matrice symétrique réelle définie positive.
Soit k € [1,n], montrons que det(M}) > 0.
On a M}, est symétrique, montrons qu’elle est définie positive.
Soit X, € My.1(R)\{0}, d’aprés Q15) il existe X € M, 1(R)\{0} tel que X MpXy = X MX > 0
donc My, est définie positive par suite det(My) > 0.
Q17. » Puisque M,,_1 € S;_Jrl(R), ses valeurs propres sont non nulles donc M,,_1 est inversible.

donc M,,_1V+U=0 <= V = —Mn__llU donc V existe et unique.
» Soit Q = <I"O_ L ‘1/> En effectuant le produit par blocs, en utilisant M,,_1V + U = 0 et, en

transposant, on a V' M,_1 +U' =0 et donc :

T _ Mn—l 0
@ MQ_( 0 U'WV+a

Posons 8=U"V +a. On a

det(QTMQ) = det (Mg—l g

mais det(M,_1) > 0 car M,,_1 € S; 1 (R) et, d’autre part,

) = pdet(at, )

det(QTMQ) = det(Q)? x det(M) = det(M) > 0
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donc 8 > 0.
: o T My,—1 O
Conclusion : il existe 5 > 0 tel que Q@ MQ = 0 3)
Q 18. Montrons par récurrence sur n > 2 que toute matrice symétrique réelle vérifiant le critére de Sylvester
est définie positive.

e Pour n = 2 : soit M = <CCL Z) une matrice symétrique.telles que det(M;) = a > 0 et det(Ma) =

det(M) = ab — ¢ > 0.
On a ab > ¢ donc a et b sont de méme signe donc b > 0.
donc Tr(M) = a+b > 0 et det(M) = ab — ¢ > 0. Ainsi M est définie positive (d’aprés question
Q12)).

e Soit n > 2, supposons le résultat vrai jusqu’a 'ordre n — 1 et soit M € M, (R) symétrique vérifiant
le critére de Sylvester. On écrit M comme a la question Q17).
Tous les mineurs principaux de M, _; étant des mineurs principaux de M, ils sont strictement
positifs. Il s’ensuit que M,,_1 € S (R). En reprenant les notations de Q17), on a

My—1 Op—11
01,n—1 B
Soit X € M., 1(R)\{0} telle que X "M X > 0. Comme Q est inversible (det(Q) = 1), il existe Y # 0
telle que QY = X.

Y1 Y1
Notons Y = | : | € My 1(R)\{0} et ¥,,_1 = : ]. On a donc

yn yn—l
XTMx=YvT (QTMQ) Y =Y, \My_1Y 1 + By

QTMQ=< >, avec 3 > 0.

Si Y, 1 #0,alors Y, | M, 1Y, 1 >0.
SiY,_1 =0, alors y, # 0 et donc XTMX = 5,%% > 0.
On en déduit que VX € M, 1 (R)\{0}, X MX > 0 et donc que M € S+ (R), d’ou Ihérédite.
e Par récurrence, on a donc montré que pour tout n > 2 :

Si M € S, (R) vérifie le critére de Sylvester, alors elle est définie positive.

Conclusion : Soit M € M,,(R) symétrique.

Alors M est définie positive si et seulement si elle vérifie le critére de Sylvester.

Q19. Soit z € R. La matrice C(x) est symétrique et, avec les notations de I’énoncé pour les mineurs principaux,
on a :

det (C(x);) =2>0, det(C(x))=1>0 et det(C(x)s)=1—2z>

V2

det (C(z)3) >0 <= 1-222 >0 < |z| < <.

Mais

2
D’aprés le critére de Sylvester
- V2
Cx) e ST (R) <= |z| < -
Q 20. La matrice en question est symétrique. Le mineur principal d’ordre 3 est strictement négatif :

2 2 1

det (M3)=12 3 —-1|=-7<0
1 -1 1

donc, d’apreés le critére de Sylvester, la matrice n’est pas définie positive.
Q 21. Soit (z,y,2) € R\{0}, posons f(z,y,z) = 42* + y> + 2> + 22y — 3zz. On a

f(z,y,2) = 4% + y* + 22 + 2zy — 322

vl 1)
oy z)M@
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Les mineurs principaux de M sont :
3
det (M1) =4>0, det(Mz)=3>0 et det(Ms)= 1 >0

de sorte que M € ST (R).

x
En particulier, pour tout (z,y,z) € R\{0}, si on pose X = <y>, on a
z

f(fU,yaZ)=4$2+y2+z2+2xy—3xz:XTAX>0

On a donc bien
V(z,y,2) € RS\ {Ogs}, 42 + y2 + 22+ 2xy — 3xz > 0.

Q 22. La matrice S,, est symétrique. On calcule les premiers déterminants principaux :
det (S1) =v3>0, det(S2)=2>0, det(S3)=+v3>0, det(Sy)=1>0 et det(Ss5)=0.

Pour tout n € N* et tout k € [1,n], le ki*™m¢ déterminant principal de S, est det(Sk), on en déduit que
S1,52,53 et Sy sont définies positives mais que, pour tout n > 5,5, ne 'est pas.
En conclusion :

S, € STT(R) <= n€{1,2,3,4}.
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