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’ 2022 - CENTRALE-SUPELEC - MP - MATHEMATIQUES 1
EXEMPLES DE CONTRAINTES SYMPLECTIQUES LINEAIRES
UN CORRIGE

I Préliminaires

L1 Y1
Q 1. e Soit A= (ai7j)1§i7j§n € Mn(R). Soit X = € M»,L71(R) et Y = S Mml(R). On calcule :
Ln Yn
XTAY = XT(AY) = ZXz(AY)z = Z:z:,» Zamyj = Z inai,jyj. XTAY = Z Zzia,myj.
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

e Soit A € M, (R) telle que V(X,Y) € (M, 1(R))?, XTAY =0.
Soit (k,£) € [1,n]>.
Soit X € M, 1(R) défini par Vi € [1,n], z; = §; &, et Y € M,, 1(R) défini par Vj € [1,n],y; = d;.-
D’apreés le calcul précédent :

XTAY = Zinai)jyj = Z Z(si,kai,jéj,é = ak}g =0.
i=1 j=1 i=1 j=1
Donc V(k, ) € [1,n]?, ak, =0, d’ott la matrice A est nulle. On a montré que :
Si A € M, (R) vérifie V(X,Y) € (M,,1(R))?, XTAY =0, alors A = 0.
e Soient (4, B) € (M, (R))? telles que V(X,Y) € (M, 1(R))?, XTAY = XTBY.

Alors V(X,Y) € (M, 1(R))?, XT(A-B)Y =0.
Par le point précédent, la matrice A — B est nulle, donc A = B.

Finalement, |si (4, B) € (M, (R))? vérifient V(X,Y) € (M, 1(R))?, XTAY = XTBY, alors A = B.
Q 2. Soit M € GL,(R).

e Soit A € Sp(MTM). Soit X € M,, 1(R) avec X # 0 un vecteur propre (donc non nul) de M7 M associé a la
valeur propre A. Alors MTMX = AX. Il vient

XTMTMX = (MX)T(MX) IMX |2
= XT(MTMX) = XT(OX) = MXTX = )X

Le vecteur X est non nul donc || X|| > 0. De plus M est inversible et X # 0, donc M X # 0 et ||MX] > 0.

2
Hﬁ()i? > 0. Ainsi, | VA € Sp(MTM), X>0.
o La matrice M7 M est symétrique réelle, donc par le théoréme spectral, elle est diagonalisable en base ortho-
normale. De plus on vient de montrer que ses valeurs propres sont strictement positives.
Donc il existe D € M,(R), diagonale contenant les valeurs propres strictement positives de M7 M, et
P € 0, (R) orthogonale, telles que PTMTMP = D. Ona MTM = PDPT.
Notons D = Diag(A1,...,A\,) avec Vi € [1,n], A; > 0.
Posons A = Diag(v/A1, ..., vAn), de sorte que A% = D.

On pose | S = PAPT .| Alors

On obtient A =

S? = (PAPT)? = PA?PT = PDPT = MT M.

La matrice S est symétrique car ST = (PAPT)T = PATPT = PAPT = S.
S est semblable & A donc a le méme spectre : Sp(S) = Sp(A) = {V A1, ..., VA }.
On a Vi € [1,n], A\; > 0 donc v/A; > 0 et S est & valeurs propres strictement positives.

’ Il existe une matrice S symétrique réelle a valeurs propres strictement positives, telle que S? = MT M.

1
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Q 3.

Q 6.

. On considére rg :

IT Objets symplectiques

Soit w une forme symplectique sur E. Soit x € E.
Par antisymétrie de w, on a w(z,z) = —w(z, z), donc 2w(z,z) =0, d’ott w(x,z) = 0.
Ainsi ’Vw €E, wxax)=0. ‘

. Montrons que F* = {x € E,Vy € F,w(z,y) = 0} est un sous-espace vectoriel de E.

e Par définition, on a F¥ C F.
e Par bilinéarité de w, le vecteur nul vérifie Vy € F,w(0g,y) = 0. Donc O € F“ et F¥ # .

e Soit (A1, X2) € R? et (z1,72) € (F¥)2. Soit y € F.
Par bilinéarité de w,
w(A1z1 + Aaze,y) = Mw(x1,y) + Aaw(za,y) =04+ 0 =0.

Donc (Az1 + Aexo) € F¥ et F“ est stable par combinaison linéaire.

Finalement ’F“’ est un sous-espace vectoriel de F. ‘

. Soit « € E un vecteur non nul. Posons F' = Vect(z) la droite engendrée par x. On a évidemment x € F'.

Soit y € F. Alors 9\ € R, tel que y = Ax.

D’aprés la question Q 3, on a w(x,z) = 0.

Par bilinéarité de w, on a w(z,y) = w(z, \x) = Aw(z,z) = 0. Ainsi Vy € F,w(z,y) =01ie. z € F¥.

Ainsi z € FN F¥ avec © # O, donc F N F* # {0g}. Dans cet exemple, F' et F ne sont pas en somme directe.

’Non, le sous-espace vectoriel F“ n’est pas nécessairement en somme directe avec F. ‘

E — L(E,R)
z = w(x,-)

On considére d,,, :
e Montrons que d,, est une application linéaire. Soit (A1, A2) € R? et (21, 72) € E2. Par bilinéarité de w :

Vy e E, du(Mz1+Aw2)(y) = whzi + Aawa,y)
= Mw(z1,y) + dow(zs,y)
Ade(71)(y) + Aady (22)(y)-

Donc d,(A1x1 + Aaxa) = Aidw(21) + Aady, (22) et d, est linéaire.
e Montrons que d,, est bijective.
Soit x € Ker(d,,). Alors dy,(x) = w(z,-) =0, ie. Yy € E,w(z,y) = 0.
Puisque w est une forme symplectique, elle vérifie la non dégénérescence, donc = = 0.
Ainsi Ker(d,,) = {0g}, donc d,, est injective de E dans L(E,R). Puisque dim(£L(E,R)) = dim(E)x1 = dim(E),
Iinjectivité de d,, équivaut a sa bijectivité, donc d,, est bijective.

Finalement ’dw est une application linéaire bijective, donc un isomorphisme. ‘

L(E,R) — L(F,R)

Montrons que rg est surjective. Soit u € L(F,R).

I est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel E qui est de dimension finie.

Soit G un supplémentaire de F dans £ : £ = F & G.

On définit £ sur E par : Vo € F, qui s’écrit de maniére unique x = xp+2xg avec 2p € F et g € G, £(x) = u(zp).
EFE — R

r=zp+zg — ulrp)

Autrement dit, on pose ¢ :

e Montrons que £ est linéaire. Soit (A, ) € R? et (z,y) € E?, qui s’écrivent de maniére unique x = xr + z¢ et
Yy =9yYr +yqg avec xp,yr € F et xg,yc € G.

Az +py) = zp+Azg +pyr +pye) = 0| Aar +pyr) + (Aoe + pya)
€F cG
= u(Arr + pyr) = Xu(zp) + pu(yr) car u est linéaire

= A(z) + pl(y).

Ainsi ¢ est linéaire, donc ¢ € L(E,R).
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Q9.

Q 10.

e De plus, Vz € F, on a {(x) = u(x) donc rp(f) = 4|r = u.
On a montré que Yu € L(F,R),3¢ € L(E,R) telle que rp(f) = u.
Donc

. Calculons le noyau de rg o d,

Ker(rpod,) = {x€E, rpod,(z)=0}
{reE, VyekF, d,(z)y
{reE, VyeF, wx,vy)

0}

):
-0} = Fv

Donc ’ Ker(rpod,) = F*. ‘
D’une part, puisque d,, est un isomorphisme, d, conserve le rang; d’autre part, puisque rr est surjective, on a
Im(rp) = L(F,R). 1l vient

rg(rp ody,) = rg(rp) = dim(L(F,R)) = dim(F).

On applique le théoréme du rang a lapplication linéaire rp od,, : E — L(F,R) :

dim(E) = rg(rg od,,) + dim(Ker(rg o d,)) = dim(F') + dim(F*).

Ainsi ’dim(F‘”) = dim(F) — dim(F). ‘

Soit w une forme symplectique sur E. Soit wp la restriction & F? de w. On a donc wp : F? — R.
e w vérifie la bilinéarité donc par restriction aux vecteurs de F, wg vérifie aussi la bilinéarité :

w(e+My,2) = wlz,z) +dw(y, ).

3
V(m»yvz)eFv VAGR’ {w(ﬂc,y+)\z) = U.)(;L',y)—f—)\W(ﬂ?,Z)-

e w vérifie Pantisymétrie donc Y(z,y) € F?, wr(z,y) = w(z,y) = —w(y, v) = —wpr(y, ).
Donc wp vérifie aussi I'antisymeétrie.

e On en déduit que wp est une forme symplectique sur F si et seulement si wg vérifie la non dégénérescence. Or
{reF, VyeFuw(y =0=Fn{zckE, VycFuwy =0=FNF~.

Ainsi (wp vérifie la non dégénérescence) < (FNFY = {0g}) & (F et F* sont en somme directe).

D’aprés la question Q 8, si F' et F“ sont en somme directe, alors dim(F @ F*) = dim(F’) + dim(F¥) = dim(FE),
donc F' @ F“ = E. Réciproquement, si F'® F“ = E, alors F' et F¥ sont évidemment en somme directe. D’ot :

wp est une forme symplectique sur F' < wp vérifie la non dégénérescence
< FNFY={0g}
& F et F“ sont en somme directe
& FOFY=E.

=E.|

L1 n
Soit (z,y) € R" xR™. Onnote X = [ @ | et Y = | ! | les colonnes des coordonnées de z et de y dans la base
Tn Yn
7
canonique (eg,...,e,). On a donc : & = inei ety = ijej.

i=1 j=1
Par bilinéarité de w, on obtient :

n n
) = | Ymien Yy | = 30D plenes) = 30 Y ey, = XY,
i=1 j=1

=1 j5=1 =1 j=1

d’aprés le calcul préliminaire effectué a la question Q 1. D’ou |w(x,y) = X Tay.

3
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Q 11.

Q 12.

Q 13.

Q 14.

Q 15.

e Montrons que {2 est antisymétrique.
Soit (x,y) € R* x R", et (X,Y) € (M, 1(R))? les colonnes des coordonnées de = et y dans la base canonique.
D’aprés la question Q 10 et par antisymétrie de w :

XTQY = w(z,y) = ~w(y,z) = —YTOX = — (YT0x)" = —x7QTY = xT(-a")y.

On a donc V(X,Y) € (M,,1(R))?, XTQYy = XT(-QT)Y.
D’aprés la question Q 1, Q7 = —Q, donc ’ Q) est antisymétrique. ‘

e Montrons que € est inversible. Soit X € Ker(2). On a donc QX = 0.
Par transposition et en utilisant que  est antisymétrique : 0 = (QX)7 = XTQT = —XTQ, d'ott XTQ = 0.
Ainsi VY € M, 1(R), XTQY = 0.
En notant (z,y) € (R™)? les vecteurs de coordonnées (X,Y) € (M, 1(R))?, on en déduit que :
Vy € R™, w(z,y) = XTQY = 0. Or w est non dégénérée sur R™, donc z = 0, d’ott X = 0.
Ainsi Ker(2) = {0} et ’ () est inversible.

D’aprés la question Q 11, € est une matrice antisymétrique et inversible.
Q est antisymétrique donc Q7 = —Q. En passant au déterminant,

det(Q) = det(QT) = det(—Q) = (—1)" det(Q).

Supposons par 'absurde que n est impair. Il vient det(2) = — det(Q2), donc det(2) = 0 et Q n’est pas inversible,

ce qui est absurde. Donc | n est pair.

R*"xR® — R

On considére by : ‘ . .
(z,y) = <z,4(y) >

e j est une application linéaire et le produit scalaire est bilinéaire, donc | b est bilinéaire ‘ sur (R™)2.

e Soit (z,y) € (R")?, et (X,Y) € (My1(R))? les colonnes des coordonnées de z et y dans la base canonique
de R™. Puisque j est 'endomorphisme canoniquement associé a J, le vecteur j(y) est de coordonnées JY dans
la base canonique. D’oit :

bs(w,y) =< z,j(y) >= X" JY.

Or J = <IO _ém) est antisymétrique : J© = —J, donc :

be(z,y) = XTJY = (XTIV)T =YTJTX = - YTIX = —bs(y,2).

Ainsi, V(z,y) € (R™)?,bs(z,y) = —bs(y, ). Donc

e Soit x € R” tel que Vy € R™, bs(z,y) = 0.
Notons X € M,, 1(R) la colonne des coordonnées de  dans la base canonique de R”™.
Alors VY € M,,1(R), XTJY = 0. En transposant, et avec JL = —J,ona Y7JX = 0.
On applique avec Y = JX : (JX)T(JX) = ||JX|? = 0.
Par séparation de la norme, JX = 0. Or J2 = —1I,, donc J est inversible (d’inverse —.J).

bs est antisymétrique. ‘

Donc JX = 0 entraine X = 0, puis z = 0. Ainsi | bs est non dégénérée. ‘

bs : (R")2 — R est bilinéaire, antisymétrique, non dégénérée, donc une forme symplectique sur R".

On suppose que Ay # 1. Soit z € Ex(u) et y € E,(u). Alors u(x) = Az et u(y) = py.
Puisque u est un endomorphisme symplectique, et puisque w vérifie la bilinéarité, on a :

w(z,y) = wu(r),u(y)) = wAz, py) = Ap w(z,y).

D'ou (1 — Ap) w(z,y) =0 or 1 — A # 0, donc w(z,y) = 0. Finalement, Vo € E\(u), Yy € E,(u), w(z,y) =0.
’Si A # 1, alors Ey(u) et E,(u) sont w-orthogonaux. ‘

Soit u € L(R™) et M € M,,(R) sa matrice dans la base canonique B = (eq,...,e,) de R™.
Soit (z,y) € (R™)2, et (X,Y) € (M, 1(R))? les colonnes des coordonnées de z et y dans B.
On a montré a la question Q 13 que by(z,y) = XTJY.

4
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Q 16.

Q 17. Soit M € M, (R), que l'on écrit M = (

De plus, le vecteur u(x) est de coordonnées M X dans B, et le vecteur u(y) est de coordonnées MY dans 5.
Donc bs(u(z),u(y)) = (MX)TJ(MY) = XTMTJMY.

u est un endomorphisme symplectique de (R”,b5) < V(x,y) € (R")?,  bs(u(z),u(y)) = bs(z,y)
& V(X)Y)e (M,1(R)?2 XTMTIMY = XTJY.
& MTJM = J d’aprés la question Q 1.

Ainsi |u est un endomorphisme symplectique de (R™,b,) < MTJM =J.

Sp,(R) = {M € M, (R), M"JM = J}.

e Soit M € Sp,(R). Alors MTJM = J donc JMTJM = J?> = —1,, et (~=JMTJ)M = 1I,.
On en déduit que M est inversible d’inverse —JM7T J.
On a VM € Sp,,(R), M est inversible, donc ’ Sp,(R) C GL,(R). ‘

e Ona Il JI, = J donc I, € Sp,(R) et |Sp,,(R) # 0.

o Soit (M, N) € (Sp, (R))2. Alors (MN)TJ(MN) = NT(MTJM)N = NTJN = J.
Donc M N € Sp,,(R) et ’ Sp,,(R) est stable par produit. ‘

e Soit M € Sp,(R). Alors MTJM = J.
On multiplie & gauche par (M ~1)T et a droite par M~1: J=(M"H)TJML.
Donc M~ € Sp,,(R) et ’ Sp,,(R) est stable par passage a 'inverse. ‘

e On a montré que ’ Sp,,(R) est un sous-groupe de GL,(R). ‘

e Soit M € Sp,(R). On a montré que(—JMTJ)M = I,, donc M est inversible d’inverse —JM7T.J. On a donc
également

M(=JM™"J) = I,.
En multipliant & droite par .J, on obtient MJM?T = J, ie. MT € Sp, (R).
On a montré que VM € Sp,,(R), MT € Sp,(R). Donc ’ Sp,,(R) est stable par transposition. ‘

e OnaJ? = —1I, donc JTJJ = (=J)J? = =J(~I,,) = J. Ainsi | Sp,(R) contient J. |

Finalement, ’ Sp,,(R) est un sous-groupe de GL,(R), stable par transposition et contenant .J. ‘

A B
C D

), avec (A, B,C, D) € M,,(R)*. Calculons :

. (AT CT 0 —-I,\[(A B 0 —I,
MEJM =J = {pr pr I, 0 (0 D>_ I, o)
(AT CcT\(-C -D 0 —I,

— \BT D)\ A B) \I1, O
_ ~ATCc+cT4 -ATD+CTB+1,
-~ \DTA-BTC -1, -BTD+ DTB )

On en déduit que

_(A B T —
M(C D>€Spn(R) & MPIM-J=0
ATC = CTA=(ATO)T.

- BT™D = DTB=(BTD)T.
ATD -CTB = 1I,.
DTA—-BTC = I, quiest équivalente & la ligne précédente par transposition.

A B ATC et BT D sont symétriques
Done | M = (c D> €5p(B) e { et ATD = CTB = I,
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III Déterminant d’une matrice symplectique réelle
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Q 18. On identifie M;(R) a R.
Soit M = (Z Z) € Ms(R), avec a,b,c,d € M1(R) =R.
D’aprés la question Q 17, M € Sp,(R) si et seulement si ((ac) et (bd) sont symétriques et (ad — be) = I; = (1)).
Une matrice de M;(R) est toujours symétrique, donc la condition ci-dessus équivaut a det(M) = ad — be = 1.
Finalement, pour M € M3(R), on a : M € Spy(R) < det(M) =1 < M € SLo(R). Ainsi ’ Sps(R) = SLa(R). ‘
. L v w 4
Q 19. Soit M € M,,(R), que I'on écrit M = v gz | avec (U, V,W,Z) € M,,,(R)*. Calculons :
TM—MJ — 0 —In\ (U W\ (U W 0 ~ILn\_(-V -2\ (W -U\_(-V-W U-Z
" \Un O vV Z v Z)\I, 0 ) \U W z -v) \U-Z V+W
On en déduit que
u w u -v
M_<V Z)ECJ & JM-MJ=0 & Z=UetW=-V < M—(V U)'
9 u -v
Donc|M eC; < 3(U,V)eM,,(R)*, M= (V U )
. s . 9 v -V
Q 20. Soit M € C;. D’apres la question Q 19, (U, V) € M,,(R)?, M = U Calculons :
I,, 0O v -v I, o0\ (I, O U+ -V |(U+iV =V
il Iy ) \V U —ily L) \ilyp In) \V—iU U ) 0 U—-iv)’
. I, O I 0 3 . . . .
Les matrices i T > et <—i I > sont de déterminant 1, car triangulaires avec des 1 sur la diagonale.
On obtient alors :
_ u -v _ U+iv =V
det(M) = det (V U ) = det < 0 U— iV)
= det(U+:V)det(U —iV) = det(U +iV)det(U +iV)
= det(U+iV)det(U +iV) = |det(U +iV)|?> > 0.
En eﬁet7 VA S M'm (C)7 det(Z) = det(A)
D'ott | VM = <g _V> €Cy, det(M) = |det(U +1iV)[* > 0.
Q 21. OSp,(R) = Sp,(R) N O, (R).

e D’apreés le cours, O, (R) est un sous-groupe de GL,(R).
En effet, O, (R) contient I,,, est stable par produit et par passage a l'inverse.

e D’apreés la question Q 16, Sp,,(R) est un sous-groupe de GL,(R).

e Une intersection de sous-groupes est un sous-groupe, donc OSp,,(R) = Sp,,(R) N O, (R) est un sous-groupe de
GL,(R).

e On a l'inclusion OSp,(R) = Sp,,(R) N O,(R) C Sp,(R), o OSp,,(R) est non vide, stable par produit et par

passage a I'inverse, donc ’ OSp,,(R) est un sous-groupe de Sp,, (R).

e M, (R) est un espace vectoriel normé de dimension finie, donc une partie de M,, (R) est compacte si et seulement
si elle est fermée et bornée.

e Montrons que OSp,,(R) est bornée.
Puisque M, (R) est un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, donc on

6
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Q 22.

Q 23.

peut choisir la norme infinie définie par : VA = (a; ;) € Mp(R), |4l = | Iax la; ;|
<i,j<n
Soit A € O, (R). Alors AAT =1, :

Vi € [[l,n]], (In)i,i = (AAT)%Z = ZAi,j(AT)jﬂ' = Z(am)Q =1.

Donc V(i,7) € [1,n]?, |a; ;| <1, et ainsi ||A]|oc < 1. Donc O, (R) est bornée.
On a OSp,,(R) = Sp,,(R) N O,(R) C O,(R). Puisque O, (R) est bornée, | OSp,,(R) est bornée. ‘

e Montrons que OSp,, (R) est fermée.

O,(R) = {MeM,R),M'M =1,}=f"1({I,}) en posant f(M)= MTM.
SP,(R) = {Me M,(R),M'JM =J}=g"*({J}) enposant g(M)= MTJM.

Un singleton est fermé, donc les singletons {I,,} et {J} sont fermes.

M,(R) — M,(R)

La transposition

est continue, car linéaire sur M,,(R) de dimension finie.

M — MT
. . M,R)? — M,(R) . e 2 . . .
Le produit matriciel (A4,B) — AB est continu, car bilinéaire sur M, (R)* de dimension finie.

Par composition, les deux applications f : M o MTM

continues.
L’image réciproque d’un fermé par une application continue est fermée.
Donc les parties O, (R) = f~1({I,}) et SP,,(R) = g~ 1({J}) sont fermées dans M, (R).

Une intersection de fermés est fermée, donc ’ OSp,,(R) est fermée. ‘

e OSp,,(R) est fermée et bornée, donc c’est une partie compacte de M, (R).

e Ainsi ’ OSp,,(R) est un sous-groupe compact de Sp,, (R). ‘

Soit M € OSp,,(R) = Sp,,(R) N O, (R).
Puisque M € O, (R), M est inversible d’inverse M~ = MT.
Puisque M € Sp,,(R), on a MTJM = J donc M~*JM = J.

En multipliant & gauche par M, on obtient JM = M.J donc M € C;. Ainsi ’ OSp,,(R) C Cy. ‘
Soit M € OSp,,(R) = Sp,,(R) N O, (R).

Ma(B) = Mu(B) ‘ Mn(%) - /J\\;?%
—

sont

Puisque M € O,(R), on a MTM = I,, donc det(M)? = det(M7T)det(M) = det(MTM) = det(I,,) = 1, donc

det(M)? =1 et |det(M) = £1.

D’aprés la question Q 22, OSp,,(R) C C; donc M € C;. D’aprés la question Q 20, puisque M € Cy, on a de

plus [det(M) > 0| d’on det(M) = 1.

Done | VM € OSp,,(R), det(M) = 1.]
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Q 24. On considére M € Sp,,(R) une matrice symplectique.
Soit S € S, (R), symétrique & valeurs propres strictement positives, telle que S? = M7 M.
D’aprés la question Q 16, Sp,,(R) est stable par transposition et par produit, donc la matrice S? = M7 M est
symplectique.
Soit s ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a S.
Alors s? est 'endomorphisme de R™ canoniquement associé¢ a S? € Sp, (R), donc s? est un endomorphisme
symplectique.
La matrice S est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormale, de méme que I’endomorphisme s.
Soit (vy,...,v,) une base orthonormale de R™, formée de vecteurs propres de s.
Soient Ai,..., A, les valeurs propres (réelles) de s, telles que Vi € [1,n], s(v;) = Ajv;.
On remarque que (v, ...,v,) est aussi formée de vecteurs propres de s.
D’aprés la question Q 14, appliquée & ’endomorphisme symplectique s2, si A2u? # 1, les sous-espaces propres
Ey2(s?) et E,» (s?) sont bg-orthogonaux. Puisque les valeurs propres de s sont strictement positives, la condition
A2p2 # 1 équivaut a Ay # 1.
En particulier :
Si )\1)\] 7é 1, alors bs(l}i,l}j) =0.

Soit « € E, qui se décompose dans la base (v1,...,v,) de vecteurs propres :

n
r = Z TiU;.
i=1
n n
s(z) = Zajis(vi) = in/\ivi.

i=1 i=1
n n

s2(x) = insz(vi) = in)\fvi.
i=1 i=1

n n
Soit (x,y) € E? qui se décomposent dans la base de vecteurs propres : z = Z Tiv; et y = Z y;v;. 11 vient

i=1 =1
bS(SQ(l'),S2(y)) = bs Zmi)\?viazyj)\?vj = ZZ()\i)\j)Ql'iyjbs(vi;'Uj)
=1 j=1 i=1j=1
= > (Aidj) @iy s (vi,v;) = > iY;bs (vi; v5)-
(i,9)€[1,n]?|XiX;=1 (%,7)€[1,n]?|Xix;=1
De méme,
bols(@),5(y) = bo [ D mdivi, Y yiAv; = D> A aaybs (v, v;)
i=1 j=1 i=1j=1
= > (Nidj)wiysbs(vi,v5) = > 23y;bs (v, v;)
(i,5)€[1,n]2 | s Ay =1 (i) €[1,n]2| A A, =1
= bs(SQ(x)? SZ(y)) = bs(xay)a

car s est un endomorphisme symplectique.
On a montré que V(x,y) € E?, bs(s(x), s(y)) = bs(x,y), donc s est un endomorphisme symplectique.
On en déduit que ’ la matrice S est symplectique. ‘
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Q 25.

Q 26.

Q 27.

Q 28.

e Ona M € Sp,(R) C GL,(R) d’aprés la question Q 16, donc M est inversible et det(M) # 0.
Or S%2 = MTM d’ou det(S)? = det(S?) = det(MT M) = det(MT) det(M) = det(M)? # 0.
Donc det(S) # 0 et ’ S est inversible. ‘
e On pose O = MS— 1.
D’une part, les matrices M et S sont symplectiques. D’apreés la question Q 16, Sp,,(R) est stable par passage
a l'inverse et par produit, donc S~! puis O = M S~! sont également symplectiques.
D’autre part, puisque S est symétrique,

OTo = (S HTMTMS™! = (ST)y"Y(MT"M)S™! =571828 ! =1,

Ainsi O est une matrice orthogonale.
On a donc O € Sp,,(R) N O, (R), donc ’ O =MS~' € 0Sp,(R). ‘

D’aprés la question Q 23, puisque O = M S~ € OSp,,(R), on a det(0) = 1.

Or det(O) = det(M S™1) = det(M) det(S) ™!, donc det(M) = det(S).

La matrice S est diagonalisable et de valeurs propres strictement positives, donc det(S) > 0, d’ou det(M) > 0.
Puisque M € SP,,(R), on a MTJM = J donc det(J) = det(MT JM) = det(J) det(M)?2. Or J est inversible donc

det(J) # 0 et det(M)? = 1. Ainsi det(M) = £1, or det(M) > 0, donc | det(M) = 1.
Soit a € E\ {0g} et A€ R. On aVx € E,7)(z) =z + M\w(a,z)a.

e Montrons que 7, est une transvection de E.
7)1 E — E est lindaire (par linéarité de l'identité Idg et par bilinéarité de w) donc 7 est bien un endomor-
phisme de F.
Posons Vz € E {(z) = w(a, z).
w est bilinéaire donc ¢ est linéaire et ¢ € L(E,R).
D’aprés la question Q 3, ¢(a) = w(a,a) = 0 donc a € Ker(?).
On en déduit que Vo € E,7)\(z) = 2 + £(x)a avec £ € L(E,R) et a € Ker(£), donc 7' est une transvection.

e Montrons que 7' est un endomorphisme symplectique de E. Soit (z,y) € E2.

WA @) W) = w(w+ Awla D)y + Aw(a,y)a)
w(z, y) + Aw(z, a)w(a, y) + Aw(a, )w(a, y)
+X2w(a, z)w(a, y)w(a, a) par bilinéarité de w.
= w(z,y) + Iw(a, )( (z,a) +w(a, x)) car w(a,a) = 0.
= w(z,vy) car w(z,a) = —w(a, ).

Ainsi ¥(z,y) € E?, w(t}(z),7)(y)) = w(z,y) donc 7 est un endomorphisme symplectique.

’ta

Donc T;\ est une transvection de F et un endomorphisme symplectique de F.

Soit a € E\ {0} et (A, u) € R2. Soit z € E.

thoTtMx) = T (a: + Mw(a, J;)a)

a,z)TH(a) car T/ est linéaire

a,)a car w(a,a) =0 donc 7¥(a) = a
x + pw(a, x)a + Iw(a, x)a

x+ (A + pw(a, z)a
= 7MH(D).

Il
3
=

&

_|_
S

/E/‘\

iz A At
Donc |7} o1t = 7TH.
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Q 29. Soit a € E\ {Og} et A € R.

Q 30.

Q 31.

Q 32.

Q 33.

La famille (a) est libre (car a est non nul) donc on peut la compléter en une base B’ = (a, e,

{ Vi€ [2,n], 7)(es)

72 (a)

Donc la matrice 7 de 7,\(a) dans la base B’ vaut :

= a.
e; + Aw(a, e;)a.

1 Aw(a,er)
0 1

T} = Matg (7, (a)) =
0

...,ep)de E. On a

Cette matrice est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, donc det(7)) = det(T}}) = 1.

Finalement, Va € E\ {0g}, VA € R,

Soita€ E\{0g}et A€ R.Onar)or,*=712""=70=1dg.
Donc 7 est bijectif, de bijection réciproque 7; .

det(r)) =1 > 0.

A

La réciproque (T,

A
a

)-

1 _ . .
=T, X est encore une transvection symplectique.

On suppose que w(z,y) # 0. Soit A € R.
On remarque que w(y — z,2) = w(y,z) — w(x,x) = w(y,x) car w(x,x) = 0. il vient :

() = z+dwly—x,z

= 4 M(y,z)(y —x)

, alors Aw(y, )

1
Onaw(y,z) =—w(x, 0. Posons A\ = —
(y, @) (2,y) # o7)
. 1 A
Si w(z,y) # 0, en posant A = —m, onart, .(z)=y

On suppose que w(z,y) = 0.
Pour v € E un vecteur non nul, on pose H(v) = {a € E, w(v,a) = 0}.
Puisque w est bilinéaire, a — w(v,a) est une forme linéaire.
Puisque w est non dégénérée et v est non nul, @ — w(v, a) est non nulle.

Alors H(v) est le noyau de la forme linéaire non nulle a — w(v, a), donc un hyperplan de E.

Posons

H(z) =
H(y) =

)y — )

{a € E, w(z,a) =0}.
{a € E, w(y,a) = 0}.

Aw(y, )y + (1 — dw(y, x))z.

A

=1 donc 7;'_(v) = y.

Les vecteurs x et y sont non nuls, donc H(z) et H(y) sont deux hyperplans de E donc 'union H(x)UH (y) # E.
En effet, 'union est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si les deux hyperplans sont égaux, mais dans
ce cas I'union est un hyperplan.
Alors il existe z € E\ (H(z) U H(y)).

11 existe un vecteur z € E tel que w(x,z) # 0 et w(y, z) # 0. ‘

Démontrons le lemme. Soient x et y deux vecteurs non nuls de E.

e Premier cas

: w(z,y) # 0.

D’aprés Q 31, puisque w(z,y) # 0, en posant A = —

On pose

A

Y= Tyfw‘

e Deuxiéme cas :
D’aprés Q 32, il existe z € E tel que w(x, z) # 0 et w(y, z) # 0. En particulier, z est non nul.
1

D’aprés Q 31, puisque w(x, z) # 0, en posant A\; = —

w(z,y) =0.

o
w(z,y)’

w(zx, 2)

onarfT,_

,on a

15\ m(gj) =Y.

Alors y(x) = y et v est une transvection symplectique.

A
M

Z—T

(x) = 2.

10
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1 Ao

D’aprés Q 31, puisque w(z,y) # 0, en posant Ay = —————, on a (7,2 (2) = y.
w(z,y) L vz 7]
On pose |y = T;\Ez o Tz’\il.. Alors y(z) = y et v est la composée de deux transvections symplectiques.

e Conclusion :’il existe une composée v d’au plus deux transvections symplectiques de E, telle que v(x) = y. ‘

Q 34. Soit v un endomorphisme symplectique de F et e; un vecteur non nul.

1
Puisque w est non dégénérée et e; # O, il existe z € F tel que w(e, z) # 0. Posons f; = ( )z
w(e, z
1
e Par bilinéarité de w, on a w(ey, f1) = ——w(ey, z) = 1.
w(eq, 2)

e Supposons par 'absurde que f; est colinéaire a e;. Alors 3t € R tel que f; = te;.
Dou 1 = w(ey, f1) = w(er,ter) = tw(er,e1) = 0, ce qui est absurde. Donc e; et f; ne sont pas colinéaires.

1l existe f1 € F, non colinéaire a eq, tel que w(eq, f1) = 1. ‘

Q 35. Montrons qu’un endomorphisme symplectique u est bijectif.
Soit « € Ker(u), alors u(z) = 0. Puisque u est symplectique :

Yy € B, w(r,y) = w(u(x),u(y)) = w0 uly) =0

par bilinéarité de w. Or w est non dégénérée, donc x = 0.

Ainsi Ker(u) = {0}, donc u est injectif, or E est de dimension finie donc u est bijectif.
Puisque e; # 0 et u est bijectif, on a u(e;) # 0.

Alors ey et u(e;) sont deux vecteurs non nuls de E.

’D’aprés le lemme, il existe une composée 6; d’au plus deux transvections symplectiques, telle que §;(u(e1)) = e;. ‘

Q 36. On a w(ey, f1) =1 et de plus :

wler, fir) = w(di(uler)), dr(u(f1)) = wluler), u(f1) = wler, f) = 1.
car §; et u sont des endomorphismes symplectiques.

e Premier cas : w(]?l,fl) £ 0.

~ 1 ~
D’aprés Q 31, puisque w(f1, f1) #0, en posant A = ———=——, ona 7 - (f) = fi.
_ _ w(fhfl) fl_jl
De plus, w(f1 — fi,e1) = w(f1,e1) —w(fi,e1) = -1+ 1=0, donc T;\rfl(fl)(el) =e.
Ainsi | §y = T;\l_ 7 | est une transvection symplectique et convient car ds(e1) = e et 52(%) = fi.

e Deuxiéme cas : w(fl,fl) =0.

* Montrons qu’il existe z € E tel que w(fh z) #0et w(f1,2) #0 et wleg,z) =1.
Pour v € F un vecteur non nul, on a montré en Q 32 que H(v) = {a € E, w(v,a) = 0} est un hyperplan

de E. Posons B B
H(fi) = {a€E, w(fi,a)=0}.
H(f1) = {a€FE, w(fi,a)=0}.
H(e;) = {a€E, w(e,a)=0}

Les vecteurs ]71, f1 et e1 sont non nuls, donc H(fl)7 H(f1) et H(e1) sont trois hyperplans de F, donc l'union
H(f1) UH(f1)UH(e1) # E. En effet, Iunion est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si les trois
hyperplans sont égaux, mais dans ce cas I'union est un hyperplan.
Alors il existe zg € E\ (H(f1) UH(f1)U H(eq)).

On a donc w(ﬁ,zo)l# 0 et w(f1,20) #0 et wler,zg) #0.

20, on a|w(f1,2) # 0 et w(f1,2) #0 et w(ey, z) = 1.

En posant z =

w(er, 20)
* On utilise le vecteur z obtenu. )
D’aprés Q 31, puisque w(f1,2) # 0, en posant A\ = ———=——, on a ™ (fr) ==
w(flv Z) = h

11
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Q 37.

Q 38.

Q 39.

1
D’aprés Q 31, puisque w(z, f1) # 0, en posant Ag = —ﬁ, on a T;‘I{Z(z) = fi.
Wiz, J1

On pose | by = 7-;‘1272 o lef. 02 est la composée de deux transvections symplectiques.
—J1
w(z — fl,el) = w(z,e1)— w(fl,el) =-14+1=0, donc T:‘ifl(q) = e.
w(fi —z,e1) = w(fi,e1) —w(z,e1)=—-14+1=0, donc 7';‘1272(61) = e;.

ds convient car dy(e1) = ey et 62(]?1) = fi.

e Conclusion :|il existe une composée do d’au plus deux transvections symplectiques, telle que {

52(61)
d2(f1)

€1

fi

La famille (eq, f1) est libre (car les vecteurs ne sont pas colinéaires) et génératrice de P = Vect(ey, f1), donc

(e1, f1) est une base de P.
D’aprés la condition (II1.1), on a v(e;) = dou(e;) = ey et v(ez) = § o u(ez) = ea.

Soit & € P. 3(\, ) € R?, 2 = Xey + pf1, donc par lindarité de v, v(z) = Mv(er) + pv(f1) = Xe1 + pufi == € P.

On a Vz € P,v(z) € P donc ’ P est stable par v. ‘ De plus, ’vp = Idp est I’endomorphisme induit par v sur P. ‘

Montrons que v est un endomorphisme symplectique.
Soient u; et uy deux endomorphismes symplectiques de (E,w). Alors

V(z,y) € B, wlur ous(z),ur o us(y)) = wluz(z), uz(y)) = wiz,y),

donc uy o ug est un endomorphisme symplectique.

Puisque v est une composée d’endomorphismes symplectiques, v est un endomorphisme symplectique.
Par définition, P¥ = {z € E,Vy € P,w(x,y) = 0}.

Soit x € P¥. Soit y € P. D’aprés la question Q 37, v(y) = y. En utilisant que v est symplectique :

w(v(z),y) = w(v(z),v(y)) = wz,y) =0

carx € PY ety € P.
On aVy € P,w(v(z),y) =0, d’ot v(z) € P¥. Finalement ’P“ est stable par v. ‘

e Soit x € PN P¥. Puisque * € P = Vect(ey, f1), il existe (A, ) € R? tel que o = Aej; + pfi. On utilise que

x € P¥ et que les vecteurs ey, f1 sont dans P. On rappelle que w(eq, f1) = 1.

0=w(z,e1) = wrer+pufi,er) = Iwler,er)+pw(fi,er) = —p.
0=w(z, fi) = wer+pufi,fi) = (e, fi)+pw(fi, fi) =\

Donc A=p=0et 2 =0g. Ona PNPY ={0g}.

Or dim(P) + dim(P*¥) = dim(F), donc | P& P“ = E.
e Ona

Ve e P, VyeP* wy =-wlyz) =0,

donc P C (P¥)“. De plus,
dim((P*)*) = dim(F) — dim(P*) = dim(P).

Donc P = (P“)%. On en déduit que ’ (P @ PY=E. ‘

D’aprés la question Q 9, | la restriction wp. de w a (P*)? définit une forme symplectique sur P%.

e Puisque ’endomorphisme v est symplectique :

V(z,y) € (P*)%,  w(vps(@),vpe(y)) = w(v(@),v(y)) = w(z,y).

Donc | ’endomorphisme vpw, induit par v sur P“, est symplectique. ‘

12
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Q 40. Démontrons le théoréme par récurrence sur m > 1, ou dim(F) =n = 2m.

Soit (F,w) un espace symplectique de dimension 2m. Soit u € Symp,,(E).
(Hp,) : | Il existe un entier p < 4m et 7,...,7, des transvections symplectiques de R",
telles que u =1, 0...077.

e Initialisation : m = 1. Soit (F,w) un espace symplectique de dimension 2. Soit v € Symp,,(E).
On fixe e; € F non nul puis on construit f; comme dans la question Q 34. On a donc P = Vect(ey, f1) = E.
Par la question Q 36, il existe § composée d’au plus 4 = 4m transvections symplectiques de E, telle que
v =2J00u, et on a montré que v = vp = Idp = Idg. Donc u = 6! est la composée d’au plus 4 bijections
réciproques de transvections symplectiques de F, qui sont encore des transvections symplectiques par Q 30.

o Hérédité : (H,,_1) = (H,,). Supposons le résultat vrai au rang (m — 1) et montrons-le au rang m.
Soit (E,w) un espace symplectique de dimension 2m. Soit u € Symp,, (E).
On fixe e; € E non nul puis on construit f; comme dans la question Q 34. On pose P = Vect(eq, f1).
Par la question Q 36, il existe § composée d’au plus 4 transvections symplectiques de F, telle que v = § o w.
Par la question Q 37, P est stable par v et vp = Idp.
Par les questions Q 38 et Q 39, P¥ est stable par v; (P“,wpw) est un espace symplectique de dimension
dim(P¥) = dim(F) — dim(P) = 2m — 2; vp~ est un endomorphisme symplectique de P*.
Par hypothése de récurrence, appliquée a ’endomorphisme symplectique vpw, il existe un entier p < 4(m — 1)
et 7,...,7, des transvections symplectiques de P, telles que

Vpw =TpO...0Tq.
De plus, chaque transvection 74 est de la forme 7, = T;\k’c avec ar € P¥ non nul et A\ € R. D’ou

Vo€ P, m(z)=10F =2+ Nyw(ag,z) =z =1dp(z) = vp(z).

=0

Ainsi la transvection 7, 0... 07 coincide avec v sur P et sur P*, donc sur E par linéarité et car £ = P ® P¥.
On a donc
dou=v=71p0...077.

donc
u=6"tov=06"or,0...0m,

ott 67! est la composée d’au plus 4 bijections réciproques de transvections symplectiques de F, qui sont des
transvections symplectiques par Q 30.

Finalement, u est la composée d’au plus p +4 < 4(m — 1) + 4 = 4m transvections symplectiques de E, ce qui
achéve la récurrence.

On a donc démontré le théoréme par récurrence sur m. ‘

13
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Q 41.

Q 42.

Soit M € SP,(R) ot n = 2m est pair.

Soit u ’endomorphisme de R™ canoniquement associé & M. D’aprés Q 15, u est un endomorphisme symplectique.
D’apres le théoréme démontré en question Q 40, il existe un entier p < 4m et 7,...,7, des transvections
symplectiques de R", telles que u =7, 0...07y.

Pour k € [1,p], il existe un vecteur non nul a, € E et un réel Ay, tels que 7 = 7%,
Si a € E est un vecteur non nul et A un réel, on note 7, ()\) la matrice de la transvection symplectique 7' dans
la base canonique B de R™.

On a donc

Ak

M = Matg(u) = Matg (7! 0...0707) =Ty (M) X ... x Ty (Ap).

p

Posons
1 [0,1] — SP,(R)
LA t o A(t) = Tay (tA1) X . X Ty (EN).
e Chaque matrice Ty, (tA\) est la matrice d’une transvection symplectique, donc est une matrice symplectique.

De plus SP,,(R) est stable par produit, donc V¢ € [0,1], v(¢) € SP,(R). L’application  est bien & valeurs dans
SP,.(R).

e Pour tout a € E\ {0g}, on a 70 = Idg donc T,(0) = I,, donc |v(0) = I,,.

e On a clairement | y(1) = M.

e Montrons que lapplication ¢t — T, (t\) est continue sur R.
Comme dans la question Q 29, on compléte la famille libre (a) en une base B’ = (a,es,...,¢e,) de E. Soit P
la matrice de passage de la base canonique B a la base B’. Alors

1 thw(a,e2) ... ... tdw(a,ey)

0 1 0o ... 0
P7T,(t\)P = Matp (11}) =

: . . 0

0 .. ... 0 1

Les coefficients de cette matrice sont polynomiaux en t, et le produit matriciel est continu, donc ’application
t > T, (t\) = P Matg (7*) P~ est continue.

Le produit matriciel est continu donc ’ ~ est une application continue sur [0, 1]. ‘

e Notons R la relation d’équivalence :
Y(M,N) € SP,(R)?, MRN < (il existe un chemin continu de [0, 1] dans SP,,(R) qui relie M a N).

On vient de montrer que VM € SP,(R), [, RM.
Soit (M, N) € SP,,(R)?2. Par transitivité et symétrie de R, I, RM et I, RN implique MRN.

Donc ’1e groupe symplectique SP,,(R) est une partie connexe par arcs de M, (R). ‘

Soit M € SP,(R) ot n = 2m est pair.

Soit u 'endomorphisme de R™ canoniquement associé & M. D’aprés Q 15, u est un endomorphisme symplectique.
D’aprés le théoréme démontré en question Q 40, il existe un entier p < 4m et 7,...,7, des transvections
symplectiques de R", telles que v =7, 0...0 7.

On a montré a la question Q 29 qu’une transvection symplectique est de déterminant 1.

Ainsi, Yk € [[1,p], det(r) = 1. 11 vient

P
det(M) = det(u) = det(rpo...07) = H det(x) = 1,
k=1

donc M € SL,(R). On a donc l'inclusion ’ SP,(R) C SL,(R). ‘

14
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Q 43.

Q 44.

Q 45.

IV Exemples de problémes de plongements symplectiques linéaires

Soit > 0 et ¢ > 0. Soit u un endomorphisme de R?™, dont la matrice dans la base canonique de R?™ est la
matrice diagonale suivante :

r sit=loui=m-+1,

t sinon.

U = Diag(r,t,...,t,rt,...,t) € Map(R), avec U;; = {

On a
det(U)=r*>""2=1 o rn™ =1 & t=(1/r)/mY,

Pour cette valeur de ¢, on a u € SL(R?™).
Soit (21, Tm, Y1, - - - Ym) € BZ™(1), alors :
btk i i <1 = i<
De plus
W(T1, - Ty Y1 Ym) = (121, 122, - AT, Y1 Y2, - Y.

Ce vecteur vérifie :

(re)® + (ryn)? = r’(af +y7) <07,

donc u(z1, .. Tm, Y1, -+ Ym) € Z2(r).
pour tout r > 0, il existe u € SL(R*™) tel que u(B*™(1)) C Z°™(r). ‘

Soit A € C une valeur propre complexe de U.

Ainsi,

. ’Premier cas : \ € R.‘
Soit X € Mgy, 1(R) un vecteur propre (donc non nul) de U associé¢ a A : UX = \X.
Quitte a diviser X par sa norme, on suppose que X est de norme 1 : || X|| = 1.
Puisque X € B*™(1) et u(B?™(1)) C B*"(r), on a [|[UX| <r. Or

IUX]| = [AX]| = [AIX[I = Al < 7 done

e | Deuxiéme cas : A € C\R. ‘

Soit Z € May,,1(C) un vecteur propre (donc non nul) de U associé & A : UZ = \Z.
On pose Z = P +1iQ ou P, € My, 1(R). On a:

04272 =(P+iQ)"(P—iQ)=PT"P+Q"Q+i(Q"P - PTQ) = | P|*+ Q>
—_———

=0

D’ou L B
(AZ)T(AZ) = \PZTZ = P (IPIP + 1QI17) -
Par ailleurs, puisque la matrice U est réelle :
(A2)T(\2) = (U2)"(UZ) = (UP+iUQ)"(UP —iUQ) = (UP)" (UP) + (UQ)"(UQ) + 0 = [UP|* + |UQIP*.

Il vient

IUPI* +UQI* = AP (IPI* + Q%) -
Or u(B?™(1)) € B?™(r), donc |UP|| < r||P|| et |UQ] < 7]|Q]]. Il vient
AP (P12 +1QIF) = IUPI* + [UQII* < #2|IP|* + 2|Q|I* = * (I PII* + IQI%) -

Dot [A? <7r?et

L’endomorphisme u vérifie u € SL(R?™) donc det(u) = 1. Ainsi sa matrice U vérifie det(U) = 1.

D’aprés Q 44, on a VYA € Spe(U), |A| <.

Par trigonalisation de U dans M,,(C), det(U) est le produit des valeurs propres complexes de U, comptées avec
multiplicité :

2m
L=[det)|=| [ A= JI W<=]][r=r"
k=1

AESpe(U) AESpc(U)

Donc 1 < r2™. Supposons par I’absurde que 0 < r < 1, alors 7™ < r < 1, ce qui est absurde. D’oi1 |1 < 7.
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Q 46. Soit r > 0.
e D’aprés Q 45, s'il existe u € SL(R?*™) tel que u(B?*™(1)) C B?™(r), alors 1 < r.

e Réciproquement, supposons que 1 < r. Posons ’ u = Idgem € SL(R*™). ‘
Alors u(B*™(1)) = B*™(1) C B*™(r) car 1 <r.

’Pour r >0, (il existe u € SL(R*™) tel que uw(B*™(1)) € B*™(r)) <« (1<7). ‘

Q 47. B=(e1,...,em, f1,---, fm) désigne la base canonique de R?™.
D’aprés la question Q 15, un endomorphisme de R?™ est symplectique si et seulement si sa matrice dans la base
canonique B est symplectique.
1 est un endomorphisme symplectique, donc sa matrice M dans B est symplectique : M € SP,(R).
D’aprés la question Q 16, SP,,(R) est stable par transposition, d’ott M7 € SP,(R).
Donc 4T, qui est de matrice MT dans B, est un endomorphisme symplectique.
En particulier, on a :

bs(¥ (e1), " (f1)) = bs(er, 1) =< e1,4(f1) >=<e1, —e1 >= —|leg > = —1.

Ainsi

ba(67 (e1), w7 (F1))] = 1.
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1=

bo (7 (e), 0" (F1))] = | < ¥ (e, g " (F1)) > | < I (eIl 15T (Al = 17 (el 17 (f2)]l

En effet, I'endomorphisme j conserve la norme, car J?.J = I, donc J € O, (R) est une matrice orthogonale.
Supposons par I'absurde que [|[¢T (e1)]| < 1 et |[9T(f1)] < 1.
Alors 1 < |[9T (er)| 10T (f1)|| < 1, ce qui est absurde.

Dot | [¢7 (ed)l| > 1 ou &7 (fu)] > 1.

Q 48. D’aprés la question Q 47, on a [T (ey)|| > 1 ou [T (f1)]| > 1.
On a ¥(z,y) € (R™)? de coordonnées respectives X et Y dans la base canonique de R" :

<Y(x),y >= (MX)TY = XTMTY =< 2,97 (y) > .

e Premier cas : on suppose que [T (e1)]| > 1.

Posons v = mwT(el). Alors |[v]| = 1, donc v € B?™(1) et ¢ (v) € Z?™(r). Ainsi
€1
<P(v),er >+ <P(v), L >*<
On obtient
2 2 <), > = <o ple)>? = [PT(e)® = L
Donc 1 <r.
e Deuxiéme cas : on suppose que || (f1)|| > 1.
1
Posons v = mwT(ﬁ). Alors ||v|| = 1, donc v € B?™(1) et 1 (v) € Z>™(r). Ainsi
1
<P(v),er > + <p(v), fr >*< 0’
On obtient
r? > <), h>? = <oyT(A) > = WP > L
Donc 1 <.

Dans les deux cas, on obtient

16



Concours 2022 Centrale-Supélec - MP - Mathématiques 1 Durée : 4 heures

Q 49. Soient R > 0 et R’ > 0.
e On suppose qu'il existe ¢ € Symp, (R*™) tel que ¢)(B*"(R)) C Z*™(R'). Par linéarité de 1,

Rp(B*™(1)) = »(RB>"(1)) = ¢(B*"(R)) C Z*"(R)).

Donc
w(BQm(].)) C %ZQm(R/) — Z2m (‘l]i) .

/

R
D’aprés Q 48, puisque ¢ € Symp,, (R*™) vérifie v(B?™(1)) € Z*™(R'/R), on a1 < = donc R < R'.

e Réciproquement, supposons que R < R’. Posons |1 = Idgzm € Symp,, (R2m).
Soit (1, .. Tm, Y1, ---Ym) € B>(R), alors :

iR byl 42 < RP = 24yl <RP<(R)A

Dot ¢(B*™(R)) = B>"(R) C Z*™(R)).

Pour R>0et R >0, (il existe 1 € Symp,_ (R*™) tel que ¥(B*™(R)) C Z*"(R')) <« (R<R).
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