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Corrigé de I’épreuve de Mathématiques I, option TSI, concours Centrale-Supélec 2006

Partie I
[LA.1)
J=]—1,1]
VreJ VkeN, Spm— L 3% r
E ) e ) n: ) n:
' ng(]r 1—7r Ekr 1—r
p
VreR, VpeN, > r= r—1 sir# 1
n=0 p+lsir=1

LA.2) Vn €N, Vz € R,|27"H cos(2"z)| < 27 = (27 H)n
Or H>0et0<27 <1;dou 27" converge et :

Vz € R, Z 27" cos(2"x) converge.

[LA3) L’on a: Vn € N, Vx € R, cos(2"(x + 27)) = cos(2"x). D’ou :

f est 2r—périodique.

+o00o 1
Lon a Vo € R, |f(@)l < 3 27 = g et ;
My (H) = —
W= o
) 11
1
O<|t]<§ = In|t| < —In2
In |t]
— > 1
| 21
E(_n|t|> .
In2 /) —
D’ou :
N(t) > 1
En o

n|t n|t n |t
El-—— | <——<FE|—= 1
( 1n2) ~ In2 = ( ln2)+

Comme u — 27% est décroissante sur R, on en déduit :

La premiére des deux inégalités donne aussi :

27N < 9|t
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LA5) a) |z| =|e?" —1—ih|

D’ou :

2| < B2l

b) z = @M — ¢l _jhei@ et Re (2 ) = cos(a + h) — cos(a) + hsin(a). Comme :
[Re (2 )| < |2| < h?el"l,

| cos(a + h) — cos(a) + hsin(a)| < h2el”

[LA.6) Soit x € R et t € I*,
N(t)—1
Sni (@ +1t) — Sy (z) +t > 20 gin(2ng)
n=0

N(t)—-1
< > 27 |[cos(2"(x + t)) — cos(2"x)] + ¢ 2" sin(2"x))|

n=0
En utilisant I.A.5.b) avec a = 2"x et h = 2"t, on obtient :

N(t)—1 N(t)—1
Snw(x+1) = Sypy(z) +t > 2n0-Mgin(2ng)| < 3o 27nH22n 42 2711
n=0 n=0

Orsin < N(t) —1, 27 < 2N®-1L,

1 1 1
En outre, d’aprés LA.4) 2V < S et donc 2" < 31| = 2"t < 3 < <1
Dot e2"t < e. Cela montre :
N(t)-1 N(t)-1
Sy (@ +1t) — Sy (x) +t Z =) gin(2nz)| < et? Z o(2-Hn
n=0 n=0

- Pour H €]0,2[ et t € I*,

N(t)-1 9@2-H)N(t) _ q
€t2 ngo 2n(27H) = 6752W car 227H >1
22(2—H)N(t)
<et 92 I _ ]
et? 1 1
< car 2V < —
]t|2—:’ 22-H ] |t]
< "
D’ot on peut prendre :
e
CH) = g
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- Pour H=2ett el

N(t)—1
et?> > 2C7H) — et2N(t) car 2277 =1
n=0
In |¢] 1 In |¢]
< —et?—— N < — et N(t) < ———
= an(Car _\t]e (t) < In2
e
< —+#?Iln —
~ In2 |t]
D’ou on peut prendre :
o
In2
LLA7) Soit z € Ret t € I*,
+o0
|TN(t)(x + 1) — T (l‘)‘ =| > 27"H[cos(2"(x + h)) — cos(2"x))]
n=N(t)
+o00
< > 27 |[cos(2"(x + h)) — cos(2"x))]|
n=N(t)
+oo
S 2 Z 2—nH
n=N(t)
(2—H)N(t)
<9 )
2(2]t
< % car 27NV®) < 2|¢| (question 1.A.4))

2H+1
H
STogal
D’otut on peut prendre :

2H+1

Cy(H)

T 1_9H

IB.1) Vo € R ¥n € N, [2°0-H)sin(2ny)] < 2"0-H) Or 1 — H < 0et 0 < 277 < 1. Donc
S 270=H) converge et Y 2"~ sin(2"x) est absolument convergente. Donc :
g est définie sur R.

+o0 1
On a en outre Yz € R, |g(x)| < nz::O on(1=H) — T o et :
1
My(H) = 1 _9ol-H
[.B.2) Pour x € Ret t € I*,
N(t)-1
SN (x+1t)+ T (x+t) — SN (x) — Ty (x)+t > on(1—H) sin(2"x)
n=0
i) = t

N(t)—1

Snwy (@ +1t) = Sy (x) + 2n(=H) gin (2"

t t

IN
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H

*Pour H <2, |I(t)] < C1(H)%+02( H)—— ‘

t tend vers O car H — 1 > 0.

1t

(d’aprés 1.A.6) et 1.A.7)) qui tend vers 0 quand

*Pour H =2, |l(t)] < Ktln

vers 0.

— 4+ C(2)t (d’apres I.A.6) et 1.A.7)) qui tend vers 0 quand ¢ tend

D’ou :

limi(t) =0

t—0

[.B.3) Pour x € Ret t € I*,
f(:L‘—f—t) —f(l‘) —g(.I)'

ﬂ$+ﬂ—f@)_(
t t

+o00o
—§jT04ﬂwax0‘

n=0

+oo
1(t)+ > 2n-Hgin(2ng)
n=N(t)

ln2+1nﬂ>

%II% Z 2n(1=H) gin(2"z) = 0. L’on en déduit, en utilisant 1.B.2), que :
U n=N(t)

Pi%ﬂertz_f( x) ( Z2n1 1) in(277 )) _0

On a montré que f est derlvable en tout point de R et que f' = g.

1
X —. Douth()

t
Lo —+00 e

Or 27V® < 2|t = N(t) > (

o Osin#p
[.B.4) a) L’on sait que Vn,p € N, / cos(nx) cos(px)dr =< 7 (sin=p#0)
0 21 (sin=p=0)

f est Contlnue 2m-périodique et paire. Ses coefficients de Fourier sont donc :

/‘f )da

1 oo
=— S 2rH cos(2Px
21 ;;) /0 ( )dm
=0 (27 est un entier > 0)
Pour n € N*,
1 2m
*oan(f) =-— f(z)cos(nx)dx
1 oo

2m
— E 2 pH/ cos(2Px) cos(nz)dx
0
_ 051Vq€N, n # 24
Tl 27 sidgeN, n=2¢
* b,(f) = 0 puisque f est paire.
D’ou :

0siVqgeN, n#29

271 i g €N, n =29 et bn(f) =0

Vn e N, a,(f) :{

b) Pour z € R et n € N*,

2" n
5™ ap(f) cos(pr) = 3 az(f) cos(2z) =
p=0 p=0
2" n
5™ ay(f) cos(pz) = 32 27 cos(2z)
p=0 p=0
(somme partielle de rang n de la série numérique qui définit f(x))
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¢) f est C' sur R puisque g est continue sur R. Elle est 2r-périodique. Le théoréme
de Dirichlet permet donc d’affirmer que pour tout x € R, la somme partielle de la
série de Fourier de f en z converge vers f(z). Donc :

lim Zap cos(px) = f(x)

n—-+00

[.B.5) a) f est continue par morceaux et 27 périodique : la formule de Parseval s’applique.

2 2w
On obtient que ag(f)* + Z ( ) converge et a pour somme Py f(z)? dx.
7r

n>1 0
+002 2nH

Dou—/ flx d:v—z 5 =
n=0

L’on en déduit :
27
2 o T
/0 @) dv =55

b) D’aprés la question précédente,

2 2w 1 2w
[ @< [ @ de < s [ 1) de. Don

1— 220
2T
™
s | @) ds
1+2°H 0

A vrai dire, on peut faire mieux :
27
1

1 2
CLQO(f)Z; f(z) cos(2%z) d:v:>1§;/0 |f(z)] de =

0
ws/o (@) da

+o0
LC1) f (f) = > 27" cos (2"E>
4 =0 4
1 1 oo
:cos%+zcosg+ﬁcos7r+g?)2_2”
V21 1 4
2 16 64 3
A
2 A4
o() == Z2nsin(2])
1
:—sm%—§smg(car sin km = 0 pour k entier)
et
22
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3T T 3T
- — 2—2n om__
1(7) - S (25)

3 1 too
:coszﬂ%— ZCOS%#- Ecos?m—l—n;gT%

V2 1 1 4 V2o
4+ — X

; 2 16 64 3 2 24
g (—W) =—> 2"sin 2"—)
4 n=0
3 1.3
= —sin f ~ 5 sin g (car sin km = 0 pour k entier)
R
22
D’ou :
G %]
4 2 24
(71') V2
VY
7 3T B V2 1
4 ) 2 24
3 2 1
4 2 2
. . .. w37 37
[.C.2) a) La calculatrice montre que ¢ atteint son minimum sur [Z’ Z} en - et que
celui-ci est égal & 0.207 & 1073 prés par défaut.
T 3T X o =, 24 1
b) Vz € {Z’Z} , lg(x) + p(x)] = ;::42 sin(2"z)| < 242 SR = ik
D’ou :
3 1
voe |15l +otol < 3
o (7 3w
¢) On en déduit que Vo € T Z} , g(z) < —p(z) +0.125 < —0.207 + 0.125 =
—0.082. D’otr : ]
w37
Va € [Z,Z} , 9(z) <0
T V2 1 3 V2 1 T 3
I.C. (_>:___ , — == ; i —, — 1 (ell
C3) f 1 5 24>O f(4) 5 24<O orfestcontmuesur[4 4}(ee
est méme C'); d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, f s’annule au moins une fois sur cet
intervalle. 5 5
En outre, Vz € [%, Zﬂ} , f'(x) =g(x) <0: f est strictement décroissante sur [%7 ZF} et elle

ne s’y annule qu’au plus une fois.
3
Donc, I'équation f(z) = 0 admet une solution unique sur {%, Zﬂ} )
T x?
[.D.1) Définissons 1 par Vz € [0; 5] , Y(x) =1—cos(x) — T
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1 est alors C*° sur [O;

On en déduit le tableau de variations de ¢ :

D’ou :

1.D.2) V¢ e] ! { |Sv (0

Or0<n<N(t)—1et0
D’ou :

[ Swver(

— Svwy(t)| =

2

1
Or 2V > — D’ou :
2t

[Swv (0) = Swio (#)]

v

et on peut poser :

1
1.D.3) Vt € }0; 5 [ T (0) = T (2)

~ 4

- - / . r_2x x x(4-m)
m T — —S > == =
2} et Vo € [0, 2} , ¥'(x) = sin(z) 2= 1 2 2 !
x 0 3
Y'(x) |0 +
P(x) |0 S 1— i
V€ [0' q 1 — cos(z) > .
72 ) - 4
N(t)—1
~ Syl = > 271~ cos(2'0)
n=0

1 1
<t< 3 =0<2 < 5 (vu dans I.A.6)), ce qui montre 0 < 2"t < g
N(t)-1 92ny2
2an
Z 4
t2 N(t) 1 (2 )
E 2
/2 2th)(2 H) _q
4 2-H
t2 2H—2tH—2 -1
221 _ |
2H72 (tH _ t222—H)
4(22-H — 1)
2H—2
ColH) = i =)
+oo
= Y 27"H(1 —cos(2"t)). D'ou :
N T

1.D.4) Vt € }o; % [

1
YVt € }O; B l, TN(t)(O) — TN(t) (t) >0

fO) = f()  _ Snw(0) = Svy(®) + Ty (0) = Tivn (1))
t t
- Snw(0) = Snin(D)
B A
> C3( ) (tH_l t22_H)
Or lim t77! = 400, lim 12277 =0 et C3(H) > 0. D’ou :
t—0t t—07t
00
t—0t+ t
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Partie I1
IT.A.1) f est évidemment C> sur R,
V(z,y) € R?,
of _0Q B ,
a_y(xvy) = a_y(x7y)f(xay> = (bl’ + QCy + b,)f(.ill,y) D’ou :
T , of
V(z,y) € RS, =-(2,y) = (2az + by + ') f(2,y) et a—y(x, y) = (bx +2cy + V') f(z,y)

Comme f ne s’annule pas sur R?,
les dérivées partielles de f s’annulent aux mémes points que celles de Q).

I1.A.2) V(x,y) € R?,
92 d? d 2
Ga ) = G2 e+ (G2 ) = Qa+ Qart b+ d)) S
0? 0? ) )
axgy(x,y) = axgy(%y)f(x,w+3—§(fv,y)8—§(x,y)f(%y)
=(b+ (2ax + by + ') (bx + 2cy + 1)) f(z,y)
>’f Q oQ

a—yQ(:ﬂ, y) = a—yz(% y)f(z,y) + (a—y(x, y)) f@,y) = 2c+ (bx + 2cy +V')?) f(z,y). D’ou :

( a2f
%,
Vo) R S (0) = (0 (2en+ by +) b+ 20+ V) fla.0)

Pf
\ 8y2
0Q

En un point (z,y) € R? ou a—(x,y) =
T

(z,y) = (2a+ 20z + by + a')*) f(x,y)

(z,y) = (2c+ (b +2cy +V)%) f(z,y)

%(:p,y) =0,lona:

I1.A.3) En un point (x9,%) € R? correspondant a un extremum local, les dérivées partielles de
f, donc de @ sont nulles. On alors :

Jde : R? — R telle que :

V(Jf,y) ERQ? Qf(x7y) :f($07y0)+ ) )

1 20°f o°f 20°f
5 (z — x0) @(ﬂﬁo, Yo) +2(z — o) (y — yo)m(ﬂfo, Yo) + (¥ — vo) a—yQ(ﬂfo, Yo) |+

(.

T2 (f‘)’(xvy)

((x = 20)® + (y — yo)*)e(z,y) et lim  e(z,y) = 0.
(2,y)—(z0,Y0)
Or:
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>0
2 2 2
X% (x — 900)2%(950,?/0) +2(x — x0)(y — yo)aax—gy(%ayo) +(y — yo)Q%(ﬂﬂo, Yo)
= f(w0,90)T2(Q)(z,y)
>0

Apreés avoir montré que les points critiques f et () sont les mémes, on s’apercoit que les sommes
To(f)(x,y) et To(Q)(x,y) des termes de rang 2 des développements de Taylor-Young de f et @) en
ces points critiques sont de méme signe.

Les extrémums locaux de f et () sont donc de méme nature.

I1.B.1) ¥(z,y) € R?,

— = = =, = =— —2y+ —.
By (LY =T+ =g, 3y (@y) =5 -2y+3
Les points critiques sont solutions de :
2 5 4

T+ Ey —3 =0 r = —

20 S, 1L < __i%

3 Y73 T Y T

2

En utilisant les notations de Monge au point critique, r =1, s = 3 et t = —2.

4
D’oﬁrt—32:—2—§ < 0. Donc :
f1 n’admet pas d’extrémum.

I1.B.2) Comme fy(z,y) = 2exp Qa(x,y), on peut utiliser les résultats de I1.A.3). V(z,y) € R?,

—(r,y) =20 — —, —(z,y) =+ —.
ar Y 10 ay YT 510
Les points critiques sont solutions de :
19 19
20— — =0 r = —
%0 PN 20
g + — =0 — _1
510 YT

1
En utilisant les notations de Monge au point critique, r =2, s=0et t = £

2
Dot rt — s> = = > 0. Comme en outre, r > 0 :

200 2

19\% 1 1\? 251
De phlS V(l',y) € R27 Q2($7y) = (37 - _> + — (y+ 5) — m,

19 1
f2 admet un minimum local en (— ——).

ce qui montre que ce minimum est global.

1322 17z 7_73:2 17x 3

ILB. 27) = 2 - '
3) Qi(z,27) = Qs(x,22) & 3 9 5 10 10 7

& 1072% — 2212 + 114 =0

114
& (z—1) (:c - —) = 0 (solution évidente)

107
On en déduit que, sur la droite d’équation y = 2z, Q)1 et ()2 prennent des valeurs égales en

114 228
1,2)]et | (-2, 222 |
(1,2)]e (107’107)

I1.C.1) Q1(1,2) = Q5(1,2) = 0. D’out f1(1,2) =1 et fo(1,2) = 2. Do :
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F(1,2):<;)

[1.C.2) f; étant C' sur R? le plan tangent a la surface d’équation z = fi(z,y) au point de
coordonnées (1,2,1) a pour équation :

S= A2+ LD -1+ P12 -D &
- 1+%(1 2 fi(1,2)(x — 1)+ %(1,2%(1,2)(@,—2) N
zzl—l—%(m—l)—?(y—@@
_ 2 10y
Z—gx 5 +7

De méme, le plan tangent a la surface d’équation z = fo(z,y) au point de coordonnées (1,2, 2)
a pour équation :

= L2+ 221t af;mx EPIPR
0Q) 0Q2
s=2+ 21 DL1DE - ) + 20D -2
z:2+%(x—1)+y—2<:>
oz 1
Z—g—Fy—g

I1.C.3) fi et fo étant C' sur R?, F Pest aussi et

é)fl(l 2) afl (1,2)
A }/ =

8f2(1 2 d

ox
2 10

J = 3

t
5
AAA

Rédigé par

Pierre Bron, professeur de Spéciales TSI
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