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NOTATIONS ET OBJECTIF DU PROBLÈME 

On ilote : 
N l’ensemble des nombres entiers naturels e t ,  pour p et q élénieiits de N vérifiant p < q ,  

b,q] = (771 1 in E N  et, p < in et m < q }  

On ilote également : 
W l’enseinble des nombres réels, 
R[S] la R-algkbre des polynômes à coefficients réels. 

La  lettre 11 désignant un nombre entier naturel, 011 ilote : 

W,,[X] le W-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et de degré inférieur ou é p l  à n 

Quel  que soat le po lynôme  P appartenant  à W[X] que l’on considère,  o n  zdenttfie dans t o u t  le problinze 
le polynime P et la fonctaon x H P ( x )  de W vers  W qtiz liiz est  naturel lement  assocaée. 

La lettre k désignaiit uii entier naturel et  l a  lettre I uii intervalle de W d’intérieur lion vide, on note : 
C‘(1)  la W-algèbre des applications f de I vers IR k fois dérivables sur I et de dérivée k‘ continue. 

En  particulier, C o ( I )  est la W-algèbre des applications f de I vers W continuer sur 1 

Si .f est une application d’un ensemble J contenant I vers W et que la restriction de f à 1 appartient 
à c ~ ( I ) ,  011 peut consid6rer que f appartient à ~ ‘ ( 1 ) .  

Soit 1 1111 intervalle fermé, boriié et  iioii vide de W, appelé segment. 
Si f est un 616iiieiit quelconque de C o ( I )  , 011 appelle norme infinie de f le réel 

On iappelle que 1’appIicatioii f H I l f l l ,  de C o ( I )  vers W est une norme (appelée norme iiifiiiie ou 
iioiine de la convergeilce uniforme) et  que, muni de cette norme, C o ( I )  est une algèbre de Banach. 

0 1 1  acliwt le tliéorkine de \\‘eierstra\s-Stoiie . 

L‘intervalle 1 de W dtaiit feriid, horiid et non vide, pour toute fonction f appartenant à 

c’(I), pour tout récl strictenient positif E ,  il existe un polynôme P appartenant à W[X] 
tel que I l f  - P l [ ,  6 E .  

Enfin. si (E, II 1 1 )  est. 1111 R-espace T.ect,oriel ilornié et, si ‘II est un eiidoinorpliisine coiit,inu de E ,  011 note 

1 1 1 ~ 1 1 1  la norme “siibordoi~nde” de 21 ~ soit. 

Le principal objectif de ce prohlème est d’exposer le principe de certaines méthodes d’intégration 
a 17 11 10 chke g Pli; r a le nie 11 t tl di 10111 iiides “qua dr  a t III’ cs de G a uss” . 
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Partie 1 
ÉTUDE D ’ U N E  S U I T E  D E  P O L Y N ~ P I E S  O R T H O G O N A U X  : LES P O L Y N ~ M E S  D E  LEGENDRE 

1.1. Quel que soit l’entier naturel n ,  on définit la fonction de W vers W 

En particulier, LO est l’application de W vers W constante de valeur 1 

I.1.a. RIoiitrer que, pour tout entier naturel n ,  L ,  est un polynôme de degré n e t  préciser son 
coefficient dominant. 

1.l.b. 

1.1.c. 

I.1.d. 

Expliciter L 1 ,  Lz et L3.  

Préciser, pour tout entier naturel n ,  la parité de L ,  . 
Soit 12 un entier naturel. Rlontrer que L,(1) = 2 ” n !  e t  calculer L,(-1). 

011 pourra u t i h e r  la forinil le de Lezhiizz. 

1.2. Le couple ( f , g )  d’éIément,s de Co([- l ,  11) étant quelconque, on pose 

1.2.a. hIontrer que la fonction ( f , g )  ++ ( f , g )  de c0([-1,  11) x c0([-1, 11) vers W est un produit 
scalaire sur C O  ([-I, 11). 

Il’otoris qu’il s’ensuat que l’application f H l l f l l z  est  la n o r m e  euclzdzenne assoczée à ce produzt scalazre 
et que l’espace Co([- l ,  11) m u n z  de ce produzt scalaare est  u n  espace préhzlbertzen (séparé). 
Snuf nientzoii contrazre, o n  coiisidère dans  la sui te  de la partae I que l’espace Co([-1, 11) est  muiiz de ce 
11 rod I I  zt s cala ire. 

I.2.h. L’entier naturel 12 étant non nul, on considkre la fonction impaire fn de [-1, 11 vers W 
v&ifiant, pour tout réel t appartenant à [ O ,  11, 

I.2.h.l.  
1.2.b.2. 

Vérifier que, pour tout entier naturel non nul n ,  f n  appartient à Co([-l, 11). 
Rlontrer que, pour tout couple (ni, 11) d’entiers naturels vérifiant 1 6 11 < m ,  

1.2.11.3. Si on suppose que la suite (fn)l,EFi* converge dans l’espace Co([-1, 11) muni de 
la norine II I l 2  vers une Iiiiiite f ,  montrer que cette limite est impaire et  que sa restriction b ]O, 11 est 
constante de valeur 1 .  
L’espace c0([-1,  11) niuni de la norine 1 )  I l2  est-il un espace de Hilbert? 

1.3. Rlontrer que, pour tous entiers naturels 11 et I J ?  , 

~n déduire que la suite ( L , , ) , ~ ~ ? :  est orthogonale dans l’espace Co([- l ,  11) pour le produit scalaire ( , ) .  

1.4. L’entier naturel i i  étant quelconque, on pose 

et l’on note F, le sous-espace vectoriel de CO ([-1, 11) constitué des fonctions polynoniiales de degré 
inf&ieur ou égal à I I  ; ce sous-espace étant de climension finie, on note ïrn le projecteur orthogonal de 
Co ([- 1 , 11) sur F, . 

Tournez la page S.V.P. 
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I.4.a. l’aide du théorème de \\~eierstrass-Stoiie, montrer que, quelle que soit la fonction f 
appartenant B cO(i-1, I I ) ,  la suite ( ~ ~ ( f ) ) , , ~  converge vers f au  sens de la norme II I l7 .  

I.4.b. 

I.4.c. 

Rlontrer que, pour tout entier naturel n ,  la fainille ( I < j ) , ~ < j < ~  est une base de F, . 
Montrer que, pour tout entier naturel n et tout élément f de Co(([-l, 11) , 

n n 

3 =O j = O  

I.4.d. Montrer que, quelle que soit la fonction f appartenant à Ca(([-l ,  11) , l a  série de terme 
général (f, I<n)2 converge et que l’on a : 

Quelle est la limite, quand n tend vers $00, de 

Partie II  
UNE CLASSE D E  SUITES ORTHOGONALES D E  POLYNBMES 

Soient, u il11 réel ou --m , b un rCel ou +m, vérifiant a < b dans le cas où u e t  b sont réels. 

On dit dans ce prOblè17Le qu’une fonction continue f de l’int,ervalle ouvert l u ,  b[  vers W est intégrable 
sur ]ci, b[ (respectivement aIisoluinent intégrable sur In, b [ )  si 

existe dans W. Dans ce cas, on note 
b l * f ( t )  cit (respectivement 1 ~ f ( t ) l  d t  

la valeur de cette limite et  on l’appelle intégrale de f (respectivement de I f l )  sur ] a ,  b [ .  

A t fcu t ion  1 la n o t i o n  d’ziitigrabzlité aznsi défiiize est pureineiit réservée à ce problème e t  n e  Tecoiivre pas 
d u  f o u t  !es i i o t i o i i s  usziclles d ’ z i i t ~ g r a b i l i t k ,  e n  purficillier la  notzoi i  d’znfigrabilité a u  sens d e  Lebesgue. 

On adniet que si la fonction f appartenant à Co(]a,b[) est absoluineiit intégrable sur ] a , b [ ,  alors elle 
est intégrable sur l u ,  b [  e t  

Soit w une fonctioii contimie de l’intervalle ouvert l u ,  b[ vers IR, strictement positive. 
011 note E l’ensemble des fonctions continues f de l u ,  b[  vers W telles que f 2 u  est intégrable sur l u ,  b [ .  

11.1. 
11.1.a. hIontrrr que. pour tout Cléinent (f, g )  de E? , la fonction f g w  est intégrable sur l u ,  b[  

Le couple (f, g) étant Clément de E 2 ,  on note 
b 

(f, S)b = 1 f(t)  !4 t )  4 t )  d t  

On admet que E est 1111 R-espace vectoriel pour les lois usuelles et que l’application ( f ,  9) ++ (f, 
E‘ vers W est un  produit scalaire sur E ,  dont on note f H I l f l l ,  la norme euclidienne associée. 

Dniis ln s u t l e  d e  ln  parlie II ,  l’espace E est inuni d e  ce produit scalnare. 

On note F le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales de ] n , b [  vers W, que l’on identifie aux 
poli nôiiics appartenant à W [ S ]  qui leur sont naturellenient associés. 

de 
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L’entier naturel 72 étant quelconque, on note (coinine dans la partie 1) F, le sous-espace vectoriel de F 
constitué des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal b n .  

II.1.b. Dans le cas  où a et  b sont tous deus  réels, montrer que F est inclus dans E si et 
seulenicnt si la €onction w est intégrable sur ]a,  b [ .  
Dans le cas contraire, montrer que F est iiiclus dans E si et  seulement si, pour tout entier naturel n ,  
la fonction t H i”u(t) est intégrable sur I n ,  b [ .  

011 suppose d a n s  la  suzte d e  la partze II que  F est znclus dans E. 
1I.l .c.  RIontrer qu’il existe dans E ilne suite orthogonale (P,),~N d’éléments de F telle que, 

pour tout entier naturel 71, deg P,, = n .  

11.2. Soit (P,,),,E~ une suite orthogonale d’éléments de F tel que, pour tout n ,  deg P,, = n . 
L’entier naturel 7 1  étant non nul, on note, s’il en existe, vl, r2 , . . . , rp les racines (distinctes) de P,, qui 
sont d’ordre de multiplicité impair et  appartiennent à ]a ,  b [  , et on note 2, leur ensemble (éventuellenient 
litle). O n  considère le pol) nôiiie 

si Z,, = Q, 
si 2, # Q. Q,, = { (A- - 1.1) (,Y - 7.2) . . . (S - r r )  

Soit n un entier naturel 11011 nul. 

II.2.a. 

II.2.h. 

II.2.c. 

Montrer que (P,, , Q n ) w  # O .  

Rlontrer que, si deg Q,, < 7 1 ,  alors (P,,Qn)w = O .  

E n  déduire que les 71 racines coinpleses de P,, sont siinples e t  appartiennent A ] a ,  b [ .  

11.3. 
On consid6re dans cette question le cas particulier oii a = O ,  b = $00 et w : t H e-t. 

RIontrer que F est inclus dans E et que, pour tout entier naturel n ,  

Un IlouIrel exemple : les j~o l~~n6 i i i e s  de Laguwre. 

II.3.a. 

t n  e u t d i  = 72!  L+w 
On note (G7,),,e~f l’unique suite orthonorinale d’éléments de F que l’on obtient à partir de la suite 
(x k .cn) 
Les polynôiiies G, portent le noin de polynômes de Laguerre. 

cl’élkments de F en appliquant le théorème d’ortlioiioriiialisation de Gram-Schmidt. n E R  

II.3.b. Calculer Go , G1 et G 2 .  Quels sont les zéros de G? ? 

Partie III 
INTERPOLATION POLYNOMIALE 

Soient I un  intervalle de W, q un entier naturel supérieur ou égal b 2 , (x.i)1<iGn une faniille d’éléments 
deus  à deus  clist,inct,s de 1. 

111.1. InterjmJa tion de Lagrange. 
L’entier j appartenant à [II, q ]  , 011 définit la fonction polyiioniiale à coefficients réels 

t - 2; 
e,:  t -  n,, 

1 Q z < a  
I f J  

III. 1 .a. RIontrer que l’application 

Y- 
(Pl,P?) - c PI(G)P!(.&) 

2 = 1  

esL un produit scalaiie sur IWq-1[S] et que, pour ce produit scalaire, la fainille ( f J ) l < J < q  est une base 
01 thonormale de W,-1 [A’] . 

Tournez la page S.V.P. 
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1II.l.b. 

1II.l.c. 

Quelles sont les coordonnées dans la base (l,),,,,, d'un polynôme P de W4-1[X] ? 

Soit ( y , ) l ~ ~ < ~  une famille de réels. 
Rfontrer qu'il existe un polynôme P appartenant à R4-1[X]  et un  seul tel que, pour tout entier i 
appartenant à [Il, q ] ,  P ( z , )  = y, . 
Quels sont les polynômes Q appartenant à W[X] tels que, pour tout i appartenant à [Il, q ] ,  Q ( x , )  = y, ? 

Si f es t  u n e  f o n c t z o n  contanue  de  I v e r s  W, l 'unzque  p o l y n ô m e  P a p p a r t e n a n t  ci Rq-l[X] t e l  que,  p o u r  
t o u t  en t ze r  i appar tenan t  à [II, q ] ,  P ( x , )  = f ( x , ) ,  es t  appelé  le p o l y n ô m e  zn te rpo la teur  de  Lagrange  de 
f a u x  pozn t s  X I ,  2 2  , . . . , x q .  

1II.l.d. On suppose dans cette question que I est un segment. 

Montrer que l'application A de C ' ( I l  vers Wq-l[X], qui associe à f son polynôme interpolateur de 
Lagrange aux points 2 1  , 2 2 ,  . . . , xq  , est linéaire e t  surjective. 

Rfontrer que, pour toute application f appartenant à C o ( I )  et tout réel t appartenant à I l  

On définit l'application s de 1 vers R par la relation 

On inunit les espaces C o ( l )  et R4- , [X]  (identifié à un sous-espace de C o ( I ) )  de la norme infinie. 
hIontrer que l'application linéaire A est continue et  que 

1 1 1 ~ 1 1 1  = Ilsll, 

111.2. I~iterpolation de Ifermite. 
Dans la suite de la partie III, on considère q entiers naturels a1 , a2 , . . . , aq e t  1'011 pose 

in = q + a 1 + a:! + . . . + aq 

On considère une fonction f de I vers W admettant,  pour tout i appartenant à [ I l , q ] ,  une dérivée 
d'ordre (Y, au point x i .  
Montrer qu'il existe un polynôme P appartenant à Wrn.-1[XI] et  un seul tel que, pour tout i appartenant 
à [II, q ]  et pour tout k appartenant à [IO, 

C e  p o l y n ô m e  es t  appelé' le p o l y n ô m e  aii terpolateur de  H e r m i t e  de f a u x  p o i n t s  21, z?,  . . .  
re la t i r en ien t  aux e n t i e r s  a1 , a:! , . . . , a 4 .  

On pourra coinniencer par établir l'injectivité de  l'application de Rrn-l [XI vers IR" définie par 

P( ' ) ( z , )  = f( ' )(z2).  

, x q  

P - ( P ( 4 ,  P ' ( X I ) ,  , P ( " q Z l ) ,  P ( o ) ,  P'(z2), . . . , P(a?)(z , ) ,  . . . , P(z , ) ,  P ' (XY) ,  . . . ] P(aq)(z,)j 

111.3. 
On considère une fonction f de classe CrJZ de 1 vers IR. 
Le réel z appartenant à 1, on note J ,  le plU5 petit intervalle fermé contenant 21 , 22, . . . , zq et x .  

On fixe u n  réel z appartenant à 1. On suppose dans (III.3.a,b,c) que 2 est distinct de 21 , x2,  . . . , x y  . 
On note H le polynôme interpolateur de Hermite de f aux points 2 1 ,  2 2  , . . . , zq relativement aux 
entiers al, a2 , . . . , aq , et H,  le polynôme interpolateur de Hermite de f aux points 21 , 2 2  , . . . , xq , 
z relatixement aux entiers al, a:!, . . . , aq, O .  
On note y la fonction polynomiale de I vers W 

AIajorat~on de l'erreur dans l'interpolation de  Ilermite. 
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III.3.a. Montrer qu’il existe un réel ,u (dépendant de z) tel que H ,  = H + p p .  

Espliciter f i  en fonction de f(x) , H ( z )  et p ( z ) .  

III.3.b. On considère la fonction CP = f - H ,  de 1 vers W, de classe Cm sur 1. 
RIoiitrer, en procédant par récurrence, qu’il existe un réel E appartenant à J ,  tel que dm)(r)  = O .  

III.3.c. En déduire qu’il existe un réel [ appartenant b 

~ ( 2 )  (m) f(.) - H ( x )  = - f (0 rn! 

111.3.13. Montrer que cette conclusion demeure même si  

Partie IV 
QUADRATURES DE GAUSS 

J ,  tel que 

2 est l’un des réels 21, 22, . . . , z q .  

On considère l’espace préhilbertien séparé (El ( .  , . ) w )  défini dans la partie II (dont on reprend les 
notations, ainsi que l’hypothèse que F est inclus dans E).  
On considiire une suite orthogonale ( P,x),xE~ de polynômes telle que, pour tout entier naturel n , 

deg P,, = n 

On fixe u n  entier naturel 11 supérieur ou égal à 2.  
Soient TI  , ~2 , . . . , T, les racines de P,, (cf. 11.2) et  soit a,, le coefficient dominant de P,, . 
L’entier j étant compris entre 1 et  n , on définit le polynôme b coefficients réels 

x - T i  e3=n - 
r3 - ~i 

l < a < n  
%#J 

(cf. 111.1) 

Dans cette partie, on cherche ri approcher, pour f appartenant, à E ,  l’intégrale 

On met en  évidence en (IV.l)  des réels A l ,  A 2 ,  . . . , A, tels que, pour tout polynôme Q de  W2,-,[X] : 
f ( t )  w ( t )  dt . i” 

et en (IV.2), si  f est de classe C2” sur ] a , b [ ,  on domie une expression du reste obtenu en remplaçant 

/ ‘ . f ( t ) w ( t )  d t  par 5 A, j ( r l ) .  On établit en (IV.3), dans un cas particulier, la convergence de la 

iiiktliode ainsi dkfinie, puis on terinilie en (11’.4) par un exemple. 
J=1  

IV.l. Uii théorème de Gauss. 

RIoiitrer qu’il existe un  polynôiiie R appartenant b R,-1[X] tel que, pour tout. t appartenant b ] a ,  b [ ,  
1V.l.a. Soit Q un  polynôme appartenant b W2n-1[X]. 

n 

Q ( t )  = R(t)  PVl( t )  + Q ( ~ j ) l j ( t )  

j = 1  

1V.l.b. Montrer qu’il esiste un n-uplet ( A l ,  A 2 ,  . . . , A,) de réels tel que, pour tout polynôme 
Q appartenant b I I P 2 n - l [ S ] ,  

IV.1.c. 
tous stricteiiient positifs. 

1V.l.d. 

Rloiitrer qu’un tel it-uplet ( A 1  , A? ,  . . . , A,L) est unique et  que A 1  , A 2 ,  . . . , A, sont 

La relation (1) est-elle également vraie pour tout polynôme appartenant b R2,[X’] ? 

Tournez la page S.V.P. 
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IV.2. Un théorème de  Alarkov. 
0 1 1  considère une fonction f appartenant à E et de classe C2,, sur ] a ,  b [ .  
On note H le polynôme de IW2,,-1 [XI interpolant f au sens de IIerinite aux points T I ,  rz , . . . , r,  
relativement aux entiers 1, 1, . . . , 1. 
Les réels A l ,  A 2 ,  . . . , A,, sont ceux qui ont été définis en (IV.1.c). 

IV.2.a. hlontrer que, pour tout réel z appartenant à ] a ,  b [ ,  il existe un réel ( appartenant A 
] a ,  b[ tel que 

IV.2.b. Montrer que la fonction 

est prolongeable par continuité sur ] a , b [ .  C’est ce prolongenient que l’on note k dni is  In suite. 

IV.2.c. 

IV.2.d. On pose 

Montrer que la fonction t ++ k ( t )  PIl(t)’u(t) est intégrable sur ] n , b [ .  

k ( t )  Pn( t ) ’w ( t )  d t  = 

RIontrer que, si  l a  fonct,ion b n’est pas constante, alors Iiif k ( z )  < ,B < Slip k ( z )  
X € l a , b [  x€ la ,b[  

IV.2.e. 

IV.2.f. 

En déduire qu’il existe un réel C appartenant à ] a ,  b [  tel que P = k ( ( ‘ ) .  

Établir qu’il existe un  réel ( appart,enant à ] a ,  b[ tel que 

IV.3. 
Dans cette question, l’entier n supérieur ou égal à 2 n’est plus f ixé  e t ,  afin de supprimer toute ambiguïté, 

Convergence de la méthode dails le cas particulier d’un segment. 

I’uis on note A , , , l ,  An,?, . . . , A,,,n les réels définis en (IV.l .b,c).  

On suppose que a et b sont des réels et on note I le segment [O, b] . 
On consicl6re une fonction continue f de I vers W. 
On dksire inontrer que, dans ces conditions, le reste 

tend vers O quand n tend vers +cm 

IV.3.a. hlontrer que, pour tout entier n supérieur ou kgal k 2 ,  

n n 

IV.3.b. Soit E un réel strictenient positif. On sait., d’après le t.héorème de ~lieierst,rass-Stoiie, 
qu’il existe un polynôme p appartenant à R[X] tel que [ I f  - pJI, < E .  

On note v la partie entière du nombre (degp)/2.  
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Rlontrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2 ,  

En déduire que, pour tout entier n strictement supérieur à Mas( 1, v) , 

IV.3.c. Conclure 

IV.4. 
On se place dans le cas particulier de l a  question (11.3) dont on reprend les notations. 
On note 4 l'application de ] O ,  +m[ dans IR définie par la relation 

Uii exemple oii 1 'on suppose que la méthode converge. 

IV.4.a. Rlontrer que, pour tout entier naturel 771 et tout réel strictement positif z , l a  fonction 
t H tm  $( t )  e-"t est intégrable sur ] O ,  +m[. 
Le rCel z étant strictement positif, on note 

IV.4.b. Dériwbilité et dérivée de Q sur ] O ,  +m[. 
Soit z un réel strictement positif fisé. 
Justifier, pour tout réel h vérifiant O < [hl 6 z/2 et  tout réel positif t , l'inégalité 

En déduire que, pour tout réel h vérifiant O < Ihl 6 z/2 et tout réel strictement positif X ,  

+w 
En déduire que \k est dhrivable au point z et que \k'(z) = - 1 t $ ( t )  e-zt dt 

IV.4.c. hlontrer que, pour tout réel strictement positif z , 

IV.4.d. 

IV.4.e. 

Montrer que, quand z tend vers +m, Q ( x )  tend vers O .  

DCduire des r&ult.ats précédents la valeur de l'intggrale 

IV.4.f. Dans le cas 11 = 2 ,  calculer des valeurs approchées A la précision permise par votre 
calculatrice de A 1  , A ?  , + ( r l )  et $(r2 ) .  

En déduire une valeur approchée de l'intégrale (2) .  
j, quelle précision approclie-t-on ainsi la valeur de i ~ / 4  donnée par votre calculatrice ? 


