Corrigé

Centrale PSI 2001, Maths II

Les décompositions matricielles
LU, QR et de Cholesky

En plus des notations adoptées par ’énoncé, on notera £ = (E] JE2y e ,En) la base canonique

de R™

LA —

——— Partie I ———

N.B : qu'une matrice A € M, est triangulaire supérieure si et seulement si elle laisse sta-

bles les sevs Fy = Vect {E1,E2, cee ,Ek}7 triangulaire inférieure ssi elle laise stables les sevs
Gk = Vect {Ex, Exq1,-- , En}.

LA.)

LA.2)

Soit A € M,, triangulaire, par exemple supérieure, et inversible. A induit une bijection
de Fy sur lui méme. A" aussi, elle est donc triangulaire supérieure.

Le méme argument est utilisable avec les sevs Gy si A est triangulaire inférieure.

D’abords £, est inclu dans le groupe linéaire Gl,,(R), puisque tout élément de L, a
pour déterminant 1.

Il est clair que la matrice identité I, est dans £,,. Si A et B sont des matrices de £, alors
les sevs Gy, stables par A et par B, sont aussi stables par AB et donc AB est triangulaire
inférieure. De plus les éléments diagonaux de AB, qui sont les produits deux a deux des
éléments diagonaux de A et de B, sont tous égaux a 1. Alors AB € £,,. Si maintenant
A € Ly, alors A~ est triangulaire inférieure et ses éléments diagonaux, inverses de ceux
de A, sont tous égaux & 1, donc A~ € L.

Ainsi £, est un sous groupe de Gl, (R).

I.B — Soit A € M,

LB.1)

Supposons que A est inversible et qu’il existe des couples (L, U) € L x U, tels que A =
LU. Forcément les matrices L et U sont inversibles puisque det(A) = det(L) det(U) # 0.
Soient (L1,U5), (L, Us) de tels couples. On a L;U; = LUy, done L2_1L1 = U2U1_1.
Les matrices égales L2_1L1 et uzu;‘ sont alors a la fois triangulaires supérieures et
inférieures et donc diagonales. Comme en plus Li,L; € £, alors L2_1L1 € L, et donc
'L = WU =1,.

Ainsi L1 =L, et Uy = U,.

1B.2)

LB.3)

On suppose que A est inversible et posséde une décomposition LU.
L
Lo B O ) s (U V7).
K] Kz 0 VZ

On a alors par identification des blocs

(relation qui nous sera treés utile par la suite)

Posons

Le bloc Ly est triangulaire inférieure a coefficients diagonaux tous égaux a 1, donc
det(Ly) = 1. Alors

| det(Ax) = det(Uy) |
Et comme det(U) = det(Uy ) det(V2) et que det(U) # 0 alors det(Uy) # 0.

On suppose que det(A,,_1) # 0 et soit H € L, on pose

Hyo An  V
H= o %) ea= !
H W Ann

Hp 1V

On a alors
Hn1An—
HA =
H'An1+W  H'V+A.,
Pour avoir (HA)y, ; = 0 pour tout i € [1,n — 1], il suffit donc d’avoir
H'A,_1+W=0.
11 suffit alors de prendre H,,_; quelconque dans £,,_7, par exemple H,_; = L;,_1, et
H’ € M n1(R) donné par H' = —WA_" .
Ensuite en posant
Kn—1 0
, on aurait HH ' =
K" 1 H'Knp_1 +K" 1
et en identifiant cette derniére matrice avec la matrice identité on aurait forcément
Kn1=IhqetK' =—H =WA_'.
Finalement, il suffit de prendre

, auquel cas H™! =

Tn_1 0
H=

WA ' 1 WA '



LB.A4)

I.C —
LC.1)

1.C.2)

Quand n =1 la propriété est évidente.

Soit n € N*, supposons que la propriété est vraie & I'ordre n et soit A € M, 1 telle que
det(Ay) # 0 pour tout k € [1,n+ 1].

d’apres la question précédente, il existe H € £, 11 telle que

A

HA = On ouVeR"et xeR

x
La matrice A,,, d’ordre n, vérifie ’hypothese de récurrence donc il existe des matrices
Ly € £, et Uy € Uy, telles que A, = LU,

Considérons ensuite des matrices L’ € £,1 et U’ € U1 données par

Ly 0 u Lu Liw
| et U = ! de telle sorte que L'U’ = 1 !
K 1 0o B KU; KW+p3
Ayant A, =L;U;, on a HA = L'U’ si et seulement si
Lw=V
KUu; =0
KW+ =«

1l suffit alors de prendre W = 1_1_1\/7 K = 0 (bien forcé, puisque U; est inversible) et

o (B0 o (W Ly'v
0 1 0 «

Onal! € Lnit, U €Ut et L'U = HA.
En posant maintenant L=H 'L’ U=U'onal € Lni1, UEUnys et A=LL.

donc B = «.

Ainsi, avec

11 suffit d’appliquer la méme opération sur les lignes de la matrice identité I,,, pour ainsi

obtenir la matrice

1
0 --- 1+«———+ p“° ligne
pe )
1 ... 0——+ q°™ ligne
1

eme

Le produit PA revient alors a échanger la p®"¢ et la q“° ligne de A.

a) La premiére ligne de A est obtenue en multipliant la premiére ligne de L, égale &
(1 0 --- 0), par les colonnes de U. La premiere ligne de U est donc la méme

que celle de A.

b) Si C,V et K désignent les premieres colonnes de A, U et L, alors C = LV. D’apres la
question (a), V.= Aq1E; , donc C = Aq1K. Ay 7 =det(A;) donc Aq 5 # 0. Alors

1
K=—-U°C.
Al

)
Ainsi la premiere colonne de L est égale a la premiere colonne de A divisée par le
coeflicient Aj 1.

¢) Pour tout k € [1,n], Ax = LUy, et ensuite det(Uy) = det(Ay). Comme Uy est
k

triangulaire alors det(Uy) = H U ;. On en déduit que

i=1

det(A
Uny = Avg e VkE n, Uy = s
ou bien sous forme commune, avec la convention det(Ag) =1
det[Ak]
kel Up p = — <)
ke llnl, e =3 )

d) Soient i,j € [1,n] tels que 2 < j < i. Soit P la matrice de permutation qui permet
d’échanger les lignes d’indices 1 et j.
Intéressons aux j premieres lignes dans I’égalité PA = (PL)U, sachant que dans PA

et PL, les lignes de 1 & j — 1 ne changeront pas et que la j°™¢ ligne sera remplacé

par la i°™¢ :
A ... Al 0... 0
Aj—1 2] | B u
A)fl,] ~~Aj71,n 0 0 :
Ai.,] Al’]71 Aj j Ai,n Liy] .. -Li,jfl Liy)' e Li,n
Ou bien sur Lj j11 =---=Lin =0.
U Vv

En écrivant U sous la forme U = ), et en identifiant les j premieres

0
colonnes dans cette derniere égalité, on voit que
A1 0
Ajr | || B ] U
Aj-1,; 0

A A1 A Lijie L1k

et en passant au déterminant maintenant

1 2 ... j—1 i
). l = I—i,j det(qu ) det(Uj] = I—i,j det(Uj)
12 ... j—1 i) A
Comme det(U;) = det(A;) alors
{1 2 . -1 i}
Lo 12 ... j—1 )'A
") det(A]-)



e) Notons que si A = LU alors
YA ='U'L ='UD'D'L ot D = diag(Uy,1, Uz, Upon).

L'='un'= (
i

tiennent en multipliant dans le méme ordre les colonnes de U par les coefficient

Uj 4 ) . e ,
bt est une matrice triangulaire inférieure, ses colonnes s’ob-
i

diagonaux de D', En particulier les coefficients diagonaux de L’ sont tous égaux
a1, donc L’ € £,,. La matrice U’ = D'L est naturelement triangulaire supérieure.

de ligne, pour tout j € [i,n]

A1 Aric1 Al

1

Uy = —
7 det(Ay)

Ain Aii1 Aij

On agit de la méme fagon que pour les coefficients de L en considérants les fonctions

On a ainsi *A =L'U" avec L' € £, et U’ € Uy. D’apres la question précédente Arg e Avin un
12 j—1 i 8i: (Y Yz, Yi)
L/, = 12 U 19N Ain Aii-1 Y5
) det(tAj)
Il est aisé de voir que L.E —
1 2 j—1 i 1 2 ji—1 3 N
= t det(*A;) = det(A;
{1 2 j—1 jL 12 1) T etA;) = det(A;) 113
u; ; 12 1 3
et que d’un autre coté L{,j = —DbL Ainsi I-E-l) a) A= 0 1 -1 2
3y
1 2 i—1 3 1 2 i—1 3 1T -1 2 1
LWL — det(A;) 1 2 j—1 1 A 1 2 j—1 1 N On suit la méthode décrite dans la section précédente :
ht HITh) det(qu) det(Aj] det(qu) dz(X] XZ) _ 1 1 =% —X1.
Ou encore, dans le bon ordre des indices, en prenant cette fois i,j € [1,n] tels que ’ X1 X2
2<i<]j Donc det(Az) = d2(1,2) =1, L35 = da2(0,1) =1 et Ly = dp(1,—1) = —2.
{1 2 i1 i} 11 3
W s = 1 2 1_1 ) A dg(X],Xz,Xg): ] 2 1 :—5X1+2X2+X3
i,j :
det(Ai_1) X1 X2 X3
I.D — On calcule d’abords les coefficients de L colonne par colonne. Si on prend un indice de Donc det(A3) = d3(0,1,-1) =1, La 3 = d3(1,-1,2) = =5.
colonne j € [2,n], et i € [[j,n] alors 1 ys
’ 82(y1,Y2) = =Yz — Y
Al Al T v
L _ 1 . . Donc U2‘3 :52(3,1) :—27 U2‘4 :52(1,3) =2.
1,) det(A]-) Aj;l ] . Aj;1 ; 1 1 Y1
A Ay 83(y1,y2,43) = ; ? Y2l =Y — Y2 +ys.
Ces derniers déterminants, y compris det(A;), sont tous d’ordre j, et sont de la forme Done U 55(1,3,2) y30
3,4 = 031,99 = V.
A A Ainsi
dj(x1,%2," -+, %) = : : 1.0 00 [
Aj—11 e Ay - 1 1 0 0 ot U — 01 =2 2
X1 SRS 0 1 1 0 00 1 0
Il peut étre avantageux de calculer une fois pour toute dj(xq,%2,---,%;) en fonction des xx 1T -2 -5 1 00 0 4

(Maple s’en aquittera vite fait) et de remplacer pour i allant de j & n, (x7,%x2,- -
(A1, A2, Ay

On s’attaque ensuite au calcul des coefficients de U ligne par ligne. Si i € [2,n] est un indice

,Xj) par

b) Avec A = LU, pour résoudre le systéme AX =Y il suffit donc de résoudre le systéme
LZ =Y et ensuite UX = Z. L’avantage dans ce procédé est que ces deux derniers

systemes sont triangulaires.



01
I.E.2) La matrice inversible A = (1 1) ne possede pas de décomposition LU, puisque
Aq;1=0.

Une matrice inversible admet au plus une décomposition LU, il faut donc essayer avec
une matrice non inversible. Un exemple trivial serait de prendre A = 0 et d’écrire A = L0
pour tout L € £,. En moins simple

A:o1 ,onaalorsA:1o O]:]O 0 1
0 1 0 1)\0 1 1 1)\0 0

Ptq

LE3) a) la formule du bindme donne (1+ X)P*9 = Z HEY

et avec la convention adoptée, Cp 4 q =0sir é [0,p + ql, on peut écrire

T+XPHI =3 B X"
TEZL
D’autre part
P q
(1+X)P(1+X)9 = (Z C‘;Xk> (Z ngh> = > CsCix*h =3y CKCox"
k=0 h=0 k,heZ TEZ k+h=r

En identifiant les coefficients du terme en X", on obtient

Choa= 2 C3l5 =D CiCi™

k+h=r keZ

——— Partie Il ———

II.A — Soit A € S,,. Par définition de I'énoncé A € S ssi Sp(A) C R%.
A est symétrique donc elle est orthogonalement diagonalisable, ie qu’il existe une base or-
thonormée V = (Vi,Va,---
ke [1,n], AVy = A Vi.

, Va) de R™ formées de vecteurs propres de A. Posons pour tout

n n
= ) Si Sp(A) ce RY, Soit v € R“\{O} et posons v = Z Xk V. On a alors "VAv = Z Mex?,
k=1 k=1
les coordonnées xi de v ne sont pas toutes nulles, donc *vAv > 0.

«S) Si pour tout v € R“\{O}, ‘“YVAv > 0, alors en particulier pour tout k € [1,n],
A = YVRAVy > 0. Donc Sp(A) C R

II.A.I) A € St Soit k € [1,n]. Soit v € Rk\{O} et posons

V= (V> ER™ct A = (Ak B)
0 cC D
WAV = "WAyv avec V # 0 donc *vAv > 0. Par ailleurs, le fait que *A = A implique que
'Ax = Ay. Alors Ay est symétrique définie positives. Elle est donc diagonalisables de
valeurs propres strictement positives. Son déterminant, produit de ces valeurs propres,
est strictement positif.

Pour tout k € [1,n], det(Ay) # 0. D’apres la partie I, A admet donc une décomposition
Lu.

H.A.2) Pour tout k € [1,n], Uy x = det(Ax)/det(Ax—1) > 0.

1I.B —

II.B.l) Une astuce déja utilisée (tuD~")(D'L) ou
D= diag[ul,h o yun,n)'
Comme fA = A, et par unicité de la décomposition LU de A on a donc L = *UD™!

U =D"L, et ainsi A = LD'L.

permet  d’écrire, ‘A =

Sachant que les coefficients diagonaux de D sont strictement positifs, Soit A I'unique

matrice diagonale & coefficients diagonaux strictement positifs telle que A? = D.

En posant B = A'L, B est bien triangulaire supérieure et ‘BB = LA?'L = A.

Lécriture A = *BB est dite décomposition de Cholesky de la matrice A.

I1.B.2) Supposons que A = ‘BB =
La matrice *FC™'*B = CB~

B. -
¢ coefficient diagonal est —2+ =

*CC avec C € Uy, et pour tout i € [1,n] Bi,; > 0et Ci; > 0.
! est & la fois triangulaire supérieure et inférieure, elle est donc
Li B2 = C2 et les deux réels By ;

et Ci; sont strictement positifs donc Bi; = C1 i Alors les coefficients diagonaux de

diagonale. Son i*™

CB~! sont tous égaux & 1. CB™' =1,, ol encore C = B.

Noter que la condition By ; > 0 pour tout i € [1,n] est essentielle pour 'unicité car,
par exemple, avec C = —B on a bien A = *CC.

II.C —

i=1iil) SiM e S+, on a déja vu (question ILA.1) que pour tout k € [1,n], det(My) > 0.

il = ii) Si M est symétrique et det(My) > 0 pour tout k € [1,n]. M admet une
décomposition LU unique, a partir de laquelle on construit une matrice B € U,, forcément
inversible telle que M = *BB (comme fait dans la question I1.B.1).

= i) S’il existe B € U, inversible telle que M =
ve ]R“\{O}, “YMv = W'BBv = HBvIIZ7 ol |.| désigne la norme euclidienne canonique de R™.
Comme B est inversible Bv # 0 et donc [Bv| > 0. Alors *vMv > 0. Ainsi M € S;F*

vk € [1,n], det(My) > 0 = M est définie positive.

n’est pas du tout triviale, on I’a contournée ici grace a la décomposition de Cholesky.

'BB. M est symétrique et pour tout

N.B : L’implication :

——— Partie IIl ———

IIT.A —

IH.A.l) Noter que pour tout x € R™, vtvx = (v, x)v = p(x) o1 p est la projection orthogonale de

R™ sur la droite D = Rv. H™ =
I’hyperplan D*.

n — 2p, donc H™ est la symétrie orthogonale d’axe

III.A.2) Soit a € R™ et posons b = (|a|,0,---,0).

Si b = a n’importe quelle reflexion dont 1’axe contient a convient.



Sib # q, |a] = |b] donc {(a —b,a+b) = HaH2 — H‘bl\2 = 0. En considérant un vecteur v III.B.3) Supposons que A est inversible et soient Q1,Q2 € M, orthogonales et Ry,Ry € U,}

unitaire colinéaire & b — a et H ’hyperplan orthogonal de la droite Rv, telles que A = Q1R; = Q2Ry.
a = %(a —b) + %(a +b),a—b e H et a+b € H, donc HY (a) = Sy(a) = Les matrice]s Ry et Ry slont forcément inversibles (grace au déterminant) ce qui permet
a—v)+ atb) =b. avoir Qz Q1 ;RZR’ B , o
2 2 Posons B = R;R;7' = Q5 'Qq, puisque Ry, R, sont dans U et qu’elles sont inversibles,
III.B — Soit A € M,,. alors leurs coefficients diagonaux sont strictement positifs et donc ceux de B aussi.
III.B.I) Soit Cq = (A1,1, -+ ,An,1) la premieére colonne de A. D’apres (IIL.A.2), il existe une Maintenant la matrice B est a la fois triangulaire supérieure et orthogonale, elle est
matrice de Householder H; telle que forcément égale a la matrice identité I,,.
x1 Premiére justification en utilisant la décomposition de Cholesky. B est orthogonale
0 . donc *BB = I,,, D’aprés la question (I.B.2), la décomposition I,, = *BB est unique,
HiCi=| . | oty =[Cql. . +
: comme on a aussi [, = "I, alors B =1,,.
0 Deuxiéme justification de fagon élémentaire. B est orthogonale donc ses seules valeurs
On peut alors écrire propres possibles sont 1 et —1 (grace a la conservation de la norme). B est triangulaire,
o Kk ek ses coefficients diagonaux (strictement positifs) sont donc tous égaux a 1. Puisque chaque
0 vecteur colonne de B est unitaire alors ses colonnes ont tous leurs coefficients nuls sauf
HiA = ) B ouB & My1. celui sur la diagonale, qui vaut 1, ie B = L;,.
(:) Ainsi R;R; T =Q;'Q; =1, ie Ry =Ry et Q; = Qs.

Si on suppose qu’il existe des matrices de Householder d’ordre n— 1, H, Hb, -+ H/_, N.B : En général, une matrice qui est a la fois triangulaire et orthogonale est forcement

telles que U’ = H/,_, -~ H}B € Un_1 et en posant pour tout k € [2,n — 1] diagonale et ses éléments diagonaux valent 1 ou -1. Ainsi un automorphisme orthogo-

nale dont le polynoéme caractéristique est scindé est diagonalisable, c’est une symétrie

100 orthogonale.
Hy = 0 , ITII.C — En utilisant le procédé de Gram-Schmidt.
: Hk Soit A une matrice inversible, ces vecteurs colonnes Cy,Cz,- -, Cy, forment une famille libre.
0 Soit V = (Vi, Va2, -+, V) la base orthonormée obtenue par procédé de Gram—Schmidt a partir
ces matrices sont des matrices de Householder (& justifier) et de cette famille.
On rappelle que £ désigne la base canonique de R™. La formule de passage d’une base & une
ot * o * X * autre donne
Hy 1 -HoHG A = 0 = 0 A:MatS[ChCZ»"'»Cn):P:MGtv(CI»CZa"'»Cn)
H; _;---Hj}B u/ Si on pose Q = P: et R=Maty(Cy,Cay -+ ,Cq), alors A = QR. Q est orthogonale puisque
0 0 & et V sont des bases orthonormées. Pour chaque k € [1,n], Cy € Vect {V1 y Vo, .- ,Vk} donc

Ainsi Hy,_1---HyH{A € U,,. Le principe de récurrence permettrait alors de conclure. Reest triangulaire supérieure.

III.B.Q) Soient des matrices de Householder Hy, Hz,--- ,Hy,, 1 telles que U = Hy, 1 ---HjA €
Uy. Puisque pour chaque k € [1,n—1], H? = Hy alors A = Hy---Hp_1U, et en

Reste a justifier qu'en fait R € U;. C'est du au procédé de Gram-Schmidt. Posons pour

k € [1,n], Fx = Vect {V1,V2,~~~ ,Vk} et notons px la projection orthogonale sur Fy. le

posant P = HiH,---H,_1, P est orthogonale comme produit de matrices orthogonales procédé introduit le vecteur Ux = Cix — px—1(Cx) et pose ensuite Vi = ﬁ

et A =PL. on a donc Cx = Uy + pr—1(Cx) = [Ux| Vi + px—1(Cx). Sachant que px_1(Cy) s’exprime &
Maintenant si on considére la matrice diagonale D = diag(eq, €2, -+ ,€en) telle que Paide des vecteurs Vi, ---,Vyx_1, la composante de Cy selon V., qui est aussi le k¢ coefficient
e =181 U >0, =1 si Uk <0, et si on pose Q = PD~' et R=DU alors A = QR, diagonal de R, est |Uy| qui est positif.

Q étant encore orthogonale et cette fois R € ;. N.B : |Uy| = d(Cy,Fx_1)



Le procédé de Gram—Schmidt permet aussi de justifier la décomposition de Cholesky IV.C — Posons Ly = DXLD ¥, les matrices D* et D% étant diagonales les coefficients de Ly
k
A

En effet, soit A une matrice symétrique définie positive. et considérons la forme bilinéaire A _ k
Lij = (A/A)7 Ly

se calculent simplement : (Ly)i; =

symétrique @ : (X,Y) — (X, AY). }\}<
Mate (@) = ((D(E'”Ei))ij _ ((EnAEj))U _ (tEiAEj)U = (Ay)yj = A, comme A est définie S% 1 <]: la matrice L est triangulaire inférieure donc (Ly)i; = Li; = 0.
positive alors @ est un produit scalaire de R™. Considérons alors la base ®-orthonormale Si >, /Al <1 done (Lii; — O
U = (Uy,Uy, -, Uy,) obtenue en appliquant le procédé de Gram-Scmidt a la base canonique Si.i : Js (L'k)i,i =L,i=1 o N
& de R™ en utilisant ce produit scalaire (@ bien sir). Si B = Pi alors la formule de passage Ainsi la suite (Lx)x converge vers la matrice identité L.
pour les formes bilinéaires symétriques donne, sachant que Matg (@) = A et Maty, (D) = I, IV.D — Ex, =D*LD % —1,,.
A ="'BI,B = 'BB. D’apres la question précédente la suite (Ex )y converge vers la matrice nulle 0.
Comme expliqué auparavant B, obtenu par le procédé de Gram-Schmidt, est triangulaire Donc I, + RExR™! — I,,. Par continuité du déterminant on a donc det(I, + RExR™') — 1,
supérieure et ses coefficients diagonaux sont strictement positif. et donc il existe N € N tel que pour tout n > N, det(I, + RExR™') > 1/2. Les matri-

ces I, + RELR™! sont donc inersible & partir dur rang N, chacune & une décomposition QR

Partie TV unique.
——— Partie —_
IV.E —
IV.A — IV.E.1) (ék) converge vers (i donc par continuité de I'application M — *M, (t(ik) converge
IV.A.I) Continuité de 'application bilinéaire (M, N) — MN sur ./\/lfl vers Q. D’apres la question (IV.A.1), on a donc ‘QQ, — ‘QQ.
IV.A.Q) a) Noter que pour tout vecteur Y, [MY|,< M| [Y]. Pour tout vecteur X tel que Comme pour tout k >N, *Q,Qy alors “QQ = I, Q est donc orthogonale.
~ ~—1 ~
IXI'< 1 on a done IV.E.2) pour tout k € N, Ry = Qp (In # RE\R™") = *Q, (I, * RER™). On en déduit que
IMNX] < IMIINX] < IMIINE IXT < IMI NI ~ =
Ry — Q

et en passant au sup [MN] < M| [N].
N Maintenant chaque coefficient de 'Ry converge vers le coefficient correspondant de
b) 1°7° fagon : Soient A € Sp(M) et un vecteur X non nul tel que MX = AX.

IMX] < IMJIX] donne [A] < [M]].

Si maintenant |[M|| < 1 alors —1 ne peut étre une valeur propre de M. Donc I, + M

R ='Q, les matrices Ry sont triangulaires supérieure donc R est triangulaire supérieure.

Pour la méme raison les coefficients diagonaux de R sont positifs ou nuls, et puisque

R =*Q est inversible, ils sont strictement positifs. Alors R € U ™.
est inversible.

= _ t = . . . . s = _ ~ _
2°™€ fagon : Une récurrence simple basée sur (IV.A.2.a) permet de justifier que IVE3) R="Q est triangulaire supéricure et orthogonale donc R = Q =In.

pour tout p € N, [MP] < IMIP. Donc si [M] < 1 alors la série Y (—1)PMP IV.E.4) Vous n’en voudriez pas de toute fagon ;—)
bsol t. O 1
+Ozonverge abso E:Een raa (irr:o oo oo N.B : Cette partie donne une méthode pour le calcul approché des valeurs propres d’une
(In + M) Z(—UPMP = Z(—UPMP + Z(—])pl\/lp'H = Z(—])PMP — Z(_UPMP =1, matrice inversible.
p=0 p=0 p=0 p=0 p=1
400
Donc I, + M est inversible et (I, + M)~ ! = Z(—l JPMP.,
p=0

IV.A.3) A admet n valeurs propres deux a deux distinctes donc elle est diagonalisable, d’ou

I'existence de la matrice inversible P.

IV.B — A; est semblable & A et pour tout k € N, Ay 1 = Ry Qy = Q? (QxRk)Qx = Q;lAka
donc Ayyq est semblable & Ay. Ainsi par récurrence toute les matrices Ay sont semblables

(orthogonalement) & A.



