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Formule asymptotique de Hardy et Ramanujan
A. Fonctions L et P

1> En appliquant la régle de D’Alembert, on obtient facilement que le rayon de convergence de la

Zn
série Z — vaut 1. Pour z €] — 1,1, L(2) est le développement en série entiére de la fonction
n

z+— —In(l —z) sur | — 1,1
2> Notons W : ¢t € [0,1] — L(tz) = Z
n=1
[0, 1], puisque tz € D. ¥ étant la somme d’une série de fonction, on va appliquer le théoréme

de dérivation terme a terme pour montrer qu’elle est de classe C"' sur [0, 1]. Pour n > 1, notons
n.n

'
Un it €[0,1] = —

trh"

. Remarquons d’abord que V¥ est bien définie sur

, on a alors
— La série Z u,, converge simplement sur [0, 1].
() =t
— Pour tout n > 1 et tout ¢ € [0,1], |u,(t)| < |z|", et la série Z |z|™ est convergente car

— Pour tout n > 1, u,, est de classe Cletu

z € D, donc la série E u,,(t) converge normalement, donc¢ uniformément sur D.

On déduit alors, ¥ est de classe C* sur [0,1] et

V() =D u () ==y () = S _th.

La fonction F : t € [0,1] — (1—tz)el® est de classe C* sur [0, 1], comme produit de fonctions

de classe C' et Vt € [0,1],F'(t) = (—z + (1 — tz)l ; )ek) = 0. Ainsi F est constante
—tz

sur [0,1]. On conclut alors que Vt € [0,1], F(t) = F(0) = 1, et pour ¢t = 1, on obtient que

JL(e)

1—2z

. 2"
3> Pour z € D, la série E — converge absolument, donc on a
n

8

+ n
L < = e

3
Il
_

Puisque pour z € D, on a Vn > 1,2" € D, alors d’aprés I'inégalité précédente on a
Vn > 1,|L(z")] < —In(1 — |2|").
Comme —In(1—1z]") ~ |2|", et Z |z|™ est une série a termes positive convergente, alors d’aprés

les critéres de comparaison pour les séries a termes positives, les deux séries E —In(1 —|z]")

et Z |L(z")| sont convergentes et par suite Z L(z") est convergente.
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B. Développement de P en série entiére

Ona P,y = { ai, ..., /Zkak = n} Remarquons que si (ay,...,ay) € P,y alors 0 <

ap < n. Ainsi P, y C [0,n]", ce qui prouve que P, n est fini et on a méme p, v < (n + nHy
Pour la croissance de p, n, remarquons que P, y s’injecte dans P, y;1 via I'application

P,n = Pynt1, (a1, ...,an) = (a1,...,an,0). Ce qui prouve que p, v < Py n+1-

Sin =0, alors il est clair que pour tout N > 1, Py = {(0,...,0)}, donc

YN >1, pyo=1

Sin>1et N >n+ 1, alors pour tout a = (ay,...,a,) € N*, on a I’équivalence
ai,...,a,) € P,
= Pn7N<:> ( 1 3 n) n,n
(@ns1s .- an) =(0,...,0)

On en déduit que L’application P,y — Pon,(a1,...,an) — (a1,...,a,,0,...,0) est une
bijection et par suite p, x = pn.n, pour tout N > n +1
La suite (p,) est alors définie par po =1 et Vn > 1,p, = pun

La propriété est triviale pour N =

—+00
=2
—Z
n=0

Soit N € N* et z € D, supposons que kli[l [k an,]vz .

“+00
On a T E ZRNHD) E u, 2" avec
—2z
n=0

1 siN+1|n
Uy =
0 sinon

Par produit de Cauchy de séries entiéres Z Pin2" et Z 2FN+D) e rayons de convergence égal
a 1, on peut écrire pour tout z € D

N+1 1 400
H 1_ ok = Z( Z pi,NUj)Z
k=1 n=0 i+j=n
+oo
:Z( Z PiN)Z
n=0 (i,j)€l,

ott 'on a posé I, = {(i,j) € N*,i+j=mnet N+1]j} On est ainsi ramené & montrer que
DPnN4+1 = Z pin- Pour cela on introduit pour tout (i,7) € I,,, la partie A; ; de NV définie
(4,)€ln

par A;; = {(a1,...an,j)/(a1,...,an) € P;n} et on va montrer que la famille (A; ;)i jyer, est
une partition de P, n41.

Puisque pour tout (i, 7) € I,,, on a N + 1 divise j alors, A; ; est incluse dans P, y11. De plus si
(ihjl)a (ig,jQ) € In et (bl, bg, ceey bN+1> - AimlﬂAiQm, alors bN+1 = jl = jg et il = ig = n—bN+1.
Montrons que P, ny1 C U A, j. Soit (b, ...,bn+1) € Py 41, alors by + 2by + ... + (N +

(4,3)Eln
1)by11 = n. Posons alors i = by +2by+- - -+ Nby et j = (N +1)by,1, alors on a bien (,5) € I,
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et (bi,...,bn41) € A;j. Nous concluons en observant que pour tout (i,7) € I,, 4;; & le méme
cardinal de P; y, en effet ces deux ensembles sont en bijection via I'application

Pi,N — Ai,ja (ala "'7aN) = (a17"'7aNaj)‘

Dot ppni+1 = card(Pyni1) = E card(4,; ;) = E card(P, y) = E piN, et notre ré-
(4,9)EIn (4,9)EIn (4,9)€In
currence est ainsi achevée.
2 n
Posons pour (n, N) € N* w, n = (Po.N+1 — Pun)2"-
On fixe N € N, alors puisque la suite (P, n)n,>1 est croissante alors |w, v2"| = ppni1]2]" —
pnn|z|" . donce d’aprés 5) la série E |wy, n| est convergente comme somme de deux séries

N>0
convergentes et sa somme est

“+o0o “+oo
Yy :an,NJrl‘ZVL - Z]%,NM"
n=0

n=0
R
s e El 1—|z[F
k=1 k=1
= QN1 — QN
N
ot l'on a a posé Qy = H 1—||k Ainsi Y, est le terme général d’une série télescopique
— |z
k=1
+oo
convergente car (QQn) l'est et sa somme est Z(QN“ —Qn) = lim Qny — Qo= P(|z]). Ceci
N0 N—+o0

prouve la sommabilité de la suite double (wy, ), n)enz-
D’autre part si on fixe n € N, alors on a d’aprés la question 4) VN > n,w, x = 0 et par suite

+o0 n—1 n—1
Z |wn,N| = Z ‘wn,N| = Z(pn,NJrl _pn,N)’Z‘n = pn|z|n
N=0 N=0 N=0
D’aprés le théoréme de Fubini
400 400 +oco +oo 400
STICED S SUNNE o SN E)
n=0 n=0 N=0 N=0 n=0

Notons R le rayon de convergence de la série entiére Z pn2". Comme d’aprés la question
n>0
précédente la série anz” converge pour z € D, alors R > 1. D’autre partonavn > 1,p, > 1,
n>0
car (n,0,...,0) € P;,n, donc R < 1. D’ou R = 1.
m +0o
e M p(eTi0Ydh = / Zpkei(k_")_ktdﬁ. On va appliquer le théoréme

T k=0
d’intégration termes a termes sur un segment. Pour cela posons pour k € N,

™

Soit t > 0, alors /

fr:0€[—m n]— pre’Fm=k

alors pour tout k& € N, f, est continue sur [—7, 7] et Yk € N,V0 € [—x, 7], |fr(0)] < pre™.

Comme e~ ' € D, alors la série 5 pre * est convergente, d’out la convergence normale et donc




uniforme de Z fr(0) sur [—m, x|
On peut don intégrer terme a terme et on obtient alors

™ +oo -
/ 6—in¢9p<6—t+i9)d0 _ Zpke_kt / ei(k—n)Qde'

-T k=0

Comme on a /

T 0sik T ,
ih=moqy — 7% . 7 n alors / e M P (e ) = 2me " p,. Dol
™ 2rsik=n o

ent

Pn= 57—

o 3 efinHP(efFH'H)de'

C. Controle de P

8> Soit z € [0,1[ et & € R. Alors ze™ € D et

l—a _ exp (L (ze?))
1 — ze® exp(L(z))

~+00 n
exp (L (ze) (2)) exp( ;( e )n>
<= " <= x"
= exp (— ;(1 — Cos(né’)); +1 ; sin(n@);)
+oo
= exp (— Z(l — cos(nh)) > exp ( Z sin(nf) )

n=1

D’ou
11—z - x" <= x"
‘ T oe| = P |~ ;(1 — COS(TL@))? = exp(—(1—cos(f))z)exp | — nz;(l — COS(?’L@))F
< exp(—(1 — cos(d))z)
i N
[Pe) _ 1 — "]
Ona ——— = 1 _
na |P (e Nl)IEOOE |1 — xnen?|
Or d’aprés la question précédente ’1‘ — 7 4’9| < exp(—(1 — cosnf)z™). D’ou
_ xneln
|]' — xn| ol n al n = n
H LT~ i < exp Z —(1 —cosnb)a™ | =exp | — Za: - ZCOS(nG):E (1)
n=1 n=1 n=1
Y 1 Y 1

D’autre part ]&%Zx =1—% et A}l_r}rloo > cos(nf)z™) = Re (1 — :cei(’)' Dot

N
1 1
A}gréoexp( Zx —Zcosn@) )ZeXp(_l—x+Re(1—xei9)>

n=1

En passant a la limite lorsque N — +o0 dans (1), on obtient I'inégalité souhaitée

P 0 1 1
(QCe ) < exp (—m +Re (1 _;C@W)) .

P(z)




9> On a

1 1 x(1 — cosf)
1—x Re (1 - xe“’) (1 —2)((1 =2)2+2x(1 —cosh))
1 1 —xcosb x(1 — cosf)
l—z |1—2ze?? (1—2)((1—2)2+22(1—cosh))
(1 —2)*+2x(1 —cosh)) — (1 —2z)(1 —xcosl) — z(1 — cosb)
(1—2)((1 —2)%+22(1 —cosb))
S (1 —2)?+2x(1 — cos®)) — (1 —z)(1 — cos ) — x(1 — cosh)
- (1—2)((1—2)2+22(1 —cosb))
(2x — 1)(1 — cos0)
1—z)((1—2)%+2x(1 —cosh))

Vv

(
0

v

€ ! 1
car - 11.
27

On distingue deux cas
— Si 2(1 —cos(f)) < (1 —x)?, alors

x(1 — cos(0)) S x(1 — cos(0))

(1—2)((1—2)>+2x(1 —cos(d)) — 3(1—2x)3

(1 —cos(h))
= 61—
1
car r € {5, 1 [
— Si 2(1 —cos(f)) > (1 —x)?, alors
z(1 — cos(6)) z(1 — cos(d)) 1

(1 —2)((1—2)%+22(1 — cos(0)) = (1 —x)(3x(1 — cos(@)) - 3(1 —x)

Et par décroissance de la fonction u +— e~ “, on obtient les inégalités souhaitées

<e L — cost ou que <e !
<exXp |l 75— <exp|————].
p q p 3(1 —x)

6(1—x)?
D. Interméde: quelques estimations de sommes

P (ze')
P(z)

P (ze')
P(z)

10> On a pour tout = €]0, +oof,

P P ———
(1 — e—x)n—i-l

o) =

Les deux fonctions ¢, 4 et ¢), , sont continues et positives sur J0, +oo| et

1 1
— Au voisinage de 400, on a @, (7) = O(—) et ¢, ,(x) = O(—;), donc les deux fonctions
T ’ T
sont intégrables sur [1, 400
(n—ax)(1—e*)—nre™
2
calcul du développement limité a I’ordre deux en 0, on obtient (n—ax)(1—e ) —nxe * =
O(2?), don ¢, ,(x) = O(1) au voisinage de 0, ce qui prouve U'intégrabilité de ¢y, o et ¢/, ,
sur |0, 1]

. Par un

— Au voisine de zéro, on a @pq(z) ~ 1 et ¢,  (z) ~




On conclut alors que ¢, o et ¢, , sont intégrables sur ]0, +oo|

+oo  a(k41)t
11> L’intégrabilité de ¢, o sur |0, +oo[ entraine la convergence de la série Z/ O o(@)dz et
k=0 */ Kt

/ On.a(r)de = Z/ ©h.o(z)dz. En intégrant par partie, on obtient
0 k

k=0~ Ft
+00 “+00 (k+1)t (k’+1)t
| enatats =3 (o= i0onal = [ 0= k) ala)da
0 k=0 t

(k+1)t

kt

=y (tgoma((k +1)t) — / (z — kt)gpg,a(x)dx)

+oo +oo k1)t
=Y tonallet D=3 [ @ = k)l fw)do
k=0 k=0 7kt

+00  a(kt1)t
=", o(t) — Z/ (x — kt)<p;7a(x)dx
k=0 */ kt

On a alors

1 +oo  ng—az 1 +00  A(k+1)t
Snalt) = 3 /0 AT do + s > / (x — kt) ), o (x)dz

D’autre part, on a

+00  a(k+1)t
S [ @k
k=0 */Ft ’

100 a(k+1)t
il s’ensuit que Z/ (x — kt)p, o(x)dz = O(t), et par suite
k=0 vkt

1 oo gnemaw 1 n
Sn,a(t> = prw /0 m dez + O (Zf_n) quand t—0

—T

12> Remarquons d’abord que la fonction z —

e p—
continue sur |0, 400 [, elle se prolonge par continuité en 0 (car 1 —e™
'infini, elle est équivalente & xe™™ qui est intégrable sur [1, +oo[ (elle est négligeable devant z~

re ¥

. est intégrable sur |0, 4+o00[: en effet, elle est

¥ ~¢ x ) et au voisinage de

2

par exemple). L’idée ensuite est d’écrire dans comme somme d’une série de fonctions.

e —
Pour cela, on écrit ,

xre T &
1 — = g ze”™ car0< e ® < 1.
—_— 6_
n=1

Posons f,(x) = ze™"*. Alors
- Chaque f,, est continue par morceaux sur | 0,400 [, intégrable sur ce méme intervalle, et

—+o0o —+o00 1
/ | fr(z)] dx = / ze”""dx = — (intégration par parties).
0 0 n

xe "

et —1°
n
On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme, et on trouve

too e w +0  rto0o +oo 1
— —nx —
— dr = re "dxr = —
g e*—1 “—~ Jo n

n=1

- Pour tout = > 0, la série Z fu(z) converge vers x —»

6
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E. Controéle des fonctions caractéristiques

On peut supposer que X (€2) est dénombrable. On note X (2) = {x,,,n € N} ou les x,, sont deux
a deux distincts. Pour tout n € N | on pose a, = P(X = z,). Le cas ot X(Q) = {z1,...,2,}
est fini se raméne au cas précédent en complétant par des x,, pour n > r+1 avec une probabilité
nulle. Soit § € R. Remarquons d’abord que

+o0 +oo .
Oy (0) = Z ay, cos(x,0) + i Z (U Sin(2,0) = Z a, .

Donc
+oo —+o00
Dx(O)] <D fane™ <Y a,=1.
n=0 n=0

Soient p € ]0,1[ et X < G (p). Pour tout § € R :

i(a+b)0

+00 +oo
n—1_i(an i(a iaf\ "1 pe
Daxss (0) = D pg"te et = 3 7 pelet (geiet)" = T
n=1 n=1

(somme des termes d’une série géométrique de raison ¢e'?’ de module g < 1).

n—l o ost de classe € sur R donc en

on

Posons a, = pq et pour tout n € N*, f, : 0 — a,e 1
particulier, pour tout j € [0, k], f, est de classe €7 sur R avec f\9) : 0 — a, (in)’ e

On remarque que pour tout n € N* et tout j € [0,k], V0 € R, |a, (in)’ | < a,|n)’
(majoration uniforme par le terme général d’une série numérique convergente) : la série de
fonctions ( f,gj))n>1 converge normalement (donc simplement si j < k et uniformément si j = k)
sur R et sa fonction somme, @y, est continue sur R. Par application du théoréme de dérivation
(terme a terme) d’une série de fonction, la fonction somme ®x de la série de fonctions (f,),

est de classe C* sur R et on a :

+oo
Vi e R, @gl;) (0) = Z an 1" nFen
n=1

“+o0o
o (0) =" a,ital =*E(X) .
n=1

On fait un raisonnent par récurrence sur k.
— La propriété est varie pour k = 0 avec Py = 1.

— Soit k > 0. Supposons que la propriété est vraie a I'ordre k£ et montrons qu’elle est vraie

. P, 6
a lordre k + 1. On a ®W(9) = pife? —" (ae”)

———— -5 - En dérivant, on obtient
(1 —qe)

i0
(bg(ck—i-l)(e) = pittlei Py (qe )

(1 — qeiQ)]‘H_?j avec

Poy1 =P+ (k+1)X(1 - X)P, + X P,

et on a bien P,1(0) = P,(0) =1

17> On a d’aprés la question précédente, pour tout k € N,

1 [ Plg) -1
pk Pk

’E(X’“) _ Lo fie®) o)

p’“‘




Comme P;(1) — 1 = 0 alors il existe @y € C[X] tel que Py(q) — 1 = qQx(q), donc |Pr(q) — 1 |<
Crqgou Cp =1+ m[%>1<]|Qk(x)|. ( Ce maximum existe car la fonction z — |Qx(z)| est continue
ze|0,

sur [0, 1] & valeurs dans R.). D’ou

'E(X’“) E—

1
18> Sachant que E(X) = —, on a
p

E ((X —E(X))*) = E(X*) — 4E(X*)E(X) 4 6E(X?)E(X)? — 4XE(X)? + E(X)*)

Y PR I NS 1
= (E(X7) p4) p(E(X) p3)+p2(E(X) pg) pg(E(X) p)
Kq
ST
p

.avec K = 04 + 403 + 602 + 401.

19> En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwarz successivement aux variables aléatoires Y2 et 1,

puis Y2 et |Y| qui admettent tous un moment d’ordre 2, on obtient que
E(Y?)? =E(Y?.1)? < E(YHE(1). D’on

E(¥?) < (E(v")"
et B([Y]?)? = E(Y2|Y])? < E(YHE(Y?) <E(Y*H?2. Ou encore

E(Y )< (&))"

20> Par application de 'inégalité de Taylor Lagrange a l'ordre 2 & z — €' de classe € donc de
classe @ sur R, on a :

D’ou

|
e
I ]
o
—~
o~
)

3 3 3
<x (10T oy
6 6

Ee en utilisant la deuxiéme inégalité de la question 19) on obtient alors I'inégalité souhaitée :

E(Y?)6?
2

N

211> On écrit encore une fois L’inégalité de Taylor La grange a l'ordre 2 pour la fonction 6 +—
E (Y?) 0> .
exp | ——————— ], on obtient que

2

Vo € R, |®

y(0) —1+

!9!4
S 8

|9|4

E(Y?)* < —-E(Y),




22>

23>

(d’aprés la premiére estimation de la question 19)

Donc
E(Y?)6? E(Y?)§? E(Y?)9? E(Y?2)6?
‘(I)Y(e) — €Xp <_T)' < (I)Z(e) -1+ T4 + |exp (—T) -1+ T
<@+ Beory

F. Convergence vers une gaussienne

On raisonne par récurrence sur n.
— La propriété est triviale pour n =1
— Montrons que la propriété est vraie pour n = 2. Soit 21, 2o, u1, us des complexes tous de
module inférieur ou égal a 1 alors
| 2122 — wyug |[=] (21 — wa)ze + (22 —ug)ur [<| 21 —wn [+ | 20 — ug |
— Supposons que la propriété est vraie a I’ordre n et montrons la a 'ordre n+ 1. Soit n € N*

ainsi que des complexes zq,...,2,11,U1,...,Uy+1 tous de module inférieur ou égal a 1.
Alors en appliquant la propriété pour n = 2 on obtient

n+1 n+1 n n+1
sz—Huk NS sz—Huk —|—|zn+1—un+1\< E |zk—uk].
k=1 k=1 k=1 k=1

Soit # € R et t € R). On considére, pour tout & € N*, une variable aléatoire suivant la loi
G (1—e "), et on pose Yy = k(Z; — E (Z)). Démontrer que

h(t,0) = lim J] ®v.(6)

one—kt
(1 — e kt)eiltk—kBZ0 (1 _ e—kt)gl%

D’aprés la question 14) on a @y, (0) = = = g Donc
1 1

- Tioke [Ti= 1 _ o ktt+ike o~ Oke Kt [T 1 _ o kttike

H(I)Yk = He 1—e - T = exXp _ZZ 1_6—]915 N 1

k=1 k=1 [T P k=1 [T 1 _ ekt

En passant & la Imite lorque n tend vers U'infini et compte tenu des définitions de P et m; on
obtient

0
lim H Dy, (0) = Me-imt — h(t,0)

n—-+o0o (e*t)

n

[L o) - T[4
k=1

Pour I'autre estimation, commengons d’bord par majorer la quantité

k=1
k2 —kt
ou u(t) = m Pour cela on va utiliser la relation précédente puisque |94 (0) < 1 et
R ei :
62wy (t) . .
le” 2 | <1 et Pestimation
k4€—kt
E(YH =K'E(Zy — E — Z3)*) < K.m. On obtient alors
—e




24>

25>

n 02w, (t) n 02wy (t)
[Tev@ -] = [<D |[on@) —e 2
k=1 k=1 k=1
— |6 sa  0°
< 3 (E(Y)" + gE(Yif)
k=1
_ K3/4m i L3 o—3/4kt . K6—4 n pde—kt
~ _ pkt)3 _ p—kt)4
3 = (1—eM 8 £ (1 —e*)
92 Zn: uy, (t) n 2u (
En passant a la limite quand n — oo, et en observons que e~ I H e_e 2 t),
k=1
on obtient alors que
0392
‘h(t, 0) —e 2 ‘ < K3/4|6’]383,3/4(t) + K0S, (t) (2)

+00 £2]20—kt

On a t20'2 = S E———
t Z (1 . e_k,,t)Q

k=1

o , . . O B e 1
D’aprés le résultat admis de la question 11), on a o} = e ﬁ d+0 7
0 —er

+00 2 2
Or d’aprés le résultat admis de la question 12) on a , / po1(z)dr = % Donc t?07 ~ %,
0
puis o} ~ ﬁ quand t — 0.
U
En appliquant 'estimation (2), avec # = — | on obtient la majoration
o
u u? |3 u?
ht,—) —e 2| < K" Sg34(t) + K — Sy (t
’ ( 7O_t) € = 3.3/4(t) + p (1)
3 |ul? 1 u? 1
<: . J— JR— — e
< K+ 3 X0<t4>+KanO 5 O(\ﬁ)QO (3)

2

u s .

Il reste & montrer que exp (z— (mt - @>) — 1 quand t — 0". Pour cela on applique
01

encore une fois les questions 11) et 12), on obtient alors

71.2

1
mt:@—i-O(;) quand t — 0"

2

2
et par suite = (mt — W—) = O(\/t). Dot <mt -

Jr
o 62 6t2) — O quand t — 0.

1 —cosf
— i€ [-m ]\ {0)
Considérons la fonction g : 6 € [—m, 7] — ¢ ¢ 0 . Alors g est conti-
—sif0=0
2

nue et strictement positive sur [—m, 7|. D’aprés le théoréme des bornes atteintes, g est minorée
et atteint sa borne inférieure o sur [—m, 7|. Donc o > 0 et

VO € [—m, 7]\ {0} 1 —cosf > ab?. Cette inégalité est encore valable pour = 0. On va utiliser

les inégalités trouvées a la question 9) pour z = e~*, t > 0. Pour cela x doit vérifier la

1
condition 0 < 3 <z <1 Orona




On a la majoration 'une des deux estimations :

T <o () < ()
e | < ()

—t
La fonction : ¢t —

qui est définit sur |0,¢], prolongeable par continuité en 0 , stric-
tement positive, elle est alors majorée :

30 >0 ,Vte€]0,t], 1—e"<Ct

P (e7te') a/2)\2 a

On a alors |——— 2| < A7) o3 g, = 2

n a alors Ple?) e ol (3 e

P (e*teie) —3/2191)2/3 1 ™

Ou |——-| < —n(e7*/2101) avec v, = ———. Mais comme oy ~ ut /2, avec = —,

U5 =) e Ve N = =g is comme o; ~ [ vec i 7

3

alors il existe ty €]0, ¢1] tel que V¢ €]0, to], 0y < 7/%—3/2’ et par suite on a

P (e7te'?) 2 4 P (e7te'?) 2/3 2

—B(ot0)” y B — —(o¢101) - =
Pl L<e 7V on B = 9H517 ou P Le Nt avec vy = Su%'

26> On va appliquer le théoréme de convergence dominée. On pose pour (¢, u) €]0, +oo[xR f(t,u) =
J(t, u) g, o0m] (1), alors

— Pour tout ¢ > 0, la fonction u — f(¢,u) est continue par morceaux sur R.
— Pour tout u € R, f(t,u) — e /2.
t—0+

— Hypothése de domination : D’aprés la question précédente il existe t5 > 0 tel que
_ 2 _ 2/3

V(t,0) €]0,to[x[—m, 7], |h(t,0)] < e B7320)" | o (1m220)"
Donc si u € [—oym, oyr], (¢, u)] < e 7 + o~ (luD)?/?

7t u)] =0 < @(u).
D’aprés le théoréme de convergence dominée on a

= ¢(u), et si u ¢ [—oym, oym| alors

/f(t’u)du :/ gt uydu — [ e /2 du = V2.
R

— 7oy t—0+ R

(=. La conclusion

271> D’aprés la question on a

nt —t T —t+10
po = L) / o 2L g

27 P(e™?)

11



En effectuant le changement de variable u = 0,0 et en prenant t =

T —t+1i0 oy o P (eitJriUlt)
/ e—mf’P(e—)dg - i/ e N 7 du

S e o S
1 ot 22 P <€_t+i"%>
= = T —~— 2
Ot —O'tﬂ'e P(e_t) !

Ot J_oun O¢ 612
1 o

= — J(t, u)du.
Ot —oT

Donc p,, ~

Jor? V/2v/6n V2r 44/3n

2n
() - L)

T
v on

, on obtient

1 [or u 2 i lP<€_t+i%)
L (1 - 22) )

quand n — +o0.
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