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€COLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES. 
ECOLES NATIONALES SUPERIEURES DE L'AGRONAUTIQUE E T  DE L'ESPACE, 

DE TECHNIQUES AVANCEES. DES TELfCOMMUNICATIONS, 

DES TELECOMMUNICATIONS DE BRETAGNE. 
ECOLE POL Y TECH N 1 QUE 

(Option TA) 

DES MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT-€TIENNE, DES MINES DE NANCY, 

h 

CCNCCURS D'ADMISSION 1985 
*** 

M A T H E M A T I Q U E S  

lère fPREUVE 

OPTIONS M, P' e t  T A  

(Durée 4 heures) 

L2s candidan sont pries de mentionner dz façon Joparente sur la première page de la copie : MA TH%A TiQUES ! 

PR EL !W 1 NA 1 R ES IMPORTANTS 

1") M : ensemble des entiers naturels ; W* =(N {O}. 

C: : nombre des parties a k éléments d ' u n  ensemble a n élements ; n, k E $4 ; O s k \< n. 

x~ Arccos x designe la fonct ion inverse de l a  restriction de l a  fonction x c  c3s x 

a l ' intervalle [O, 71. 

2") Les deux résultats suivants seront admis sans démonstration >ar  les candidats qui p o u r -  
ront les u t i l i s e r  : 

b) S o i t  une serie entigre de terme gënëral a n  x ' ,  n = O, 1, 2 ,  ... l e  rayon de convergence 

R ( R  > O ) .  Soit f la foncticn definie sur 1-R, R t  par : 

si l a  s i r i e  de t e m  gënëral an  R" es t  cmvergente, ii vient : 

l im f ( x )  = 
X - 4  
X<R 

n=O 

Se neme, s i  l a  serie de terme gënëra'i a n  (-RI" 2si convergente, il vient : 

lim f ( x )  =E a n ( - ; ln  
11-i) x-a 

X>-4 

2") Les deuxiëne e t  troisième parties sont indépendantes Ce l a  prerniere . 
1 Sre ?AS? 1 E 



. 
-52- 

l') 3éterm;rer le rayon da cznverSenco c:miun 2 ces trojs sSrjes enzieres c2 trme général 
U,[X), v n ( A )  et 'A$). 

2 " )  i:udier la convergence ie chacune :es s e r t e s  Ce terae ;ëiersl r?szec:imneqt .r,(X), 
un(-?), vn(R), v n ( - 2 ) ,  ' ~ " ( 2 )  et wn(-?j. 

23re PARTIE  

Soi t ; E)  ; ' equati an différentiel ; e. : 

(El x(x J. 2 )  y' + (x + 1) y - 1 = o .  

1') Seterminer la solution générale x+y(xj de l'équation différentielie ( E )  continûment 
dérivable définie successivement sur 1 'intervalle : 

I l  = 1-0, -Z!, 

I 2  = j - 2 ,  O [ ,  

I3 = IC, -[. 

Indication : !1 est préfSrable, pour la suite du problème, d'exprimer les salutions -- 
au moyen de 4-j et en !1 - x + q-)l ou de y= et ce Arccos (x + 1) selon 
l e  C ~ S .  

Z o )  Nontrer que iléquation ( E )  admet une uniaue solution u, définie su? 1 2 ,  aui admet une 
limite finie, lorsque la variable x tend vers O par valeurs inférieures. Déterminer u et u(0) défini 
?ar : 

u(0) = lin u(x). 
x-0, x<o 

Nontrer, de m w e ,  çue 1'5audtiOn ( E )  admet une unique Solution v. définie sur 1 3 ,  qui 
admet une :imite finie lorsque la variable x tend vers O m r  valeurs supérieures. Céteniner v et v(C) 
défini par : 

v(0) = lim v(x). 
Xi) 
x>o 

3") Les fonctions u et v. !?tant ainsi prolonsées par ccntinuité en 3, scit f la isnction d é -  
fini,. sur l'intcrvalle 1-2, +-[ par : 

u(x) si - 2  < x 5 O , 
v(x) s i  x > o. I f(x) = 

Montrer 7ue cette fonction f e s t  csntintment aérivable sur 1'intervalle j - 2 ,  --[. Sré- 
ciser i ( 0 j  et ?'(O). 

4 a )  Mcntrer que cette fonct'on f est i'unique solution de (E) contiwe tans ;'intervalle 
1 - 2 ,  +-i. Est-cs que i'équation ( E )  aamet une solutjon continue dans ij4 ? 

1") Montrer que l'équation difiërentielle ( E l ,  déffnie à ia seconde parzia, aamet une solu- 
:lori O definie dans un intarvalle 1-2, , R r par la relation : 

A 1" 

Y x E 1-R, , R , [ ,  S ( X )  n 

Séterminer les coefficients a en Fonction de l'entier n ; n 
Préciser le rayon de convergence R1 de cette série entière. 
Etudier la convergence des séries de terme $enCral 2 et 3, définies par : n 
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n 
v n  E N '  x,, = an(R1) n , 9, = a n ( - 5 )  . 

2")  Montrer que, dans un intervalle, qui sera précisé, l a  relation f ( x )  = o ( x )  a lieu ; 
f e s t  l a  fonction définie à la troisième question de l a  deuxième partie. 

dème PARTIE - 
Soient U ,  V e t  W les fonctions définies par les relations : 

U(x) = c u,(x) , V(x)  =c V n ( X ) ,  W X )  =x w n ( x ) .  
n= 1 Il= 1 n= 1 

Les fonctions un , v, e t  wn sont celles qui o n t  é t e  introduites à l a  premiere partie ; 

chacune Ces fonctions U ,  V et  W est  définie dans un intervalle. 

1") D&montrer, en justifiant les calculs, l a  relation : 

est  l a  fonction définie d l a  troisiëme partie ; en deduire une expression explicite de U ( x ) .  Cal- 
culer les valeurs des deux somnes : 

2") Demontrer de m&e : 
X X 

V x E 1-R , R[ , V ( X )  = 7 Q ( -  7 ) -  

En déduire une expression explicite de V(x).. Calculer les deux somnes : 
+r 

(-Un 
s3 = C L  n = l  n.C& ' s4 = 5 n.c;, 

3") Demontrer que l a  fonction W s'exprime 1 l 'aide de l a  fonction : x -  1 $(t) d t  ; 
O 

en deduire une expression explicite de W(x). Calculer les deux sonunes : 

+ C a  +r 

S6' 2 .-y$ 
= C A '  n = l  n .CZn n=1 n .CZn 

5&ne PARTIE 

L'objet de cette derniere partie est d'etudier les variations de la fonction x -  f ( x )  

1") En utilisant de préférence l a  :roisi@me partie, déterminer les signes de f ( x ) ,  f ' ( x )  et  

En déduire les variations de f ( x )  sur cet in:erva?le puis le graphe de l a  restriction de 

definie sur l ' intervalle 1-2, +O[. 

f " ( x )  lorsque x E 1-2, 01. 

f d cet intervalle. 

2") Soit g l a  fonc t ion  définie sur [ l ,  +O[ par l a  relation : 

g(x )  = f ( x  - 1) 

Soi t  t la fonction définie sur [l ,  +O[ par : 

A l 'aide de catte fonction t ,  determiner le signe de g ' ( x )  ; en déduire les variations 
de f ( x )  sur l 'intervalle [ O ,  +O[. 

de la restriction de l a  fonction f d l ' intervalle [ O ,  C O [ .  

3") Calculer g " ( x )  ; étudier son signe a l 'aide d'une méthode analogue. Representer le graphe 


