Correction ENS MPI 1 2007 1 PARTIE I : ETUDE DE CAS PARTICULIERS

CORRIGE

1 Partie I : Etude de cas particuliers

1. On note Aim) = {(xl,...,xm) eN™ / sz = t}.

i=1
(a) Soit (21,..,24) € Agm), onaVje[l,m], 0<uz; < le = t, ce qui montrer que A§"‘) C [0,¢]? dont il est fini.
i=1

oit (x1,..,zq) € ,onal0<zy <tetaxs+---x, =t—x donc (x2,..,T,) € n en déduit 'union
b) Soit Al 0<a <tet t d A{™D On en déduit 'uni
disjointe suivante puis on passe au cardinal

A]EM) _ H A(m) 7577LI)€ _ {(k,l‘g...,xm) c Nm—1 / Z‘T7 —t_ k’}

k=0

t
NT(E) = anrd anrd AT =N R = ZNl’” 1
k=0 -

t -1
(¢) On procede par récurrence sur m € N* en posant (H,,) : Vt € N,  Nj*(t) = < tm >

m—1
ol s (1) 1 t t+1-1
Initialisation m =1: A; ' ={(z1) e N / a1 =t} ={t} donc N/ (¢) =1= = donc (Hy) est

0 1-1
vraie.
Hérédité : Supposons (H,,) vraie et montrons (H,+1). On commence par utiliser la formule du triangle de
Pascal

Wk € N, VmeN~, (k+m—1>+<k+m—1):<kz+m>®<k—|—m—1>:<k+m>_<(kz—1)+m)
m—1 m m m—1 m m

< wen e S =3[0 (40 )

k=1 k=1
t t
k+m-—1 t+m 0+m k+m-—1 t+m
4 = — o -1
31 (T B QA B QA B ol (e B QA
k=1 k=1
t t t
t+m k+m-—1 0+m-—1 k+m—1 k+m-—1
= (" ) () =0 ) ) -2 ()
k=1 k=1 k=0
t
k4+m-—1 t+m
= Nt N (k =
rro =Y =y (1) < (1)
=0 k=0
ce qui démontre (H,,+1) et acheéve la récurrence.
m—1 facteurs
tt—1)-(t— 1 tm—1
(d) Cest immédiat en remarquant que N{*(t) = ( )(mE l)lm ) Nede D)

2. Pour la simplicité des écritures, on note = au lieu de T la classe de £ modulo 8 dans les questions a et b.

(a) On désigne par ¢ la premiere application et 9 la seconde. En remarquant que (Z/8Z)* = {£3, 41} et en dressant
le tableau des valeurs de 9, on a

BT 1T a1 fo T Ha o= ) = 014, D) = (1)

(b) Puisque X € (Z/8Z)*, on a X? = 1 donc il s’agit de résoudre dans (Z/8Z)3 I'équation Y2 + Z2 + T? = —1. On
effectue le tableau des valeurs prises par la somme de deux carrés puis de trois carrés

Y24+2ZZ70]1]4] 22 YZ4+ 272472701 2 4[5]Y24+ 22
0 0114 0 0l1 2 475
1 1215 1 112 3 516
4 41570 4 415 6 01
Y? T2
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Par conséquent, la somme de trois carrés ne fait jamais —1 dans Z/8Z et 'équation X2 + Y2 + Z2 +T? = 0
n’admet donc aucune solution dans (Z/8Z)* x (Z/8Z)3.

(c) Suppons qu’'une telle solution existe. Alors il existe (a,b,c) € Z3 et (o, 8,7) € (N¥)? tel que X = g, Y =
a

b c
—, Z = —. Notons T le plus petit entier naturel non nul tel que T X, TY et TZ soient simultanément entiers

v
(relatifs). On a alors

X242+ 2% = 8b—1 =, (TX)*+(TY)*+(TZ)? = (8b—1)T? = ~T?mod 8 & (TX)*+(TY)?*+(TZ)*+T?% = 0mod 8
X

D’apres la _question I.2.b, T n’est pas inversible modulo 8 donc T est pair, ce qui entraine que T € {0,4} et
(TX)?+(TY)? + (TZ)? € {0,4}. A 'aide des deux tableaux de la question I.2.b, on en déduit que TX, TY et

_ - T
TZ appartiennent a {0,2,4} donc TX, TY, TZ sont pairs et puisque T est pair, on obtient que 3 est un entier

naturel non nul (car divisible par 2 et non nul) vérifiant

Nx-ez (Dy-Lles (D)z2-Zecn
2 2 2 2 2 2

T
Par minimalité de T, on a T' < 3 & T <0, ce qui est absurde car T' € N* donc ’équation X24Y2472=8h—1
n’admet aucune solution dans Q3.

(d) Cela résulte immédiatement de la question I.2.c en remarquant que

xX\? /v\? Z\?
2 2 2 _ aa _
X +Y*+Z _4(8b—1)<:><2a> +(2b> +(2a> =8 -1

2 Partie II : Somme de quatre carrés

1. (a) On note ¢ le morphisme de groupe. Puique p est un nombre premier, (Z/pZ, +, x) est un corps, on a

r—1=0
reker(p) e’ =1’ -1=0(z—-1)(z+1)=0x ou &2 € {£1} = ker(p) = {£1}
r+1=0

-1
(b) Soient z,y € (Z/pZ)* tels que ¢(z) = ¢(y) < ¢ (zy~') = 1 < x € {+y}. En particulier, si z,y € {1, - p2}

et p(x) = p(y) alors = y donc

Im(p) = {so(w% € {_p;l’p;l} \{0}} = {<p(x), z€ {179;1}} = card Im(p) = 7%1

-1 1
{2?, = € Z/pZ} =Tm(p)U{0} = card{a?® 2 € Z/pZ}= b 5+ 1= Pt
(car p(z) =0 < 22 =0 < z =0 car Z/pZ est un corps).
1 1
(c) Notons A le premier ensemble et B le second. On a card A = %, card B = pt et card(AU B) <
card(Z/pZ) = p (car AU B C Z/pZ) ce qui entraine
1 1
card(AN B) = card(A) + card(B) — card(AU B) > ]% + ]% —p=1=ANB#0.
(d) D’aprés la question II.1.c, il existe deux x et y appartenant & Z/pZ tels que —1 —y? = 22 & 1 + 22 +y? = 0.
-1 p—-1
Soient x(y et yg deux entiers, que l'on peut supposer appartenir a {_p2’ p2} tels que © = xgmodp et

1y = Yo mod p, on a alors
1—|—:Bg—|-y8=0modp(:)3mEZ / 1+I3+y(2)=mp

Etant donné que 1+ z3 + 2 > 1, il est immédiat que m > 0 < m > 1. En outre, on a

2 2 2
p—1 p—1 p°—2p+3 D 3 D 1 p—-1 p
mp:1+x02+|y0|2<1+( B >+< 5 ) = 9 <:>m<§—1+% §3§—1+§:T<§<p
p
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2. On commence par remarquer que K = <(1) (1)> .

(a) Soient «, 3,7,d € R tels que

a+1i8=0
_ a+if —y—i0) (0 0O a—i3=0 e
a1+ﬂI+7J+5K—Ogm2(C)<:><,y_i5 a—iﬁ>_<0 O)@ N —i6 =0 aﬁﬁéeRa—ﬂ—’y—d—O
—i6=0

ce qui montre que 1,1, J, K est bien une famille libre de H et, par définition, c’est une famille génératrice de H
donc c’est une base de H. Le produit des matrices étant bilinéaire, il suffit de montrer que ab € H lorsque a et b
appartiennent a cette base de H ce qui est immédiat en dressant le tableau suivant

ab | 1 I J K |a
1|1 1 J K

I | I -1 K |-J
J|J|-K|-1] L

K K| J -L | -1

b

(b) Soient \,\" € R et a,b,c,d,a’,V',c',d € R, on a
TAa+bI+ceJ+dK)+N(d +0I+T+dK)) = 7((Aa+Nd)+ Ao+ NI+ (Ae+ N )T+ (Ad+ Nd)K)
= Aa+Nd)— A+ NI = A+ NI — (Ad+ Nd)K
= Ma—-bl—cJ—dK)+\N(d —b1-cJ—dK)
= AM(a+bl+cJ+dK)+ N7(a +V1+ T+ dK))

Soient x =a + bl +cJ+dK et y =a’ + b1+ I + d'’K appartenant a H, en remarquant que 7(1) =1, 7(I) =
—I, 7(J)=-J, 7(K)=—K et en utilisant le tableau de la question II.3.a, on obtient

vy = (aad’ —bb —cc —dd) + (ab + ba' + cd' — dc') + (ac’ — bd' + ca’ + db')J + (ad’ + be’ — cb’ + da')K
T(zy) = (ad' —bb —cc —dd') — (ab +ba’ + cd' — dc’) — (ac’ — bd' + ca’ + db')T — (ad’ + b’ — b’ + da")K
T(y)r(z) = (@ —VI-J—-dK)(a—bl—cJ—dK)
= (ad' = bV —cd —dd')+ (—a'b—ba+cd—de)l+ (—ad'c—bd—ca+db)I+ (—d'd+bec—cb—da)K

= 7(zy)

(¢) On commence par vérifiée que z7(z) = 7(2)z. Sil'on a z = a+ bl + ¢J + dK alors 7(z) = o/ + I+ I+ d'K avec
a =a,b =-b, ¢ =—c,d = —d et les calculs de la question I1.2.b nous donne

27(2) = (a+ b1+ cJ +dK) (a —bI — cJ — dK) = a®> + b + 2 + d* = 7(2)z

donc P'application N est bien définie.

(d) D’apres la question II.2.c et en remarquant que a\b = Aab lorsque A € R, a,b € H (les scalaires commutent aux
matrices), on a

V21,290 € H, N(z122) = [217(21)] [T(22)22] = 21 [T(22)22] T(21) = 21 N(22)7(22) = N(22) [217(21)] = N(21)N(22).
3. Soient a,b € N3, il existe (x;)1<i<a, (¥i)1<i<4 appartenant & N* tels que

a=>Y al=N(a + al + asJ + aK), b—Zb2 N(by + boI + bsK + byK)

=z€EH =zo€H

En utilisant les questions I1.2.b, I1.2.c et I1.2.d, on obtient que
ab = N(z1)N(z2) = N(z122)
= (a1b1 — agbg — CL3b3 — a4b4)2 + (albg + G,le + a3b4 — a4b3)2 + (a1b3 — (121)4 + a3b1 + a4b2)2
+(a1bs + azbs — azbs + agby)?

= |a1b1 — asbs — azbs — a4b4|2 + |a1ba + agbi + agbs — a4b3|2 + |a1b3 — agbs + agby + a4b2|2

eN eN eN
+|a1b4 + asbs — agbs + a4b1|2

€N

donc ab € N3
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4. (a) D’apres la question I1.1.d, il existe un entier m € {1,..,p— 1} et deux entiers x,y, que l'on peut supposer positifs
quitte & changer  en —x et/ou y en —y, tels que

mp=1+a?+y? =12 +22+y> + 0> c N}
(b) i. En utilisant la formule de développement du carré d’une somme et comme Z/27Z est un corps, on a
(1 + z2 + 23 + 4)* :x§+m§+x§—|—ximod2 =mpmod2 =0 = 1 + x5 + 23 + 24 = 0mod 2.

Par conséquent, x1 + x2 + x3 4+ x4 est un entier pair et c’est la somme de quatre entiers donc soient ces quatres
entiers sont pairs, soient les quatres sont impairs, soient deux sont pairs et deux sont impairs.

e Premier cas : ils ont tous la méme parité. On les réordonne de fagon croissante

0<z, <oy, <oy, <y

3 2

L’application o : j — i; est clairement une permutation de &4 et les entiers x,(1) & T5(2), To(3) T To(a)
sont tous positifs et pairs

e Second cas : deux sont pairs et deux sont impairs. Il existe deux indices distincts i1, s tels que x;,, x4,
sont pairs et deux autre indices distincts 43, i4 tels que z;,, z;, sont impairs. On définit alors o par

six;, = x, alors o(1) =41 et 0(2) =g, six;, < x4, alors (1) =iz et 0(2) =44
=

~X
si x;, x;, alors 0(3) =iz et 0(4) = iy, si @, < x4, alors 0(3) =iy et 0(4) = i3

et les entiers x, (1) = Ty (2), Ty(3) * To(a) SONt tous positifs et pairs
Tg(1) £ To(2) ot Fe® == O

ii. Puisque > > sont des entiers positifs, on a
(xou) +1‘a(2>>2 N (%(1) - %<2>>2 N <%<3> +%<4>)2 N <%<3> - %(4))2
2 2 2 2
= % (933(1) + Ig(z) + $§(3) + I3(4)) = % €N
(c) Procédons par I’absurde en suppose mg pair alors % est un entier positif non nul et %p = % € Ni. Par

.. s mo . . .
minimalité de mg, on a mg < > < mg < 0, ce qui est absurde car mg > 1 donc mg est impair.

X Zg

(d) i. Pour tout i appartenant & [1,4], on considére b; ’entier le plus proche de L (ie. bj=|—]ou|—]+1
mo mo mo
T; T; T; 1 T; 1 x;
1 e = Z i Z 1221, 0
selon que . [Lmoj, moJ +35]| ou Lmo +3 Lmoj ). On a
ZT; 1
Vi € [|1,4], —b;| < =.
i€ [1,4] - 5
S’il existe 7 tel que
€Z; 1 €T, 1 mo
—bi=*<:> —bizﬂ:*@ﬂ:f:in—bimoﬁmo:ﬂ:Q(aji—bimo)EQZ
mo 2 mo 2 2
ce qui est absurde donc
i 1
Vie[1,4], |-X —b|< = o |z — bimo| < 2
0 2 2
On pose Vi € [1,4], wvy; = x; — b;mg. On a alors
Vi e [L4], |yl < %
4 4
y; = x;modmg = ny = sz mod mg = mopmod mg = 0 mod mg
i=1 i=1
4 Mo\ 2
2 2
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Supposons que

4 4 4
Zyiz = 0&eVie[l,4d y;=0&Vie[l, 4], =z, =bmo= mop= Z:z: ngbf
i=1 i=1 i=1
4 4
&S 1=mg Zb?@Zbgzmozl
~5 =
——
€N
4
ce qui est absurde donc 0 < Z y2.
i=1

ii. On considere les réels (z;)1<ica définis par
(21 + 22X + 233 + 24 K)(y1 — yoI — y3J — yuK) = 21 + 201+ 23T + 24K

D’apres les questions I1.2.c et 11.2.d, on a

Z 22 = N((x1 + 220 + 23T + 24K) (41 — yoI — y3J — y4K))

N(z1 + 22l + 23] + 24 K)N(y1 — yoI — y3J — 14K))

= (Z xf) (Z y,) (mop) (momy) = mgmp

La question II.2.b nous montre que les (z;); sont en fait des entiers relatifs donne et I'on a

4 4
z1 = Z:}:iyz Zm —b;mg) = Zx —mOZaciy,- = O0mod mg
N N N
€z =0mod mo eN
2y = —T1Y2 + oY1 + T3ys — Tays = —x1 (T2 — bamo) + x2(x1 — bimo) + x3(T4 — bamo) — T4(23 — bzmyg)
= —mg (bixe — baxy — b3xy + byxz) = 0mod mg
z3 = —T1Yy3 + Tays + T3y1 — TaYo = —x1 (T3 — bamg) + xa(xs — bamo) + x3(x1 — bimo) — za(x2 — bamo)
= —my (b1$3 —bsz1 — boxy + b4l‘2) = 0modmg
24 = —T1Ys — T2y3 + T3y2 + x4y = —x1 (T4 — bamo) — x2(x3 — bamo) + x3(T2 — bamg) + w4(x1 — bimo)

= —Mmy (611‘4 + boxsz — bzxro — b4.131) = 0mod my

(e) Puisque Vi € [1,4]], mo divise z;, est un entier positif tel que

4 1 m2
2 0
= z; =m m <—=m
S| - Bt me LY <2
=1 =1
4
Par conséquent, on a mip € /\/'247 my € N* (car ny > 0) et m; < mg, ce qui contredit la minimalité de mg
=1

donc ’hypotheése mg # 1 est absurde ce qui entraine que mg < 1 et comme mg € N*, on en déduit que mgy = 1.

4
5. D’apres la question I1.4.e, tout nombre premier p appartient a N3 (puisque mop = Z x? et mo = 1) et par multiplica-
i=1
tivité de Ny (question I1.3) tout produit de nombres premiers appartient & Ny. Etant donné que tout entier naturel
non nul est produit de nombres premiers, on en déduit que N* C A, Evidemment 0 € N3 (0 = 02 4 0% 4 0% 4 0?)
donc N C Ny et par définition NV C N ce qui montre que N = N3,

3 Partie III : Les fonctions g et GG

1. (a) Pour tout j € [1,m], on a

m d d
3 3
<2l <) xf_sz2>J1<2d<2) -1=3"-1<3"=0<z; <3 &2 €{0,1,2}.
=1
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m

d
(b) Soit (2;)1<i<m € N™ tel que 2¢ {(3) J —1= fo On note k, = card({i € [1,m] / z;=2}).Ona

i=1

k2l = Z xfgixf:ﬁ{(‘;’)dJ —1@k1<@_ 217 k< Kg)dJ 1

i/ x;=2 i=1 ~—
<1
€N
d d
Par conséquent, il faut au plus <2) — 1 termes égaux & 2¢ dans tout écriture de 2¢ (2> — 1 comme

somme de puissances d-ieme d’entiers et tous les autres termes sont égaux a 0 ou a 1. Si I'on effectue la somme de

3\* 3\ 3\ 3\
{(2> J —1 termes égaux & 2%, on obtient 2¢ ({(2> J - 1) =24 {<2> J —2% donc, pour obtenir 2¢ {(2) J -

d d
3 3
1, il faut ajouter exactement 2¢—1 termes égaux a 1. Ainsi, il faut au moins {(2) J —14+2¢-1 = \‘(2> J +2¢-2

d
termes pour écrire ¢ \‘<2> J — 1 comme somme de puissances d-ieme d’entiers donc
3\’ 3\
m = {<2> J +2d—2:>g(d) P \‘(2> J +24 -2

{mEN / VteN, 3I(zy,.,z,) €N, t_sz}C{meN / JteeN, VteN, t>to=I(x1,..,Tm) € N,

i=1

2. L’inclusion

montre que g(d) > G(d). En particulier, si G(d) = +oo alors g(d) = +o0. Si I’ensemble

meN / JoeN, VieN, t>ty=3I(z1,.,om) N, t= Zazd}
i=1
est non vide alors G(d) < +oo. Soit tg € N (fixé, ne dépendant que de G(d)) tel que
YVt = to, Iz1,..,zm) €Nt = fo’
i=1

En remarquant que Vt < tp, on a t = Z 14+ Z 0% donc tout entier ¢ < ty s’écrit comme somme de t, puissances
i<t t<i<to

d-ieme d’entiers ce qui entraine que tout entier s’écrit comme somme de G(d) + to puissances d-ieme d’entiers (rajouter

des 0 & 'écriture pour obtenir G(d) + to termes). Ainsi 'ensemble

{mGN / VteN, 3F(z1,.,z,) €N, tZzg}

est non vide car il contient G(d) + to, ce qui démontre I’équivalence G(d) < 400 < g(d) < +00. Dans ce cas, on a
G(d) < g(d) < G(d)+tp ol tg est un certain entier (la derniére majoration n’apporte aucune information supplémentaire
car to n’est pas connu et pour tous entiers a > b, on a la majoration triviale b < a + (b — a)!)

~——

€N

3. D’apres la question I1.5, on a N = N3} donc g(d) < 4 et d’apres la question I.2.c 7 = 8 x 1 — 1 ne peut étre écrit
comme somme de 3 carrés d’entiers donc g(2) > 3 ce qui montre que g(2) = 4.
D’apres la question ITI.2, on a G(4) < 4. Supposons que G(2) < 3 alors il existe un entier ¢, tel que tout entier
supérieur & to est somme de 3 carrés d’entiers. Or, d’aprés la gestion I.2.c., 8(tg + 1) — 1 ne peut étre écrit comme
somme de 3 carrés d’entiers et 8(tgp + 1) — 1 > to(< to > —1) ce qui est absurde. Par conséquent, G(2) = 4.

4 Partie IV : Expression intégrale

1 1 1
1. Sin=0, ona/em’m“da:/lda:let sin>1, ona/ezi”"ada: [
0 0 0

; 1
627r1n(x :|
2min |,
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1

1 1
/ 2@t gy 3 /eQiﬂ(f(;"(g;)—t)ada -y /em(f;n(x)—t)ada - Y
0

z€Z™N[0,B]™ z€Z™NI[0,B]™ g x€Z™NI[0,B]™ *q z€Z™N[0,B]™
fla)=t f(a)=t

= card(zx € Z™N[0,B]™ /| f(z)=t)=NJ](t, B)

3. Il est immédiat que pour tout B € Ry, on a l'inclusion ensembliste

{(;cl,..,xm)eNm njo,B™ / Zm —t} {xl,..,xm)eNm / Zm?zt}
=1

En outre, pour tout « € N¢, on a

m
viellm], 0<a¢<y al=tw0<a!<te0<a <tV <Bquand B> t"/4
=1

donc, lorsque B > t'/¢ on a

{<x1,..,xm>eNm / zmjx?—t}—{<x1,..,xm>eNmm[0,B1m / ix?—t}
i=1 i

ce qui démontre 1’égalité ensembliste et donc I’égalité des cardinaux lorsque B > t/4.

5 Partie V : Majoration de sommes d’exponentielles

$2(91,92) = ¢(0) — B(g1) — ¢(92) + ¢(g1 + g2)-

Oulgs g1, 0) = > (—1)81*"#“[_ ((Zezgz>+00> ((Zszgz>+10>
(e1,.ek—1)€{0,1}k 1
T e )

(e1,-,6k—1)€{0,1}F—1

(c) Commengons par calculer séparément les différents termes du second membre

k—1 k—1 -
&r(g1, s Gk—1,9K) = Z (—1)srtten— [(1)0@1) ((Z 61‘91‘) +0.gk> + (=)o ((Z 51’91‘) + 1-9k>
(e1,.-,k—1)€{0,1}F—1 i=1 i=1 ;
k-1 k—1
= > (—1)Ftee [¢ (Z €z‘gi> —¢ ((Z €z'gz‘> +9k>
(e1,.6k—1)€{0,1}F—1 i=1 i=1

Par un calcul similaire, on a

k-1 k-1
Gr(g1s s Gh—1, Ght1) = > (=Tt [¢ (Z 51‘91’) -9 ((Z 519@) +9k+1>]

(e1,-6k—1)€{0,1} k1 i=1

k—1 k—1
Gk(91, - Go—1, 9% + Gr41) = > (—1)m e [fb <Z 5i9i> —¢ ((Z €i9i> T 9kt 9’“+1>]
=1

(e1,-r6k—1)€{0,1}F—1 =1
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Par conséquent, on obtient

G191, s Gh—1, Gk) + O (915 s Gh—15 Gt 1) — O (915 -, G—15 Gk + Ght1)

k1 k1 k-1
> (1) rrEs (Z 51‘91') —¢ ((Z €i9i> +gk> —¢ ((Z 5i9i> + gk+1>
(e1,--18k—1)€{0,1} k1 =1 i=1 i=1

k—1
+¢ ((Z €i9i> + gk + gk+1>]
=1

k-1
> (—1) e > ¢ ((Z 5igi> +ergr + €k+19k+1>

(51,..7816,1)6{0,1}]6_1 (Ek,8k+1)6{0,1}2 i=1
k+1

Z (=p)stteeg (Z 51’9:’) = Gpt1(91, - Grt1)

(e1,--1&k+1)E{0,1}F+1 i=1

d) Soit o une permutation de &;. L’application (e1,..,ex) — (e5(1)s .-, € est une permutation de {0,1}* donc
p PP PRES) o(1)s s Co(k) p ’

k k
qﬁk(ga(l), . ga(k)) = Z (_1)61+"'+5k¢ <Z 51’90(1’)) — Z (_1)50(1)+"'+5a(7€)¢ (Z 50(1’)90(1’))

(e1,-,6x)€{0,1}* i=1 (e1,-,6x)€{0,1}F i=1

k
> (~)TwF g | Y ejgp | (5= 0(0)

(e1,..ex)€{0,1}F =
k
= Z (—1)ertFeng Zajgj = ¢4 (91, ., 1)
(e1,..ex)€{0,1}F =
k k
puisque l'on a p— .
i:Zl o(i) j=0(i) ; J

2. (a) Soient aq,as € A, d’apres la question V.l.a, on a

Polar,az) = ¢(0) — ¢(ar) — d(az) + ¢(ar + az)

n—1 n ailaia

k n—k )

= —al —ay+ (a1 +ax)" = E ajay " =mn! E =
k 11:12:

i1+io=n
i121,i221

(cette derniere formule sera utile & la question suivante)
(b) Montrons par récurrence sur k € [1,n] la propriété

ik

(Hi) :Vay,..,ap € A, éy(ar, .., ar) = (—1)*n! Z %

A / ip! i)
it Fig=n ! k
121,01k 21
i1 n
YIRT . a a .
Initialisation k =1 : on a ¢, (a;) = —a} et (—1)!n! E —1| = —n!—ll = —a¥ donc (H1) est vraie.
iq! n!
i1:n 1
121
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¢k+1 (ah R ak+1) =

Hérédité : Soit k € [1,n — 1]. Supposons (Hj,) vraie et montrons (H1). D’apres la question V.1.c, on a

dplat, .., ap—1,ar) + Op(ar, .., ap—1, ary1) — Op(a1, . Gp—1, ak + apt1)

i ir i i1 ik
_ k ay ---ay k Ay Qg Oy
= (=1)n! Z l‘l...il+(_1) nl Z PRI
intotig=n LR it i1 g1 =n Lotk
121,021 i121,. 0,21
i1 ip—1 11
ai a7 (ak + ags1)™
E 1 k—1 +
+(=1)"n! Z il
, / i) gl
i1+ tig=n
121,021
I ip—1
a e . ) .
_ k § 1 k—1 ik ik ik
= (=) P (ai +aity — (ar +apsr) )
inetig=n L ke
121,021
i1 Tp—1 in i;\+/1
a'---a ara
1 — . 7 3
= (=DFal Y (D Y % (V.2.a)
i1+ tig=n b e e Ph k41

RS S|

Tk tik+1 =1k

214121
i1, 0k ir l::1
a; Op—1 9% Opypq

i) ip_Viglipgn!

— (_1)k+1n! Z

i1kt =n
121, ig—1 210 2141 21
ce qui démontre (Hy41) et acheve la récurrence.
Par conséquent, pour k = n, on obtient
71 ik 1 1
a ... a a DR a
1 1
a1, .., an) = (=1)"n! g '7]‘3' = (—1)"71!'7? =(-1)"nlay---an
(SLERRE A 1.1l

i1t tin=n
121,021

3. Il est immédiat que pour tout ensemble I, toute famille (A;);c; de sous-ensembles de G et tout élément a de G, on a
(ﬂAz> —a = ﬂ(Az—a)
il iel

ce qui entraine que

Ulgy, - gr-1) = N (U= (e191+ -+ + €p—19k-1))
(1, 8k—1)€{0,1}F 1
= ﬂ (U —(c191 +-- +ex—19k—1 + 0.9x))
(e1,-86-1)€{0,1}F 1
U(gr, - gk—1) — gk = N (U=(e191 + - +er-196-1)) | — 9k

(e1,-,61-1)€{0,1}F 1

= ﬂ (U~ (e191++er—19r-1) — k)
(e1,--s6k—1)€{0,1}F—1

On en déduit que

U(g1, - 9k—1) N (U(g1, s Gr—1) — gk)

= ﬂ (U~ (191 + - +er—19k—1 +0.9x)) N (U — (191 + - + €k—19k-1) — g&)]
(51,“,5;“_1)6{0,1}’*‘*1

-

(e1,..,e1)€{0,1}*

(U~ (e191 + -+ ek—19k—1 + €GK))

4. (a) On commence par remarquer que

Vg€ G, e(@(g)) = e2mdla) = ¢ 20 = e(—¢(g))
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ce qui nous donne

157 = SS=> e(d(9) edh) => ed(9) > e(dh) = e(d(g) D e(—¢(h)

geU heU geU heU geU heU
= D> eldlg)e(-o(h) = > e(d(g) - ¢(h))
geU heU g,helU

Considérons I’application
) vz - UuP
7L (gh) — g—h

Par définition de U, application ¢ est surjective. En outre, les ensembles ¢! ({g1}) et ¢~ 1({g2}) sont disjoints
lorsque g; # g2, ce qui nous fournit la partition de U? suivante

= II ¢ 'dad)

g1eUP
Déterminons »~*({g1}) pour g1 € UP. Soit (g,h) € U?, on a
(g.n) e {gh) e elgh) =g e g-—h=gsg=g+hs(gh) = (g +hh)

En outre, on a h € U par définition et 1’égalité h = g — gy montre que h € U — g1 donc h e UN (U — g1) =U(g1)
ce qui fournit I'inclusion ensembliste

¢ ({g1}) C {(g1 + N, h), heUlgn)}

Réciproquement, si h € U(gy) alors h € U et il existe g € U tel que

h = g—-g1eg=g+hega=9g—h=0p(gh) = (9,h)=(g1+hh) €' {n})
= {lgr+hh), heU@g}ce '{n})=¢ '{n})={(g+hh), heU(ln)}

Il est immédiat que
(g1 +h,h) = (g1 + 1, 0) & h =1

ce qui nous donne une nouvelle décomposition de U?

= ] ¢ "o = I I {(er+h.n)}

g1eUDP g1€EUP heU(g1)

et en utilisant la question V.4.a, on obtient

Z Z o(gr +h) — o(h))

g1€UP heU(g1)

On commence par remarquer que

#(g1 + g2) — ¢(g2) = éa(91,92) — ¢(0) + H(g1)
e(¢p(g1 + 92) — ¢(g2)) e(p2(91,92))e(—9(0) + #(g1))

donc

ISP = > e(=p(0)+ (1) D ela91,92))

g1€UP 92€U(g1)

> e(=6(0)+6l) D eldalgng)| (S € Ry = ISP =[ISP|)

g1eUP 92€U(g1)

N

S le(—0(0) + 6(9)) Y e(nlong2))

g1EUP 92€U(g1)

D le(=s0)+eg))l | D eldalgng))|= D | Y. e(dalg1,92))

g1eUP 92€U(g1) g1€EUP |g2€U(g1)
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5. (a) Ce résulte du théoreme de Cauchy-Schwarz

n 2 n n
(0] = () < (Sr) S s
i=1 i=1 i—1
(b) Comme nous le propose 1’énoncé, on proceéde par récurrence sur k > 2 en posant

(M) 1152 < @quP)” 3 Y e(bulon )

(915-,9k—1)E(UP)k =1 |gr€U(g1,--,9k—1)

Initialisation k =2 : On a
D 22-1_9 2 92-1
(tU") Z Z e($5(91,92)))| = Z Z e(p2(g1,92)))| = |SI7 = 19|
(91)€UP |g2€U(g1) (91)€UP |g2€U(g1)

d’apres la question V.4.c ce qui démontre (Hs).
Hérédité : Supposons (Hy) vraie et montrons (Hy1)

2
(k+1)—1 k k—1\ 2 ok—1_p
Kk = ISP :(\sf ) < | (,UP) > > eldulgr9m)
(915-,9k—1)E(UP)* =1 |gr€U(91,--,9k—1)
2
2.2F"1_ok
= (ﬁUD) Z Z e(¢k(gla~'vgk))
(915-,95—1)E(UP)Ye=1 | g €U (91,--,9K—1)
2
D\2" =2k Dyk—1
S k\Y91, - 9k
< (UP)T (WD) > Yoo e@nlgr )
(915-,9k—1)€(UP)F=1 |gr€U(g1,--,9k—1)
2

(UP)* 7 (quPy 3 S eldn(gn o 90)

(915-,9k—1)EUP)*=1 |gr€U(g1,--,9K—1)
2

Py 3 S edulgr 90

(915,95 —1)E(UP) =1 |gr€U(g1,--,9k—1)

U

On fixe (g1, .., gk—1) puis on considere 'ensemble U= U(gi, .., gr—1) et l’applicationg : { - R
9k = ¢k(gl7"agk—1agk)

D’apres la question V.4.c, on a

2

dTe@g) < D | D elds(grgri))

ar€U gk €UP |gui1€U(gr)

Etant donné que Uc U, on a UP cuP (car Vg, h € (7, g —_h €UP) donc
~
cU cU

Yol Y e@slgrgr)| < DL DD eldalgrgrr))]| -

91€UP |gii1€U0(gr) 9r€UP g1 €U(gr)

D’autre part, d’apres la question V.3, on a

Ulge) =T N ((7 - gk) =U(g1, - 9k—1) N (U (91, -, gr—1) — 9&) = U(g1, -, G—1, 9k

donc

Z Z e(gz(gk,gkﬂ)) = Z Z e(g2(9k59k+1))~

9k€UP |gri1€U(gr) g€UP |gr+1€U(91,--,9%)
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(b)

Pour finir, en combinant les questions V.1.a,b,c, on a

G (s gri1) = D(0) — d(gr) — D(grt1) + S + grt1)
1915 9k—1,0) — Dr (915, Gh—1, %) — Gk (g15 s Go—1, Grv1) + Pr(g1s s Gh—1, Gk + Grt1)
= ¢k+1(gla"agk+l)

donc

> > (s (g gra1))| = > > €(@r11(915 - Grt1))

9k€UP |gr41€U(91,--,9k) gr€UP | gr41€U(91,--,9k)

Par conséquent, on obtient la majoration souhaitée

ST < )t > > D, edrnlorgin))

(915,9k—1)EUP)F=1 g, €UP |gr41€U(g1,--,9k)

- @) S (G0 0601)

(915,9K)EUP)* | g1 €U (g1,--,9k)

ce qui démontre (Hy1) et achéve la récurrence.

En utilisant I'inégalité triangulaire, on a

b b b
Ze(omj) < Z le(anj)| = Z l1=b—a+1
j=a j=a j=a
2
Lorsque an € Z, on a ——— = 400 donc
|1 —e(an)|

b
2
mm(|1—e(an)|’b a—i—) b—a+ ]E:ae(an])

Si an € R\Z (donc e(an) # 1), on calcule la somme

b
4 e(anj) = e(ana)+---+e(anb) = (e(an))® +--- + (e(an))’
= (e(an))” oo+ (e(an))b = e(an a1~ (efan) ot
= (elom)” (1 (efom)"™) | = (elem))' LTI
b _
elani)l = |17(e(an))b a“‘ 2
- ; (0n)) = T etan)] < [T eam)]

b
. . 2
= Jz::ae(omj) < min <|1—e(om)|’b —a+ 1)
ce qui démontre que
’ 2
jz:;e(an]) g min <|]_—€(O[n)|,b —a+ 1)

Pour tous n, m appartenant a Z et pour tous réels a, b, on a
la+bl<la+b—(n+m)|=[la—n)+(b—-m)<l|a—n[+]b—m]|
Si l'on fixe m € Z, on a
vn € N, la—n|[2la+bl]—|b—m| = |al = |a+b] - |b—m]|
| S
indépendant de n
= Vm€Z, [b-—m|Z [la+b|—lall =0l = a+ bl — bl
—_———

indépendant de m

& Jla+oll < lafl + o]
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()

Etant donné que n — n — 1 et n — —n est une bijection de Z sur Z, on a ’égalité ensembliste

Ve € R, {lz—n|, neZ}l={lz—n-1)|=|(x+1)—n|, neZ}
Ve € R {le-n|, neZy={lz+nl=|-(c+n)|=|-z-nl, nez}
= Ve eR, [z =lz+1f, [z =I-=

Par conséquent, les fonctions x — ||z|| et 2 — |1 — e(x)| sont 1-périodiques et paires car

Il —e(—z)| = [e(—z)(e(x) — 1) = |e(—z)|e(x) — 1] = |e(z) — 1| = |1 — e(z)|
Pour démontrer I'inégalité, on peut se ramener & le montrer lorsque x € [O, 2}. En se rappelant de la fameuse

. . . 2 T .
minoration sinz > —ax lorsque x € [0, 5}7 on obtient
s

Yo € |:O7 ;:| , |1 _ e(x)| _ |1 _ e?m’z| _ |e7ri:r (efm'z — eﬂi1)| =92 |sin (ﬂ'l’)‘ Qgﬂw:gﬂ—/Q 2 sin (ﬂ'l’) >2x %TI'I =4z

1
Lorsque z € {0, 2] ,on a ||z|| =z donc

1 —e(@)[ >4z > .
lzf|>0

On a Sh(a) = Z #(n) avec U = [0, B]NZ et ¢ : n +— an?. Il est immédiat que
nelU
UP =[-B,B|NnZ=[-|B|,|B|| = tU” =2|B] +1 < 2B +1,

Montrons par récurrence sur k la propriété (Hg) : 7 quels que soient les entiers naturels ny, .., ng, Uensemble
U(nq,..,nk) est un intervalle entier [ay, 8] (éventuellement vide lorsque ay > §,).
Initialisation £k =0 : U(nq,..,n,) = U = [-| B, | B]] donc (Hy) est vraie.
Hérédité : Supposons (Hy) vraie et montrons (Hy41). D’apres la question V.3 et d’apres (Hy), on a

Ui, .,ngr1) = U, ..ong) N (U, ..,ng) — ngy1)

= [ow, Br] Nk — nrgr, By, — nia]l = [, By — npa]

ce qui démontre (Hy1) et achéve la récurrence.
Les questions V.5.b et V.2.b appliquées & Sk, U, ¢ et k =d (2¢=1 > d par récurrence sur d) nous donnent

291 d—1_
1S5(a)] TP < @B+ 1)* 3 S el(-1)%dny - ngia)
(n1,..,na—1)€([—B,B]NZ)3=1 |ng€laa—1,84_1]

Etant donné que e((—1)%n;---ng_1a) = e(ny - -ng_1a) ou e(—ny ---ng_1a) = e(ny ---ng_1a) selon la parité de
d, on a

Z e((—1)%dn; - -ng_10)| = Z e(dny -+ ng_1a)

ng€laa—1,84_1] na€lada—1,64-1]

On combinant cette égalité a la question V.6.c et en remarquant que par construction de oy, et 35, on a

[a—1,B84-1] C [0, Bo] = [0, | B]] = B4—1 — aa—1 < | B] < B,

ce qui nous fournit la majoration

d_ _
1SE(@))* T < @B+1)2 3 S e(dng g ia)
(n1,..,na-1)€([=B,BINZ)*~1 [na€laa—1,84-1]
d—1 2
< (2B+1)* ¢ min(7 _—a—|—1)
( ) > L [diny - ng_1a Ba—1 — @1
(n1,..,na—1)€([—-B,B]NZ)4-1
- 2
< @B+ min(,B—i—l)
( ) Z . [dlng - ng_1q|

(n1,..,na—1)€([—B,B]NZ)
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(e) i. Sil’on note respectivement ]\7% et Mg(nl,..,nd_g) les ensembles dont N§ et Mg (nq,.,ng—2) sont les car-
dinaux, on a immédiatement 1'union disjointe

]\Nfg = H Mg(nh o TLd,Q) = N3 = Z Mg(nla -~vnd72)
(n1,ma—2) ([~ B,BINZ)*—2 (n1,..,na—2)€([=B,BINZ)?~2

ii. On note

~ 6 o+1
P§75(n1, ..,nd_g) = {nd_l € [*B,B] NZ / {d'n1 . “Tld_lOé} S |:B, T |:}

C’est clairement un ensemble fini. Si Pg 5(n1,..,n4—2) = 0, la majoration souhaitée est évidente. Sinon, soient

ng—1 et n;,_; deux éléments de Pg ;(nq,..,n4—2), on a

1) 6+1
(1) : E <dng - ng_ong—i1o — I_d"l’Ll <o nd,2nd,104J < %
1) 6+1
(2) : vl <dng - ng_onl_ja—|dng - -ng_enl_jal < %

1 1
(1) —(2): -5 < dng - ng_a(na—1 —ny_y)a — (ldny - -ng—sna—1a] — |dlny - -ng_ony_yal) < B

1
= |dIng -+ ng—2(na—1 —nj_)a — (ldng - ng_sna—1a) — [dny - ng_onl_ al)| < 5

EZ

1
= ||d!n1 cong_o(ng_1 — nfi_l)aH < B

On consideére ny_; = min P§ 5(n1,..,n4-2) et ny_; = max P§ 5(n1,..,na_2). Par définition,

0
0<ng—1—nyg_y

Do B _B<nY . < <nl ;<
Vng—1 € Pg 5(n1, .., na—2), B<ng,<ng1<ng_1 <B= Mgt —nh_, <0

Sing_1 € P§ 5(n1,..,ng—2) NN alors on a nécessairement n}kl > 0, ce qui nous donne

~-B<-nl, < mng1-nl,<0=n4q1-nl,€[-BBNZ

ng—12

1 —
et Hd!m < ng_o(ng—1 — néfl)aH < B = ng_1—ny ;€ M&(ng,..,ng_2)

Sngq €nl+ Mg(nl, s Nd—2) = ﬁ(ﬁg,g(nl, wsNdg—2) NN) < M3 (nq, .., ng—2)

Sing_1 € Pgﬁ (n1,..,n4—2) N (—N) alors on a nécessairement ”2—1 < 0, ce qui nous donne

1 —
et ||d!n1 cng_a(ng—1 — ng_l)aH < B = Ng_1 — ng_l € Mg(ny,..,ng—2)

< Ng—1 € n371 + Mg(nh ..,nd,g) = ﬁ(lggf’(;(nl, ..71’Ld,2) n (—N)) < Mg(nl, o nd,g)
Par conséquent, on obtient la majoration souhaitée car
8Pg 5(n1, ., na—2) <H(PY s(n1, s ng—2) NN) + 4(P§ 5(n1, .., na—2) N (-N)) < 2MB(n1, .., ng_2)

iii. Puisque [0, B]NZ = [0, |B]], on a Sg(a) = SEBJ (a). Si on montre la majoration demandée lorsque B est
entier, on aura alors

2(171

gd—1 d—1_ - d—1_ @
|SE(a) :’SEBJ(Q)’ <8(2(BJ+1)* " (In([B])+1)N (%, LBJ<<Bé_2,(213+1)2 1 (In(B)+1)N{

on aura ainsi montrer le cas ou B est un réel quelconque supérieur ou égal & 1. On suppose désormais que B
est un entier naturel supérieur a 1. D’apres la question V.6.d, on a

a_ _ 2
ST < ey > min (.vBH)
(n1,.ma_ 1) ([~ B,B])4-1 ||dn1 . nd_la”
B-1

B 9d—1_4 . 2
= (2B+1) Z Z min (|d!n1 : B+ 1)

)
e([-B,B]Nz)4-2 6=0 "”d—la‘l
(n1,..,na—2)€(( ,B]NZ) ndfleP"‘Bﬁ(nl,..,nd 2)
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Soit « € R, étant donné que |z| < z < |z]| + 1, on en déduit que

1 1
x— |z] si()éx—[:cjgi {z} siog{x}gi
[|z]] 1 = 1
x]+1-=x iéx lz] <1 1—{z} si§<{x}<1
0t LB a5 B oia
e s — — — —
si 5= < 3 <3 alors
6 0+1
Vng-1 € Pgs(ni,..,ng—2), |ldni---ng_1al={dn; - -ng 1a}E{B,B}
2 2B
—— < — < B<B+1
ding -+ ng_1af| ~ 6 sisx2
2 B
= min ,B+1 si2<i<|—=|—-1
(i el ) = T sl 3]

2

Side{0,1} alors min (| ——————
o1 (e

;B—i—l) <B+1.

1 1) B B
osi§<f<1<:>§<6<B<:)L§J+1<6<Balors

B
. S+1 . 4
Vng-1 € Pgs(ni,.,ng2), lldni---ngal=1-{dn;---ngia}e|l— ?,1— B
2 2 2
= < < —5——F=B<B+1
ld'ng - - ng_1a| 1_ 0+1 g s<B-3 1_ B—2
B B
2 2 B
= mn|{———— B+1 —Sif+l<5§B—3
(i mmsar 1) = T * 3]

2
Sié € {B—2,B—1} alors min (,B—i—l) <B+1.
lding - ng—1¢|

On en déduit les majorations suivantes :

. 2
3 S mm (WM,B+1> 3 Y B

6€{0,1,B-2,B=1} n;_ 1EP“d("17 SMd—2) 6€{0,1,B=2,B=1} ny_ 1EP“d(”17 SMd—2)

=4(B+1) > 1=4(B+ 1)Mg(n1,..,na—2) = 4B + 1) In (B) M| (n1, .., na_2)

nd—1€13§,5(n17~,nd—2)

. 2 2
2 I T T=r A R PPN T

- N Mg
2<6<B/2=1ny 1 €Pg 5(n1,..ma—2) 2<0LB/2] =1 ny_1€PZ 5(n1,..yna—2) I
2B 1
<X > 5 =2 > >3
2<6<|B/2] -1 pny 1€P s, na_2) nd_lef’g)é(nlw,nd_Q)2§5§|_B/2J—1

o |B/2)-1 ;
t
< 2B — = —
> |5 - > |5
ng_ 1€PB(3(7L1, Mg 2)2<5<LB/2J 15 1 nd,leng{;(nl,..,nd,z) 1
= 2B > In(|B/2] —1) < 2B > In (B)
nd71€15§‘y5(n1,~~7nd72)

na—1€PF s(n1,..,na—2)

=2B1n(B) § P§ 5(n1,...na—2) < 4ABIn (B) M§(n1,..,nq4—2) = 4BIn (B) M (n1, .., n4—2)
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2

min(——= _B4+1
2 2 <||d!”1"'nd104| >

B/2<6<B-3 nd71€ﬁ§ s(n1,.na_s)

2
< =
> > Ty maal
|B/2|4+1<6<B=3 n,y_1€Pg 4 (n1,.na—2)
2 B
< > > —571-2 X > Eriss
[B/2]+1<0<B-3 p,_ 1€P 5(111 ng_2) L — T nd,lengé(nl,..,nd,g) [B/2]+1<6<B-3
q
1 dt
= < =
i=B+1-5 2B _ Z Z q 2B - Z / t
nd_lepgaa(nl,..,nd_Q)4<Q§B_\_B/2J nd_leng'&(nl,..,nd_Q)4<q<B I_B/QJ —
B—|B/2]
dt
=2B N > / — =28 N > [In (B — |B/2]) — In(3))
na—1€PZ s(n1,..,nda—2) 3 na—1€PZ s(n1,..,nda—2)
< 2B > In B = 2B(In B) § P§ 5(n1, .., na—2)

"d—leﬁﬁ,g(”l,wnd—ﬂ
<4B(ln B)Mg(ny,..,ng—2) = 4B1n (B) MFBJ (n1,..,ng—2)

En combinant ces trois majorations et en utilisant la question V.6.e.i, on obtient la majoration souhaitée

d—1 —
1SE(@))* < @B+1)*"'"? [4B+1)+ 8B (InB) 3 M (n1, .. ng—2)
<8(4B+1) S8(2B+1) (n1,.,na—2)€([-B,BINZ)4~2
=NT5)

= 8(2B+1)*" "1+ In(B)| Ny,
1 2471 241 _g11 o
|Sp(e)|”  <8(2B+1) (In(B) + 1)N{p,.

=zl =llzll,  [lz]| < l«| (puisque [z] = |z — O] > [[z[]), |y — 4| < ¢ et en utilisant

7. (a) Enremarquant que Vx € R, |
la question V.6.b, on a

a a a
2= = [(4-a)w-n+aw-s = (£ -a) -+ at+a) - ol +20)
a
< [ (4= a) =] + oty + 20l + oty + aw)
< (%—a)w-)|+ 1+t ty 221
S g R R R R
2 1
(b) Soit z € Z tel que 2, <§+7.Hexiste m, € Z tel que
q q
2 1 2 2
szzHZZH<B+q«:>|azqmz|<;+1@azqngL;J+1

donc az — gm, prend au plus

<L J+1>+1<2<2g+1> +1= %+3 (é+1>=4q<;—|—;>

valeurs distinctes. Etant donné que az — gm, étant un représentant de azmodgq, azmodgq prend au plus

1 1
4q (B + ) valeurs distinctes et puisque l'application £ modq — axzmodgq est bijective (car pged(a,q) = 1),

1 1
on en déduit que zmod ¢ prend au plus 4q (B + ) valeurs distinctes.
q

(¢) On désigne par A cet ensemble. S’il est vide, le résultat est démontré. Sinon, soient y’ (fixé) et y des éléments de

2 1
< B + — donc, d’apres la question V.7.b,
q

A alors, d’apres la question V.7.a, g(y —y)
q

t{y —vy €A} <4 l+1 < HA =t{ €A} <4 l+1
y—-yv, vy X g B g =0y v S 2q B g
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(d)

(puisque y — y — ' est clairement une bijection).

On note C I’ensemble considéré. On désigne par r le plus petit entier tel que

d'Bi-1

(r+1)¢=>dB"™ ' o r+1>
~——
eN

sr+l1=|d'B" /¢ +1r=[dB""/q

Par définition de 7, on a rq < d!B4"! < rq¢+ 1 < d'B?! donc

!B~ /q]
[LdB*c ] [ka+1,(k+1)q
k=0
ce qui nous donne
Ld!B?™*/q) [d!B*/q]
cc J] ©@nlkq+1(k+1)g) =4C< Y #HCN[kg+1, (k+1)q])
k=0 k=0

1
Or tout élément z de C' N [kq + 1, (k + 1)q]] s’écrit © = y + kq avec 1 < y < q et |la(y + kq)|| < 5 La question

V.7.c appliquée a g = kq nous donne

8(C N kg +1,(k+1)q]) < 4q (; + ;) =

[d!B*~ ! /q]

d—1 d—1
o= B e D e ) () n o) ()

k=0
1 1 Bl 1 1 1 Bd-1
=4dlg|( =+ ) [=—+ =) <4dlqg[ =+ = 1
dq(3+q>( q +d!) dq<B+Q)< q +)

1l est immédiat que 7(1) = 1 et 7(1 X n) = 7(n) = 7(n) x 7(1). Soient n et m sont deux entiers supérieurs ou

égaux a 2. Si l'on considere la décomposition en produit de facteurs premiers n = H pYr et m = H pP alors

pEA pEB
le fait que n et m sont premiers entre eux se traduit par le fait que AN B = ). Si k est un diviseur de nm alors

/
k= Hpo‘;» Hp% avec Vp € AU B, { %izgz . Si l'on note g = Hpa; et r= Hpﬁio alors k = gr avec ¢
pEA pEB peEA peEB

divisant n et r divisant m. Ainsi, tout diviseur de nm est le produit d’un diviseur de n et d’un diviseur de m. En
outre, si ¢’ et r’ sont des diviseurs respectifs de n et m avec nm = ¢'r’, 'unicité de la décomposition en produit
de facteurs premiers étant unique (& Pordre pres), on en déduit que ¢ = ¢’ et r = 7’. Par conséquent, Papplication
(g,7) — gqr est une bijection du produit de I’ensemble des diviseurs de n par l'ensemble des diviseurs de m sur
Pensemble des diviseurs de nm donc 7(nm) = 7(n)7(m).

Si n = p® avec p premier et a € N. Les seuls diviseurs de p® sont les (p*)o<r<a qui sont au nombre de a+ 1 donc
T(p*) =a+1. Sin= H p®» olt A est un sous-ensemble fini de I'ensemble des nombres premiers et les (o )pea

pEA
sont des entiers naturels, par multiplicativité de 7, on a 7(n) = H (14 ap). Montrer I'existence d’une constante

pEA
C' (dépendant a priori de ¢ mais indépendante de n, i.e. de A et des «,) telle que

Vn € N¥, T(n)<C’n5(:)ln7(n)—€lnn<1n0(:)Zln(1+ap)—52aplnp<1n0
pEA pEA

= Z In(l+ap) —e(aplnp)] <InC
pEA

Etant donné que Vz € Ry, In(l+z) <z donc In(1+ ) —e(apInp) < ap(1 —elnp) <0 quand 1 —elnp < 0.
1

On consideére 'ensemble B, = {p premier tel que 1 —elnp < 0 < p > exp <> }. Si P désigne I'ensemble des
€

nombres premiers alors P\B. est un ensemble fini, soit p. son maximum (indépendant de A donc de n). La
fonction z — In(1 + x) — ez lnp. est continue sur Ry et tend vers —oco quand x — 400 donc elle est majorée sur
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R, par une certaine constante M, (indépendant de A et des a, donc de n). On en déduit que

InT(n) —elnn < Z In(l+ ap) —e(aplnp)] = Z In(l + «ap) —e(apInp)] + Z In(1 + ap) —e(aplnp)]

peEA pEANB. <0 pEA\B.
< Z ap(l —elnp) + Z M. < Z M. = MA(P\B:)
pEANB. <"0 pEA\B: pEP\B.
= VneN*, 7(n)< exp(MA4(P\B:))n®
—_—
=C

9. D’apres la question V.6.e.iii, il suffit d’obtenir une majoration de N} B On considere les ensembles

1 1
D—{xGZ /x| <d'BT et |ax|<B}, C’—{xGZ / 1< 2 <dB" et ||ax|<B}

Il est immédiat que ’on dispose de 'union disjointe
D={0}u(DNN*)U(DNZ*)={0}uCu(DNZX)
L’application x — —z est une bijection de D NZ* sur C donc D = 1 + 2.§C. L’application
v:(ni,.,ng-1) € Ng —dny---ng_1 €D

est une surjection donc on dispose de I'union disjointe suivante

N =[] ¢ 'mh) = 8Ng = D~ (e ({m})

meD meD

Il reste donc & majorer le cardinal de chaque =1 ({m}).

e m=20
(nl, ,Tld_l) € @71({0})@90(711,.., Ng— 1)—0<:>TL1 cNg— 1:()4:}31 / nz:()
& (n1,.na-1) € [=1B], [B]]*N\A{[-1B), [B]]"\{(0,..,0)}
= e ' ({0}) = 2[B] + D! (2LBJ)d_1
_ = (d-1 k k d—2 d—1\ dfzdil d=1\ K _ od1 d—2 d—1 pd—2
= ko( B >2 |B|F < |B] kzo( B )2 < |B| I;)( B )2 =31 B2 <3!B
em=>1

(n1,.,ng-1) € @71({m}) S oy, ng—1) =m S ny-ng_1 =m = |ng| - |ng_1| = |m|

Par conséquent, chaque |n;| est un diviseur positif de |m| or, d’apres la question V.8.b, pour tout € > 0, il existe
une constante C; (ne dépendant que de € et pas de m) telle que le nombre 7(Jm|) de diviseurs positifs de |m)|
vérifie

7(jm|) < C. |m|® < C.|BJ® < C.B°
On en déduit que (|ny|,..,|ng_1|) prend au plus (C.B%)?! valeurs distinctes donc (n1,..,nq_1) prend au plus
24=1(C.B#)4~1 valeurs distinctes (si |n;| est donné, n; ne peut prendre que 2 valeurs + |n;|). En remplacant ¢ par

et en posant D. = (C.)4~1, pour tout ¢ > 0, il existe une constante D. (dépendant uniquement de ¢ et d)

é}ﬂelque
vm e D\{0}, #(¢~'({m})) <2*'D.B*

En combinant ces majorations a la question V.7.d, on obtient la majoration

ING = He O+ D He T ({m)) <3TIBT 4 Y 27 D BT =397 BY 7 42 DB (£D)
meD\{0} meD
1 1\ /B¢!
< 3971BI72 1 2971 D_Be(1 + 8d!q <B + q) < . + 1))
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En posant F. = max (3971, 2971 D_8d!) (constante ne dépendant que de ¢ et d) et en factorisant par BY~1*+¢ (la plus
grande puissance intervenant dans la majoration), on obtient

- _ 1 11 g T /11 q
N& g E Bd I+e | = - - (1 7) g E Bd 1+e | = - - (1 )
ENB e [BH€+(B+q> + i S, B ARV + BaT

E_pd-1+ 2 1 1 q 3 1 q
= e e + = < p.pi-ite | -4 L
) [B q Bdil Bd} B>1, d—1>1 : B q B4
C1ge | 1 1 q 1 1 q
< EBdlEBJr + = | <3E.(2B+ 1)1 | S+
S { q Bd] 3E( ) B ¢ B4

A Tl’aide de la question V.6.e.iii, on en déduit

i

' -1 11
[Sh(e)|” < 24E.(2B+1)*" < (n(B) + 1) [ +o g ]

B q Bd

In(B) + 1
(2B +1)¢
[1,+oo[ et tend vers 0 en +oo. Par conséquent, elle est bornée sur [1, +00[, ce qui entraine 1’existence d’une constante
F. (ne dépendant que de ¢) telle que

D’apres les croissances comparées, In(B) + 1 b o((2B + 1)¢) donc la fonction B — est continue sur
— 400

VB>1, In(B)+1<F.(2B+1)~.
En posant G. = 16 E_F. (constante ne dépendant que de ¢ et d), on en déduit la majoration

- 1 1
< 24E.F.(2B+1)*" '+2= [ + 4 q]

2d71
| B ¢ B¢

|Sp (@)

1/2¢71
1 1/2471 14eppd—2 |11 q
& |Sh)| < (4B (2B + 1)t/ [B +o4 Bd}

En remplacant € par 297 2¢ et en posant G, = (24E€FE)1/2{1_1 (constante ne dépendant que de € et d), on obtient le
résultat escompté.

N-lp . . o
1 1
10. (a) On remarque que [0,1[= ZI:J) Li], % { donc [0, 1] est la réunion disjointe de N intervalles []i], % [ Pour
.Z .S 1 . . .
chaque {sa}, 0 < s < N, il existe un unique i5; € [0, N — 1] tel que {sa} € ;\/_, ! ]_\TF . Si cette application

s i est injective, alors elle fournit une injection de [0, N], qui est de cardinal N + 1, dans [0, N — 1], qui est
de cardinal NV, ce qui fournit une contradition. Par conséquent, elle est injective, i.e. il existe deux éléments j, k
. , , . . A i1 . .
distincts de [0, N tels que i; = iy, < {ja} et {ka} appartiennent au méme intervalle [N’ N[ (1 =14; = ix).

Quitte a échanger j en k, on peut toujours supposer j < k.

(b) Soient N € N*, j et k deux éléments de [0, N] tels que j < k et {ja}, {ka} appartiennent au méme intervalle

{i Hl[
N N |’
{ja} < L1 1 ! L 1
]’V;{k} iV = -5 < {ka) = {ja} < & l{ka} = {ja}| < - & (k= a— (Ika] - [jal)| <
N O N

En posant ¢/ =k —j € [1,N] et ' = |ka] — |jo] €Z, on a

ld a’\<i<:> a !
1 N NS YN

o — <

On note d = pged(a’,q’) alors il existe deux entiers a et ¢ tels que o’ = ad, ¢ = ¢d avec pged(a,q) = 1. En

ql
- a a
particulier,on a1l < ¢ < ¢ < N et — = — donc
q q
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1 1
{z} sio< {z} <= x sio<z< =
11. (a) Puisque ||z|| = 1 2 etque {z} =z lorsque z € [0,1],on a ||z|| = 1 2
1—{z} Siig{x}<1 1-2 si§<x<1
1 A—d
l-ae€ 0,5 etl—-a<B
a € MAB,L,1)sac01]et |[Il-a|=|a-1|<B*%s

1
l—-ae {271[eta<BA_d

1 A—d
ae{z,l[eta>lB 1

B i (e (o)

Puisque l'intersection d’intervalles est une union d’intervalles, on a bien écrit 9Ma(B,1,1) comme union finie

1 1
d’intervalles (on pourrait aussi distinguer les cas BA~9 > 3 et B4 L 5)

(b) Puisque le complémentaire d’une union disjointe d’intervalles est une union disjointe d’intervalles, il suffit de
montrer que A (B) est une union finie d’intervalles disjoints. Pour ceci, il suffit de montrer que M (B, ¢, a) est

a
une union finie d’intervalles. On convient que [a,b] = @ si b < a. Puisque a et — appartiennent respectivement &
q

[0,1] et [0,1], le réel a — a4 appartient a [—1, 1] donc
q

el

Ma(B,q,a) =« €[0,1] et

a
o — —

q

Q
m

a
a_’H < ipAd
q

Rappelons que |z —y| <r<x €ly—ry+riet |z —y|>r<x €]-oo,y—r[U]—y+r +o0[

1
e Premier cas |o — = € {0,2] : On a alors a—aH = a—a‘ donc
q q
a 1 a 1 a 1 pA—d a 1 a 1 —1pA—d —1pA—d
a€|-—=,—4+=|N0,1[et |[a——| <q¢g "B sSac|l-—=,—+-|N0,1N|-=-¢ B> % —-+¢ B
g 2q 2 q g 2q 2
a 1 a
e Second cas o — —| € 5,1 : On a alors ||[|a — —||| =1— |aa — —| donc
q q
a—‘< “1pA-d g a—’>1— —1pA-d)

Puisque lintersection d’intervalles est une union d’intervalles, on a bien écrit (B, ¢,a) comme union finie

d’intervalles. Par conséquent, M (B), qui est une union finie de Ma (B, q,a), est également une union finie
d’intervalles.

12. (a) On procéde par I'absurde en supposant que ¢ < B2. On effectue la division euclidienne de a par g, il existe donc
seZetreNtelsque0<r<qgeta=gqs+r.

a sq+r r
q_lBA_d>’a—‘:‘a—q+ = (a—)— s |2 a—H:> a—H< —ipAa—d
q q q \E’Z" q

avec 0 < r < ¢ < B2 donc a € Ma(B,q,7) C Ma(B) ce qui contredit le fait que o € ma(B) = [0, 1]\Ma(B) ce
qui montre que q > BA.
1
(b) On considére N = [B?"2| + 1, 0on a bien N > B2 > 1 & 5 < B2~ donc il existe a € Z, ¢ € N avec
1<q< N=|B%“2] 41 tels que pged(a,q) = 1 et
1 BA—d

< — <
Ngq q

a
a— —
q
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1 1 1 1
D’apres la question V.12.a, on en déduit que ¢ > BA & = < — A . D’autre part, on a aussi ‘a - a‘ o < >
q q q
donc d’apres la question V.9, pour tout € > 0, il existe un réel C' (ne dépendant que de € et d) tel que
d—1
11 q 1/2
1 1+e¢
|Sp(e)] < CB (B+ +Bd>
d—1
Bde 1 1/2
< CB”€< Bd+> (B>B2car B>1et Ac[0,1])
2 1\ 3 1\
1+e 1+e d A
< CB (BA Bd) < CB (BA+BA> (B* > B > B?)
4 1/2d 1
< OBt () [041/2d 1}Bl+5 A4t

—c
et C’ ne dépend que de ¢ et d.

13. Commengons par remarquer que pour tout B > 1 et tout a € ma(B), on a

Z e( (a fo) = Z e Z e(azd)---e(azl) = H e(azx?)
[0,B))™ '

(@1,052m) ENO[O, ©1€NN[0,B]  ,€NN0,B] i=1,€NN[0,B]
[T 55(@) = (Sh(a)™
=1

. e . £ . . . p )
Soit € > 0, en utilisant la question V.12.b avec — > 0 au lieu de ¢, on obtient 'existence d’un réel C' ne dépendant
m

Sg (@)

que de ¢ et d tel que

VB>1, Vac mA(B), |Sg(05)| _ |S}c3(0&)|m <om (B1+E/mfA/2d_l)m _ CmBerEfmA/T"_l
14. (a) On remarque que

Ma(B,q,a) C{aeR /

a a a

a— ’ < q—lBA—d} ::| —q_lBA_d,+q_1BA_d|:
q q q

qui est un intervalle de longueur 2¢~'B2~¢. Par conséquent, on a I'inclusion ensembliste

Ma(B) C U ]aqlBAd7a+qlBAd{
{(0,q)EN? / 1<a<q<BA et pged(a,q)=1- 1 4

m
Etant donné qu’'une union finie d’intervalles |J I; (pas nécessairement disjointe) est toujours contenu dans un
m =t
intervalle de longueur au plus Zlongueur([ i), on en déduit que M (B) est contenu dans un intervalle de longueur
i=1
au plus

Z 27 1BA 1 < Z 92¢~1BA—d = Z Z 2q*1BA d

{(a,9)eN? / 1<a<g<BA et pged(a,q)=1 1<a<g<BA 1<g<BA a=1 mdependant de a

> 2B =227 BY| <2B*MBA = 2B%4
1<q<BA

Soit I un tel intervalle, on obtient que

ldx < /ldx = longueur(I) < 2B2A—d,
M (B) I
(b) En utilisant la question V.13 et en tenant compte du fait que ma(B) C [0, 1], on obtient

3057(1 c R+, / |ng(a)| da < / CBm—mA/2d71+s da < / CBm—mA/2d71+6 dr = CBm—mA/2d71+s

my(B) my(B) [0,1]
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(c) En remarquant deux inclusions de 9a, gy — Ma, (B) et en utilisant les question V.14.a et V.14.b, on obtient
[07 ”_ Ma, (B) =ma, (B)
3C.q €Ry, Vo € Mayip— Ma, (B), |Sp(a)| < OB A2 e

Ma,3)y— Ma, (B) C
=
Ma,3)y— Ma, (B) T Maym) =
<

|55 (a)| da CBmmA2T e o gAY/ e / dal
Ma,(5) ™ Ma, (B) May(5) — Ma, (B) May ()
< (CBm—mAl/zd*JrE)(szAQ—d) _ (QC)Bm—d—(m/zdfl—2)A1+2(A2—A1)+5

15. Premier cas d =1 : alors m > 1.217!1 =1 & m > 2 et, d’aprés la question V.14.a, pour tout € > 0, il existe C, tel
que / |S% (a)] da < CB®. En choisissant € = %, on a
my (B)
1

Sm-1)-5= / 157 (a)| da < CBY2 < CBm=141/2

N =

ml(B)

ce qui donne le résultat attendu avec § =

)ﬂwh—t

m
Second cas d > 2 : alors 5a-1 >d > 2. Fixons € > 0 et n > 1. On choisit la suite (Ag)ogr<n définie par

k
vkeon], Av=A+T(1-4) A=A, A,=1 Vke[on], Ac>A

En appliquant la question V.14.c aux réels Ay et Ap1q, k € [0,n—1],on obtient I'existence de C 4 (donc indépendant
de k) tel que

|SgL(OZ)| da < CBmfdf(m/Zd_l72)A1‘,+2(Ak+17Ak)+6 _ OB’H’L7d7(m/2d_172)Ak+2(17A)/’ﬂ+6

May 18— May (B)

m—d—(m/2% 1 —2)A+2(1—A)/n+ m
< oprintmTioarsa- /it (Sl s 4z e = I —2>0)
EtantdonnéqueQd—nil>d>2,ona2d%—2>0donc
. m 2(1-A) m m

m
Si ’on considere n’importe quel € < (F — 2) A (que l'on ne fixe toujours pas) alors

21— A
lim (—(TIHL—Q)A+(TL)+€><O

n—-+oo

2(1 - A
—2>A+!—|—€<0. On note alors

donc il existe ng(e) € N tel que — (
no(e)

m
2d—1

n = ng(e), 51:—{—(2:11—2)A—|—2(710ZE)A)+5} >0

et, par construction de €, n et 01, (remarquons que £ n’étant pas encore fixé, n et J; ne le sont toujours pas!) on a

vk € [0, 7], / 1S (a)| da < C B4

EmAde(B)_ mAk(B)

En remarquant que

T (= Man (B) = M, iy — Ma, (B) = 9, (B) — M, (B)
k=0
ma(B) = [0,1] = Ma(B) = (0.1 — Mi(B) U (M(B) — Ma, (B))
— m(B)U O (B) — Ma,(B)) = mi(B) U (H (Ma, o) mkw)))
k=0
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on obtient

| isp@ida = f Sp()] dat S / 1S(0)] da

ma(B) my(B) k=0 ED?AchA(B)_gﬁAk (B)
n—1
< CBm—m/2d71+6 + Z CB™—9-9%1 — CBm—m/2d71+e + nC B™m—d4—0
k=0

On choisit alors € > 0 vérifiant en outre

—m/2d_1+5<—d©5<%—d

Par conséquent, en fixant ¢ € ]0, min (

(5:min(51,2;n—71—d—5) > 0 alors

—d, (i — 2) A) [, on on fixe ng(e), donc n, ainsi que §1. On pose alors

m
92d—1 92d—1

m m

ce qui nous donne
/ 1S ()] da < CB™=45 4 nCBm=4=5 — (5 +1)C) Bm—d=5
ma(B)
Le résultat est donc établit puisque (n + 1)C ne dépendant que de € et de d (car n dépendant que de € et de d).

16. Supposons que G(d) = +oo alors il existe une suite (¢,)nen tendant vers +oo telle que Vn € N, NT*(t,) = 0. En
choisissant B = (t,,)'/%, la question TV.3 montre que

1

NP(tn) = NPty (t,)Y) = /Sg’;n)l/d(a)e(—atn)da =VneN / L yra(a)e(—at,)da =0
0 0
& Vnel, / S a(a)e(—at) da + / ya()e(—at)da =0
Ma (t1/4) ma(t1/4)
& VneN, / a()e(—at)do = — / a()e(—at) da
o 12/ ma{e4)

En utilisant ’hypothese faite a cette question ainsi que la question V.15., on obtient I'existence de réels ¢, C, § stricte-
ment positifs ne dépendant que de € et d (donc indépendants de n) tels que

Vn e N, C(tn)m/al—1< / m.(a)e(—at) da| = / a(a)e(—at) da <C((tn)1/d)m—d_5
mA<tl/d) mA(tl/d)

-~ VneN, C(tn)m/d_l < C(tn>m/d—1—6/d sc< C(tn)_é/d

)
En faisant tendre n vers +o0o et compte-tenu que hm t, = 400 et p > 0, on obtient ¢ < 0 ce qui est absurde donc

TL*) oo
G(d) < 4+00. D’apres la question II1.2, on obtient que Vd € N*| g(d) < 400, modulo 'existence de la minoration
sur les arcs majeurs

/ S (a)e(—at) da| = ct™/471,
SmA(tl/ﬂl)

que l'on peut démontrer mais cela n’est pas proposé par I’énoncé. Ce résultat nécessite quelques formules sur les
intégrales et les séries mais le sujet est déja fort long et le lecteur souhaitant connaitre la preuve pourra utiliser avec
profit 'exposé de Marc Laborde au Séminaire Delange-Pisot-Poitou en 1977 disponible a la page

http://archive.numdam.org/ ARCHIVE/SDPP /SDPP_1976-1977__18_2/SDPP_1976-1977_.18_2_A3_.0/SDPP_1976-1977__18_2.
(pages 4 & 7) ou bien le texte

http://www.fimfa.ens.fr/exposes /2005 /expose%20perrolaz. pdf
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