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Centrale TSI 2010 - Mathématiques 2
Partie I -

I. A. 1) -si D est stable par f, f(a) € D et comme a dirige D, 3\ € R tel que f(a) = Aa;
comme a # 0, a est vecteur propre de f.

- Si a est vecteur propre de f, AN € R, f(a) = Aa; comme tout vecteur = de D est de
la forme pa, f(x) = f(pa) = pf(a) = pra € D.
Donc : ’D stable par f < a est vecteur propre de f ‘

2) Soit f € L(E); comme dim E = 3, le polynéme caractéristique de f est de degré 3 et
admet donc au moins une racine réelle A\, valeur propre de f. Si a est vecteur propre
de f associé & A\, D = Vect {a} est alors une droite stable par f.

™
3) Si par exemple n = 2 et si f est une rotation vectorielle d’angle 5> son polynome

caractéristique est X2 + 1, qui n’admet aucune racine réelle. Donc f n’admet aucune
valeur propre et vecteur propre, donc aucune droite stable.

Le résultat précédent est donc faux pour n = 2.

B. 1) Soit (1,€2) une base de P, qu’on compléte en (g1, £9,£3) base de E. Alors la matrice A

a b0 ~

de f dans ¢ est de la forme (ch) ol ((é 2) est la matrice de f dans (g1,¢2). L’on en
00ie

déduit que x;(X) = Xf(X)(e—X) ot x s désigne, comme dans toute la suite du probléme,

le polynéme caractéristique de f. Donc, le polyndéme caractéristique de fdivise celui de f.

2) Si f posséde une droite stable, il posséde donc une valeur propre A et son polyndome
caractéristique de degré 2 est scindé : I’endomorphisme ]?posséde deux valeurs propres
A et u. En outre il posséde au moins une droite stable qui est une droite stable de f.
Notons FEy(f) le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A. En reprenant la
question précédente,
- si I'une des valeurs propres de f est distincte de A, f posséde deux valeurs propres
distinctes, donc au moins deux droites stables engendrées par des vecteurs propres
respectifs de ces deux valeurs propres.

- si les 3 valeurs propres de f sont égales et si dim F\(f) > 1, f posséde une infinité de
droites stables engendrées par un vecteur non nul de E,(f).

- si les 3 valeurs propres de f sont égales et si dim E,\(f) = 1, f ne posséde qu’une seule
droite stable, les vecteurs propres de f appartenant tous a F)(f).

C.1) L'on a x;, = xu = Xy Comme x, € Ry[X] et n’admet pas de racines réelles, il
posséde 2 racines complexes non réelles conjuguées « et a. Les deux valeurs propres
sont distinctes donc, ¢’ est diagonalisable. Notons €1 = (a,b) un vecteur propre de ¢’
associé a a. L’on a alors :

a

M (Z) =« (Z), ce qui donne en conjuguant la relation que M (%) =a <5> D’ou :

g1 (non nul) est vecteur propre de ¢’ associé a la valeur propre @. On a montré :

Je1 = (a,b) € C*\ {(0,0)},3a € C\R, ¢'(c1) = ae; et ¢'(z]) = a &

_ _ 1 1
2) det(gha)(€1+€1,€1—€1) :‘ 1 -1 ‘

libre de C2, donc une base de C2.

= —2#0. Dou (g1 + 21,61 — &7) est une famille

U+ v uU—v

Posonsu=¢;+& et v =61 —%7. On a alors : ¢; = et g1 = 5
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D.

3)

1)

Dou: ¢'(u) =g'(e1+21)
=g'(e1) +¢'(51)
=ae;t+ ey

u+v _u—v
=« +a

2
=Re (e)u+iIm (a)v

De méme : ¢'(v) =g'(e1 —&1)
=¢'(e1) —g'(51)
= Q] — @&y
u+v _u—v
=« —a
2

=4 Im (a)u + Re (a)v

. / ([ Re (o) ¢Im ()
La matrice de ¢' dans cette base est : (z Im (a) Re (q)

Sous les notations précédentes, posons u; = u et vy, = iv.

(uy,v1) est encore une base de C2.

D'ou ¢'(uq1) = ¢'(u) = Re (a)u + i Im (a)v = Re ()ug + Im (a)v;.

De méme ¢'(v;) = ig’(v) = i* Im (@)u; + Re (a)v;

Posons X = Re (a) et Y = Im («). Alors la matrice de ¢’ dans la base (uy,v;) est

Gﬁ _)3/) ouY # 0 car a ¢ R. Si @ est la matrice de passage de la base canonique

X =Y

de C? a (uy,vy), alors M = Q (Y X

> Q1. On a montré :

3Q € M (C) inversible, 3(X,Y) € C x C*, tels que M = Q (if _)3/) o

Soit £1 base de D, droite stable de f et (€2, e3) base de son plan stable P, alors puisque
D n’est pas incluse dans P, (1,e,¢€3) est libre, donc une base de E.

On a alors M.(f) = <Oab> ou M = <CCL Z) est la matrice de fip dans (e, €3).
Oicd

D’aprés la question 1.C.3), il existe Q@ € GLa(R) et (X,Y) € R x R* tels que M =

0 X -Y

Yy X

les colonnes de (). Alors :

Q~'. Notons (v2,13) la base de P dont les composantes dans (g3, £3) sont

(€1,19,13) est une base de E dans laquelle f a pour matrice

oo >
<= o

0
~v |,
X

avec (A, X, Y)eR3 et Y #0.

Soit u = (z,y,2) € P, qu’on suppose stable par f; posons f(u) = u; = (21,y1,21) €

T i
P:axi+by; +cz;=0.0Onaalors |y, | =M |y
21 z
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X T
On a alors (W|u) = (a b )M [y| = (a b ¢) |y ] = 0car uy € P. Don
z 21

n’ est orthogonal & tout élément de P.

- Supposons P stable par f; alors n’ est orthogonal a P donc colinéaire a n qui engendre
/

a a a
la droite P+;dot INE R tel quen’ = n < [V | =X | b | ouencore M [ b | =
d c c
a
A b | & f5(n) = Anou f* est 'endomorphisme de matrice "M dans B...
c
a a
- Supposons n vecteur propre de f*: INER, f*(n)=nsM|b| =A[0].Ona
c c
alors pour tout u = (z,y,2) € P,
x a a
(flw)n) =" M |y bl =(x y 2)'M|b|=Aaz+by+cz)=0caru€ P;
z c c

donc f(u) € P et P est stable par u.
On a montré :

’P stable par f < n vecteur propre de f*‘

- Supposons que f admette une unique droite stable D ; alors x; n’admet qu’une seule
racine réelle A\(sinon f admet au moins deux droites stables) et celle-ci ne peut étre
d’ordre 2 (sinon il existe une autre racine réelle).

On a alors D = E\(f) = dim E\(f) = 1.

Comme les polynomes caractéristiques de M et M sont identiques, Spf* = {\} (nota-
tions précédentes). Soit n vecteur propre de f* associé a A, alors P = {n}L est stable
par f.

Par ailleurs rg(*M — \I3) = rg(M — \I3) = 2, puisque dimker(f — A\ldg) = dim E\(f) =
1. D’on dim E)\(f*) = dimker(f — Aldg) = 1 et f* n’admet qu’une droite fixe unique,
ce qui montre que f admet un plan fixe unique.

- supposons que f admette un plan stable unique; alors f* admet une droite stable
unique associée a une valeur propre A de f*; alors Spf* = {A} (sinon f* admet au
moins deux droites stables) et celle-ci ne peut étre d’ordre 2 (sinon il existe une autre
racine réelle et 2 droites stables de f*).

On a alors dim E\\(f*) = 1.

Comme les polynomes caractéristiques de M et "M sont identiques, Spf = {\}.

Par ailleurs rg("M —\I3) = rg(M —\I3) = 2, puisque dim ker(f*—Aldg) = dim E\(f*) =
1. D’ou dim E\(f) = dimker(f — AMldg) = 1 et f n’admet qu’'une droite fixe unique
Ex(f).

- on a vu que dans chaque cas dim E)(f) = 1 et que x; admet une seule racine réelle,
soit simple, soit triple.

- supposons que dim E)(f) = 1 et que x; admet une seule racine réelle, soit simple,
soit triple. Alors dim E,(f) = 1 est une droite stable de f et une droite stable étant
incluse dans un sous-espace propre de f, elle ne peut étre que E\(f). Donc f posséde
une droite stable unique.

J’ai montré I’équivalence proposée.
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Partie II -
-X 1 0
ILA 1) xu=| 0 —-X 1 =a+bX +cX*— X3
a b c¢c—X
2) Notons E, (M) le sous-espace propre de M associé a a.. Ce sous espace a pour équation :

—ar+y=0 Y =aox '
{ Caytz=0 & N . Donc :

1

E.(M) = Vect o et dim E,(M) =1
2
o

3) Une condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable est que : y s soit
scindé et que Yoo € Sp(M), lordre de multiplicité de a soit égal & dim E, (M ). Comme
chaque sous-espace propre est de dimension 1, chaque valeur propre doit étre d’ordre
de multiplicité égal a 1. Donc :

M est diagonalisable dans M3(R) < s admet 3 racines réelles 2 a 2 distinctes.

4) f admet une droite stable et une seule si et seulement si x5, admet une seule racine
réelle soit simple, soit triple et le sous-espace propre associé est de dimension 1. Cette
derniére condition étant toujours réalisée,

f posséde une droite stable et une seule si et seulement si y,; admet une seule
racine réelle, soit simple, soit triple.

B. 1) x; = t* — X% et Sp(f) = {t} Donc f posséde une seule racine réelle, triple. D’apreés
la question précédente, f posséde une unique droite stable D; et d’aprés la question
[.D.3., un unique plan stable F;.

1
La droite stable est égale a E¢(t) = Vect t
t2
Pour trouver le plan stable, il suffit de rechercher n, engendrant le sous-espace propre
00 ¢
de f* de matrice ™M = |1 0 0 | dans B,, associé a t.
010
—tz + 32 =0 .
Il a pour équation : ¢ z—ty=0 & { B . Donc Ei(f*) = Vect{n} avec
Yy =1tz
y—tz=20
t2
n= |1t
1

D’aprés la question 1.D.2., le plan stable de f a pour équation t?z + ty + z = 0.
2) Soitt € Ret M(z,y,2) € Dy. Alors IN € R,x = A, y = M et z = M2 Dou y?\*1? = 2.
On a montré A C X.

Y est une quadrique. L’équation de ¥ est du type F(z,y,z) = 0 ou F : (z,y,2) —
y? — xz et I est homogéne de degré 2. Donc X est un cone de sommet O.

Soit M (x,y, z) € 3, vérifiant donc y* = 2.
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-Siz # 0, en posant t = y, I'on obtient y = tx, d'on t?2% = 12 & 2z = xt? puisque
x # 0. Donc M € A.

0
—sixO,alorsyOetMEVect{(O)}etsiz;éO, M ¢ A.
1

o {1\ ()]

3) Soit I' = XN P ou P est la plan d’équation z = 1. T est une parabole d’équation y? = =
et z=1.

Représentation de I' :

0.5-

0.5 |

Représentation de X :

\\ N\ \\\\\\Q\gg\:\\}“’“ \ \\\\\\\\\

.
A M\\\\\\\\

C. 1) (S1) est un encore un cone de sommet O. Son équation est du type f(x,y,z) = 0 on
f: RR->R . [ est C' sur R? et les points singuliers de (S;) sont donnés
(‘Tu Y, Z) - y2 —dxz
é H
par grad(f)(My) = 0 & —4z =0, 2y = 0, —4x = 0. D’ou O est singulier et en un
point de (S7)\ {O} le plan tangent a pour équation :
— B
(9rad(F)(M)[MoM ) =0 —4zo(z — o) + 2oy — yo) — dwo(z — 20) = 0

& —4zow + 2oy — 40z = —4w20 + 2y — 41020
& =220 + Yoy — 2292 =0
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D. 1)

Le plan tangent en M, € (S1)\ {O} a donc pour équation cartésienne :
—2z0 + Yoy — 2292z = 0 : il passe par O.

2
Posons t = _2?/_ Comme yO = 4x029, 20 = 43/_0 = xot? D’oi1 le plan tangent en M,

To Lo
a (S1) a aussi pour équation : —2xgt’z — 2wty — 270z = 0 & t2x +ty + 2 = 0. On

retrouve bien ’équation cartésienne de F;. J’ai montré qu’
il existe bien un réel ¢ tel que le plan tangent en My a (S7) soit P,.

Tout point de Sy est régulier et le plan tangent en Mq(xo, 0, z0) & Sy a pour équation

z = f(xo,y0) + %(%Wo)(fﬂ —x9) + %(3707 Yo)(y — %o)

Le plan tangent coincide avec I'un des plans F; si et seulement si leurs équations sont
proportlonnelles c’est-a-dire s’il existe t € R tel que :

[ of (%;yo) = —t?

4

—(iﬂo Yo) = —t &
gf (w0, y0) + yogzjj (20, y0) — f(x0,%0) =0

\ Ve

2
%(Imyo) = - (g—;(ﬂﬁo,yo))

Jan—w(iUo, Yo) + ?Joa—y(iUo, vo) — f(xo,y0) =0

On a alors en dérivant les deux équations par rapport a 7, comme f est de classe C?
sur U, ¥Y(z,y) € U :

( 0*f af 0*f

— _2_
By0 (z,y) = ay(m y)ay; ,y) N
o°f of o°f of
| “9y0m (z,y) + ay(ﬂc y)+yay2(x,y> ay(ﬂc ,y) =0
4 82f

) 5’?/3233( ,y) = —2u'(y)u"(y) .
/ (z,y) +yu"(y) =0

L 8y8m
( 2f
x,y) = —2zxu/(y)u”
) 83/835( y) = (y)u"(y) N
0 (z,y) +yu"(y) =0
yu(y) = —2xu' (y)u”(y) ce qui équivaut a :

u"(y)(y — 220/ (y)) = 0

of Yy A Y
YV y) €U, 5 (1.y) =5 &|dae C*(RL,R), f(w,y) = -+ a(x).
5) Les surfaces correspondant a cette condition doivent vérifier V(z,y) € U,

O )

0 0
l‘a—i(l’,y) + ya—i(l‘,y) — f(z,y) =0

ml0ci2ca.tex

— Pierre BRON — Lycée Chaptal — 22000 St Brieuc —



Page 7 sur 12

Dans ce cas %(x ) = _y_2 + d'(z) = _y_2 d'ou &/(z) = 0 et dk € R, Vo €
oz Y 42 42 ’
R%, a(z) = k.
O ey +y 2L (@)= fey) =~ 2 (Y 4 k) = 0, ce qui donne k = 0. Dot
r——(x —(z,y)—f(z,y) = ——+——( =— = 0, ce qui donne k£ = 0. D’on
5 DY) Y5 (5 Y yRwiad b ,ceq
les fonctions f vérifiant a—f(a:, y) = 2i et les conditions pour qu’en tout point le plan
Yy x
tangent soit un des plans de la famille (P,);cg sont les fonctions : | f: U — R
2
)

La surface correspondant a cette condition a pour équation :

2
z:y—etx>0<:> 4oz =vy*et > 0|

4o
On retrouve la partie de (S7) correspondant a x > 0.

Partie III -

2—-X 0 0
L. A. x, = r? -X -r
r r =X
= (2 - X)(X?+1?)
D’ot, comme r # 0, Sp(g,) = {2}.

Notons Es(g,) le sous-espace propre de g, associé a la valeur propre 2; il a pour équation :

r’r —2y —rz=0 ri+d
Ex(g) : { o1 y_ 0, __0 D’ou | E5(g,) = Vect r?
y - r(r? +2)

B. 1. Notons X I'ensemble des points appartenant a 'une des droites A, et M(z,y, z) € R3.
z=Nr*+4)
MeXxeINeR, IreRL y=N? . Dot :
z=Ar(r’* +2)

r=\Nr*>+4)
y = \r?
z=Mr(r*+2)
z=1
r2 4 Donc :
r(2+12)
S dreR T
y 2+ 72
z=1

Mel &3 eR,dIreR

Une représentation paramétrique de I' est

2. Un point M de I' de paramétre r vérifie :
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Tty -ty = r r?+4 . ? r?+4 i r
Y Y Y T r(2+1r2) 2—|—r2 (2472 2402
r 22 +4\° r?+4 n r
2+r2 2+7"2) 2+7"2 2+ 12
2
’
r2+1r2)  r(2+ 2) 2 +7’2
=0

Donc .

Inversement, soit M (z,y,1) € I".

-siy=0,x =0, dans ce cas M ¢ T car r # 0.

-siy # 0, posons X = x+y; comme M € IV, yX? = X — 2y et X est solution de
yX? — X + 2y = 0 de discriminant 1 — 8y? qui est donc positif.

& yr? —r + 2y = 0 d’inconnue r admet une solution si et

L’équation y =
q YR +2
seulement si 1 — 8% > 0, ce qui est le cas puisque M € I'. Soit r une solution de
I’équation. On a alors :

r? (r? —2)?
1—-8y2=1-38 = td
Y (P22 (t2p O
r?—2 r?—2
L+ r2 +2 242 2
X=—F""=rouX=——F5-F-—"7"==-.
2r 2r r
7?2 42 7?2 42
Dans | i 2 alors X = 2 et : ® et dans |
ans le premier cas, posons s = —, alors X = — et y = = et dans les
n premier cas, poson ~, alor S ety ;%+2 O n
2
deux cas, il existe 7 € R tel que X = —et y = QL, d’ou :
r 442
2 r r’ +4 .
x=-— = . Donc :
roor24+2  r(r2+2)
I"=TuU{(0,0,1)}.
11
3. Les formules de changement de base donnent (( \f) ) ; d’out ’équa-
V2 7
tion devient : \%(X +Y)x2X?2 = -2V & 2X2 X +Y) = —2Y ou encore Y =
XS
X1 On a montré que :
X3
Dans la nouvelle base , I a pour équation ¥ = X1
Partie IV -
1 x + yu + zu? 1 1 0
IV.A D) Ay [u|=z+2u+yu® | =(x+yu+2u?) | w |. Do, comme | u | # [0
u? Y + 2u + xu? u? u? 0
1
u | est vecteur propre de Ay associé & la valeur propre x + yu + zu?
2
u
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2) En choisissant pour u successivement les trois racines cubiques de 1, 1, j et j2, I'on

1 1 1
obtient 3 vecteurs propres de Ay. Leur déterminant est | 1 j j* | # 0 (déterminant
1 g%

de Van der Monde associé aux 3 valeurs distinctes 1, j et j2. Ces trois vecteurs forment
donc une base de C3, formée de vecteurs propres de Ay.. Donc :

1 1 1
Enposant P= |1 j 4%,
12
rTt+y+z 0 0
l'ona P 'A,P = 0 x+yj+ 252 0
0 0 x+yjt+ 2
et Sp(Av) ={z+y+z,2+yj+25% v+ yj*+ 25}

3) J? = . Donc : A, = xl3 +yJ + 2J? et si u est une valeur propre de J

O = O
_— o O
oS O =

associée au vecteur propre U, AyU = xU + yuU + 20?U = (z + yu + zu®)U. Donc
les valeurs propres de Ay sont de la forme z + yu + zu® ou u € Sp(J).

4) Les valeurs propres complexes de fy sont  +y + 2, = + jy + j%z et  + j%y + jz.
Les deux derniéres sont conjuguées et réelles si et seulement si z + jy + j?2z € R &
(x —2)+ j(y — 2) € R, ce qui équivaut a y = 2.
Siy =2z =0, fiy admet une valeur propre réelle triple : x et le sous-espace propre
associé est E de dimension 3; donc fy n’admet pas une droite stable unique.
Siy =2z # 0, fy admet une valeur propre réelle simple = + 2y et une valeur propre
réelle double z — y; donc fy n’admet pas une droite stable unique.
Siy # z, fy admet une valeur propre réelle unique simple et son sous-espace propre
associé est évidemment de dimension 1; donc fi, admet une droite stable unique.

Conclusion : fy posséde une et une seule droite stable, ainsi qu’un plan stable unique
si et seulement si .

5) det Ay = (x+y+2)(x+jy+5%2)(x + j*y + jz) (produit des valeurs propres)
= (@Fy+2)(@ + "+ 22 + oy + ) + 220 + %) +y2(° + 7))
=(z+y+2)(a®+y*+ 2> —zy—x2—yz). Dou :

det Ay = (z +y + 2)(2* + y* + 2> — 1y — 22 — y2)

B. VW = (z,y,2),V' = (2,9, 7)) € R} V) e R,
gV + V) =gz + X,y + X\, 2+ A\2)
=@+ M)+ (y+ )+ (2 + A)J?
=xly+yJ + 22+ N2 I3+ y'J + 2/ J?)
=g(V)+Ag(V')
D’ou g est linéaire.
ker(g) = {V = (z,y,2) e R®\g(V) =0} = {(0,0,0)} car (I3, ], J?) est libre. Donc g est
injective.
g est surjective par définition; donc ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre R3
et {Ay,V € R3}.
C. 1) Notons C) la courbe intersection de II, et S.
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C\ a pour équation :
r+y+z=2A
M2 +y?+22—ay—wz—yz) =1

r+y+z=2A
< )\(x2+y2+22—

{x+y+z:A

(z4+y+2)?— (@ +y*+27)
=1
’ _

ANB@2 4+ 12 +2%) — (z+y+2)?%) =2
Si A = 0, I’équation n’a pas de solution ; sinon, elle équivaut a :

r+y+z=2A
2+
2.2 .2
Ty + 2 3\
24N 5 N :
Si o < 0 < X\ € —+/2,0], la seconde équation n’a pas de solution; dans le
cas contraire, c’est celle d’une sphére de centre O, qui coupe II, si et seulement si
2+ )3
d(O,1I) < ;—)\ , ce qui équivaut a :
A2 2408 2
— — <0 ——<0.
3 3N T 3\ T

Si )\ S O, C)\ = @
si A >0, C) est le cercle de centre la projection orthogonale de O sur II,

D’ou 5
et de rayon \/3—)\ du plan II,

On en déduit que S est un ensemble de révolution d’axe A la droite passant par O et
orthogonale a IT) ; A a pour équation x =y = z.

AV X AV/ = (ZE]?, + yJ + ZJ2)(.T/]3 + y’J + Z,JQ)
= (zx' +y2' + 223 + (zvy + yx' + 22")J + (z2' + yy + 22')J?
= Ay

Donc ’AV// = AV X AV’
- Soient Vet V' € §; alors Ay, = Ay X Ay = det(Ayay) = det(Ay) xdet(Ay:) =1
puisque V, V' € S; donc V *x V' € S et S est stable pour .
-Montrons * commutative dans S.
Soient V,V' € §; Ay x Ayr = (xlz +yJ + 2J?) (' I3 +y'J + 2’ J?). Or les puissances de
J commutent entre elles, d’ot Ay X Ay = Ay X Ay = Ay = Ayrey, ce qui montre
grace a l'isomorphisme g, V x V' =V’ %V et * est commutative dans S.
- Soient V, V' et V" € S le produit matriciel est associatif et Ay x (Ay: X Ayrn) =
(Ay X Ayr) X Ayn = Ayyvravry = Awevnsvny s grace & lisomorphisme g, on en déduit,
Vs (Vs V") =(Vx V')« V" et x est associative dans S.
- det(/3) =1, donc (1,0,0) € S. Soit V € §; Ay x An o) = Ap0) X Av = Ay x I3 =
AV = AV*(LO,O) = A(I,O,O)*V = AV, donc V % (1, 0, 0) = (1, 0, O) xV = V, on a montré
que (1,0,0) est élément neutre pour * dans S.
-Soit V = (z,y,2) € §; cherchons V' = (2,4, 2') € S tel que V«V’' = V'V = (1,0,0),
ce qui équivaut grace a g a Ay x Ayr = Ay X Ay = I3. 1l suffit de résoudre Ay x Ay = I3
puisque * est commutative, c’est a dire :

xx' +zy +y =1

yr' +xy’ + 22’ =0 d’inconnue (2/,y/,2’); ¢’est un systéme de Cramer puisque son

2z +yy + 22 =0
déterminant est 1; on a alors V' € R3 tel que Ay x Ay = I3 ; en calculant le déterminant
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des deux membres, on obtient det(Ay/) = 1, ce qui montre que V' € §; on a montré
que tout élément de S posséde un symétrique pour la loi *.

Donc (S, *) est un groupe commutatif.

Montrons d’abord V(t,u) € R x U, F(t,u) € S.

Posons pour (t,u) € R x U, F(t,u), (z,y,2) = F(t,u) et V = (z,y,2). On a alors :
r+yt+z=eccarl+j+52=0.

[e™ + 2e (u+ 1) + e (u+u)? + e + 2e7(j2u + ju)+

¢ (fPu+ Ju)’ + e + 267 (u+ 570) + ¢ (Ju+ )]

x2+y2+22

NeoN =

1 2 L e C

ge’4t + §e*t(l + 3+ (u+7) + oL+t 73 (w? + )+
1 4 2 . ) — ezt . 2 2 72
§e—t+§e—t(1+‘7+] )(u—l—u)%—?(l—i—j—l—j )(u? + 1)+

1
= §€—4t _|_ 3€2t
3 2
Dot detAy = (z+y+2) §(I2+y2—|— 2)_($—|—y2—|-z)>
3/1 2 e 4t
_ 2t - -4t £ ot .
- (2 (36 T3¢ ) 2 )

On a montré que V(t,u) € R x U, F(t,u) € S.
Montrons que VYV = (z,y,z) € S, 3(t,u) € R x U tel que F(t,u) =V.

1

Soit V = (z,y,z) € S Posons t = ) In(z + y + 2) (en effet, on a vu que pour tout
point V de S, z +y + z > 0. Cela équivaut a x +y + z = e 2.
Comme det Ay = (z +vy + 2)(z + jy + j522)(z + j*y + jz) = 1, on a alors (z + jy +
722)(x + 7%y + jz) = €*. Or (z + jy + j*2) et (z + j*y + jz) = 1 sont 2 complexes
conjugués, leur module commun est donc e! et 'on peut poser : x + jy + j%z = elu et
x + 5%y + jz = e'u. D’ou le systéme :

r+y+z=e2 /1 /1 /1

r+jy+jiz=¢cu /1 /4% /j , quiest équivalent &

e+ Py +jr=ceu /1 [j /5

1

x== (e +e(utm))

y =z (e +e'(ju+ ju))

z==(e? + el (ju+ j%u))

3
J’ai montré que : VV = (x,y,2) € S, 3(t,u) € R x U tel que F(t,u) =V et F est sur-

jective.

Montrons que F' est injective.

Soient (t,u) et (¢,u') € Rx U tels que F(t,u) = F(t,u). Posons cette valeur commune
égale a (z,y, 2).

On a alors :
r4+y+z =< (eH+e(utmu))+ % (e + et (j2u + ju)) + % (€72 + et (ju + j*u))
—2t

Wl =

®
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et deméme z +y+z=e2;dont=t.
Puis :
v 4 gy + 5tz = o (€7 (147 +57) + ' (u+ 1) + je' (Pu + Ju) + %' (ju + j*1)) = e'u

et de méme :

Wl =

x+ jy + 5%z = etu/. D’ott u = o/. J’ai montré que F est injective.

’F est une bijection de R x U sur S‘

z+jy + %z

et '
Posons pour (t,u), (t',u') € R x U, F(t,u) =V = (x,y,2), F({t',u')=V"=(2/,y,2)
et V// — (l,// y// Z//) — V/ * V//‘

1
L’on a vu que si V = (z,y, 2) GS,t:—iln(:p—l—yﬁLz) et que u =

On a alors :

:L,I/+y//+ ZI/ — xml+yzl +Zy/ +l,y/ +yx/ +ZZ/+$Z/ +yy/+zx/
=(zx+y+2)(a+y +2)
o2t 5 o2
— 6_2(t+t,)

x// +jy// +J22N — :U.’LJ + yzl _|_ Zy/ +]($y/ +y:€/ + ZZ/) +]2($Z, + yy/ + le)
= (z+jy +j°2) (@' +jy + j*')
= et xoun (Jun'| = 1)
Donc F(t,u) « F(t',u') = F(t +t',uu).
L’on en déduit que F est un isomorphisme du groupe produit (R x U, T) (en posant
(t,u)T(t',u') = (t +t',un’)) sur le groupe (S, *).
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