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Soit f la fonction définie sur la droite réelle privée des points d'abscisse 1 et 2 par les

si x est un réel différent de 0, 1 et 2,
relations : f(x) = < 4nll-—xl

~ 1six=0.
L'objet de ce probléme est d'étudier les variations et le graphe de la fonction f (premiére
partie), de rechercher le développement en série entiere de f dans un voisinage de O (seconde
partie) puis d'appliquer certains résultats obtenus pour calculer l'inverse d'une matrice.

Premiere partie
Graphe de la fonction

19  Erudier les variations de la fonction f. Est-elle continue en O ? Est-ce que la fonction f
peut étre prolongée par continuité en 1 ? Etablir que la fonction f admet un minimum sur
la demi-droite ]2 , oo[. Soit xq 1'abscisse de ce minimum ; déterminer ce réel xg et la
valeur prise en ce point X, par la fonction f, avec une précision d'au moins 102 ; justi-
fier la précision, éventuellement supérieure, des résultats donnés en indiquant la mé-

thode et les moyens de calcul utilisés.

2°)  Ertudier la convexité de la fonction f. Démontrer que le graphe de la fonction f admet
deux points d'inflexion dont les abscisses sont des réels xj et x2 supérieurs a 1. Calcu-
ler ces réels xj et x7 ainsi que les valeurs prises par la fonction f en ces points avec une
précision d'au moins 10-2 ; justifier la précision, éventuellement supérieure, des résul-
tats donnés en indiquant la méthode et les moyens de calcul utilisés.

3°  Tracer le graphe de la fonction f en prenant lcm comme unité. Préciser le graphe de la
fonction f au voisinage du point d'abscisse 1 ainsi que les branches infinies.
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Seconde partie

Développement en série entiére de la fonction f dans un voisinage de l'origine

1°) a. Démontrer que la fonction f admet des développements limités & tout ordre n,n2 1,
dans un voisinage de l'origine. Un tel développement limité a l'ordre n s'écrit :

n
f(x) = z ap xP + o(x") .
p=0
Déterminer les deux premiers coefficients aget aj.

b.  Démontrer que la fonction dérivée f” admet des développements limités a tout ordre
n, n>1, dans un voisinage de l'origine. Quel est le développement limité de la
dérivée " a l'ordre n—-1 ?

c.  Etablir que pour tout entier n, n > 2, les coefficients ap vérifient la relation :
n-1

o _ L ax
(1) 4 =n+l zn-kﬂ'
k=1
En déduire les valeurs des coefficients ap, a3, a4 .

2°) Démontrer que la fonction f vérifie dans un voisinage de 0 'équation différentelle
x (1-x) y’ — (1-x) y = y2.
En déduire que, pour tout entier n, n > 4, les coefficients ap vérifient la relation :
n-2

(2) (n+l) ap = (—1) ap-1 + Zap anp -
p=2

3% a  Déduire des résultats précédents que la suite des coefficients ay vérifie, pour tout en-

. . S 1
tier n supérieur ou égal I : —<ap <5 .
supe uégal a 1, I'encadrement In2 an € 79

b. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere de terme général ap X7, n20.

Soit S(x) la somme de la série entiére a, x®, n20, lorsqu'elle est convergente :
q g

o0

S(x) = Ean x".

n=0
Anll—xl
X

¢.  Quelle est la valeur dans un voisinage de l'origine de I'expression S(x) ?

En déduire une relation simple, pour tout réel x de l'intervalle ]-R , R[, entre S(x) et
f(x).

d.  Etablir, pour tout entier n, n21, et tout réel x de l'intervalle 10, 1[, les inégalités :




118 CONCOURS COMMUN MINES-PONTS
Epreuve pratique 3/3

Zap xp<2ap - ,8nll—xl *

En déduire que la série de terme général ap, n21, est convergente.

e. Démontrer que la fonction S est encore définie pour x = R et x = —R. Déterminer

les valeurs des deux sommes Sj et S des séries de termes généraux ap, n21, et

(=1)P ag, n21 :
S1= Y an ; S2= D (-D"a,
n=l n=1
n-2

4°) Démontrer que la série de terme général up, n>4, défini par la relation up = Zap an_p»
p=2
o

est convergente. Donner un majorant de sa somme Zun. En déduire que la suite de

n=4
terme général n ap, n>1, est convergente ; déterminer sa limite.

5% Application au calcul de l'inverse d'une matrice.
Soit A la matrice carrée d'ordre n dont les éléments ajj sont définis par les relations :

sil<j<is€<n,

3jj = i—j+1
0sii<j.
L'indice i désigne le numéro de la ligne, I'indice j celui de la colonne. C'est-a-dire :
1 0 0 .. 0
1/2 1 0 .. 0
A=|1/3 1/2 1 .. 0

1/n 1/n-1 1/n-2 ... O

Soit J la matrice carrée d'ordre n dont les éléments cjj sont définis par les relations :

Cij = Oi j+1 -
Le symbole 8; j désigne le réel 1 si les indices i et j sont égaux, O s'ils sont différents.
00 ..00
1 0..00
J=101 .. 00
00 ... 00
00 .. 10

Calculer les puissances successives de la matrice J. Démontrer que la matrice A est une
fonction polynomiale de J. Déterminer 1a matrice inverse de la matrice A.

FIN DU PROBLEME



