
REMARQUES M P O R T A ~ E S .  l0 Outre I'énoncé proprement dit, le lexie comporte une préseniarion ddtaillCr de chacun des deux thdmes 

2" Lcs diflcultds du problème sont graditées et le jury saura apprkier la qiialitd de la ddaction et toutes les 

proposés aiilsi qu'une définition des objeciiji recherchés. 

démonstrations cluires et corirpl~tes Ci I'ititérierrr de cliacun de ces thPines. 

L'usage des instruments de calcul, en purticitlier des calculatrices électroniques de poche - y compris cal- 
culutrices progrurrtrtiubles et alphurirtmériques - à jot~ctiot1ttetiwnt urrtonoriie, non ittipritiiatites, est uuiorisd 
cor$mtiCmerit 6 lu circulaire t P  f16-228 du 28 juillet 1986. 

Notalions et objectifs du problème 
+ a  

Une suite w = ( w,,),,cz de nombres complexes étant donnée, on dit que la serie C IV, est convergente 

(resp. absolument convergente) si les deux sCries C wn et IV- sont toutes deux convergentes (resp. abso- 

lument comergentes) et on pose alors C w,, = C IV,, i- IV- II . Au cours du problème, on utilise I'es- 

Pace préhilknien complexe 13, des suites II = (id,,),iGz telles que C 1 uni* est convergente, le produit scalaire 

de deux éléments II et Y étant défini par (ul v )  = 1 ;,,un, la nonne associde étant notde Y II. Le sous-espace 

préhilbertieo complexe de H, constitué des suites II de H, , telles que 14, I O pour tout entier n strictement 
négatif, est noté H l  . 

ta première partie du problème étudie des critères pour qu'une matrice hennitienne soit définie positive. 
A l'exception de la question I.4.c. dont le risultaj peut êire utilisd dans la question II1.2.c., la suite du problème 
est indépendante de cette premièregartie et est consacrée a I'étude et a la ditennination des spectres, dont la 
définition est donnie plus loin, de certains endoniorphismes hennitiens positifs inversibles d'un espace préhil- 
bertien I l .  Après une brève étude en dimension finie où ce specrre est une partie finie de R, la deuxième partie 
en fournit une localisation dans le cas d'un espace €1 quelconque puis, dans l'espace H I ,  propose un exemple où 
ce spectre est l'ensemble des points dune suire convergente de réels et de sa limite. 

Les misième et quatrième parties fournissent enfin. dans le cas de l'espace H2, un deuxitme exemple 
dans lequel le spectre s'identifie à un segment de R. 
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PREMIGRE PARTIE 

L'espace préhilbertien considérd dans cette partie est C" où n est un entier donnC supCricur i un. Le pr& 
' duit scalaire des deux vecteurs x = (x, , +, ..., xn) et y = ( y , ,  fi, ... , y.) est ddhu par : 

W Y )  i %Y& ; 
&:a  

la norme du vecteur x est définie par llxY = m. 
Si A est une matrice B coefficients complexes, à n lignes et p CO~OM~S, on note A* - 'A, la matrice h 

p lignes et n colonnes dont les coefficients sont les conjugués de ceux de la matrice transposée de A. Une 
matrice carrée A est dite hermitienne si A = A*. 

Dans ce qui suit, un ClCrnent x de Cn est identifid avec la colonne X de composantes sur la base CUH)- 

nique et A désigne aussi bien unematrice carrée d'ordre n que I'endomorphismede C" qui lui est associd. Aind 
le vecteur Ax, image de x par l'endomorphisme A, s'exprime par le produit matriciel AX et le produit scalaire. 
(ylAx) peut s'écrire Y*AX. 

La matrice carrée A d'ordre n est dite définie positive si A est hennitienoe et si, quel que soit x, dl6ment 
non nul de Cn, le nombre (xIAx) (ou X*AX) est strictement positif. 

Le dtterminant d'une matrice carde A est noté det A. 
L'objet de cette première partie est de dégager des critères pour qu'une matrice hennitienne A soit dCfi- . 

nie positive. 
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1.1. fCtude d'une forme hermitienne sur C. 

a. Gtant donnés un nombre réel non nul a, un nombre rtel quelconque c et un nombre complexe quelcon- 
que b, on pose, pour tout nombre complexe z : T(z) z al 21, f- bz + '6z + c. 

(On remarquera que T(z) est un nombre réel.) 
Montrer que, pour tout nombre complexe z : 

, une condition nécessaire et suffisante 
I b12 En déduire, en faisant intervenir les deux nombres a et c - - 
a 

pour que T(z) soit strictement positif quel que soit le nombre complexe L. 

I bl' 
a 

b. Application : Soient a et y deux nombres réels et un nombre complexe. DCterminer une condition 

nécessaire et suffisante faisant intervenir a et le déterminant de la matrice [i y"] pour que cette 
matrice soit définie positive. 

1.2. Premier cri the de positivitd d'une matrice M. 

Dans'cette question, M est une matrice hermitienne donnée, d'ordre n supérieur ou dgal B deux. On 
décompose M sous la forme : 

a V* 
M = [ v  81 

OÙ a est un réel, V une matrice colonne a n - 1 éléments et Ü une matrice heimitienne &ordre n - 1. 

( 1 oh z est un nombre complexe et r! a. En dicomposant la colonne Z de C" sous la forme 2 

une matrice colonne P n - 1 lignes, calculer le nombre complexe Z * M z  

b. Montrer-que la matrice M est définie positive si et seulement si les conditions suivanta sont S ~ d m ~  
ment sahsfaites : 
- le nombre a est strictement positif; 
- la matrice hennitienne aa - W* est définie positive. 

(A cet effet, on utilisera 1.1. avec b = V*z  L IZ v et c = 2 M 2 .) 
Le processus précédent peut être itéré. On pose : 

- * - -  

MI z M, dl = a ,  V I  v, ai =@ v M2 = d& - v b f l .  

Si n 2 3, on décompose M2 sous la forme : 

OÙ d, est réel et V ,  une colonne A n - 2 Cléments. On construit ainsi par rdcurrence une suite (M,) da 
matrices hermitiennes d'ordre t~ - k + 1 ( ou k I 1, 2, ..., t1) et une suite (db) de réels liées par les 
relations : 

Pour k n,  M, [d,J est d'ordre 1 et le processus s'arrête. 

c. Montrer que M est définie positive si et seulement si tous les nombres de la suite (dk)l < k < ,  sont stricte- 
ment positifs. 

d. Rédiger, dans le langage usuel, et en quelques lignes, un algorithme permettant de calculer les 
nombres dk, prenant fin au pre@er nombre dk, s'il existe, qui est négatif ou nul, et décidant si une 
matrice hermitienne M donnée est définie positive ou non. 

1.3. Deux ihe  crithe de positivitb. 

M est toujours une matrice hermitienne donnée d'ordre n supdrieur ou égal deux. On utilise les notations 
précédentes. 

a. On suppose n = 2 ; montrer que det M, ca dct Mz . 
b. Montrer que si n est supérieur strictement àdeux et si dl est nul, alors det Mz est nul. 
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c, Pour n strictement supérieur B deux et di non nul, montrer que di'-, del Mi = det M, . 
Indicorion :On pourra multiplier par di les n - 1 dernières colonnes de Mi ; en ajoutant A chacune de ces 
colonnes un multiple convenable de la première colonne de M i ,  on se ramène à calculer un déterminant 
dont la première ligne ne comporte plus qu'un seul coefficient non nul. 

d. Pour n > 3, en supposant les nombres dk non nuls pour k = 1,2, ..., n - 2, montrer que : 

e. On note C, la matrice formeh des premières lignes et des p premières colonnes de M, et A, le dtter- 
minant de C, , Exprimer, lorsque les nombres dk sont non nuls, A, et A, à l'aide des nombres dk puis, 
pour p E { 3, ... , n) , exprimer dp en fonction de d, , d, , ... , dP-, et A,, lorsque n 3 (on pourra appli- 
quer 1.3.d. à la matrice C,). 

5 DCduire de ce qui précède que la matrice M est définie positive si et seulement si tous les nombres de la 
suite (Ak), < & < .. sont strictement positifs. 

-4. Applicafions 

o. En utilisant le premier crithe, montrer que la matrice M suivante est définie positive : 

1 1 0 0  

O O b a  

6. Le nombre o réel et le nombre b complexe étant donnés, on considère : 

.En utilisant le premier critère, déterminer les valeurs de O et de b pour 
. .  

IesquellesM est dCfinie positive. 

c. Soit la matrice réelle A d'ordre n de coefficients apv0 définis par O,,., = exp (- IP-q l ) .  
Utiliser le second critère pour prouver que A est définie positive. 

DEUXICME PARTIE 

Un espace préhilbertien complexe H Ctant donné, on note (xly) le produit scalaire de deux vecteurs x et y 
de H et I x l  la norme du vecteur x. Un endomorphisme cp de l'espace H est dit hermitien (ou auto-adjoint) si, 
quel que soit le couple (x, y) d'éléments de H, I'égalité (cp(x)ly) - (xlcp0,)) est vérifiée. Un tel endomorphisme 
est dit positif (resp. défini positif) si, quel que soit x dans H, le réel (cp(x)lx) est positif (resp. strictement positif 
pour tout x non nul dans H). On désigne par End([{) l'algèbre des endomorphismes de €4; l'unité de cette 
algèbre est l'endomorphisme identité de H noté 1. 

11.1. &tude du spectre en dimension finie. 

Si cp est un endomorphisme de C", le spectre de cp est l'ensemble, notC u(cp). des nombres complexes A tels 
que cp - AI ne soit pas inversible. L'algèbre End(C") est munie de la norme dtfinie par : llcpll - sup { ~ l ~ ( ~ ) l l  , l lx1 1. 

o. Soit cp un endomorphisme hermitien de C". Prouver que le spectre de cp s'identifie B l'ensemble des 
valeurs propres de cp et que ce spectre est inclus dans R. 

6. On designe par p(cp) le plus grand module des valeurs propres de cp. En supposant toujours cp hermi- 
tien, prouver que llcpll 4 p(cp). puis que llcpll= p(rp). (On pourra utiliser une base orthonormCe de 
vecteurs propres.) 

c. Donner une condition necessaire et suffisante, portant sur les valeurs propres de cp, pour que l'endo- 
morphisme hermitien cp soit positif (resp. défini positif). Que peut-on dire dans ce cas de IlcpH ? 

d. On suppose que cp est hermitien positif et inversible ; montrer que cp- est également hermitien et posi- 
tif et déduire de ce qui précède que u (cp) est inclus dans [llcp' II' ', I l c p l l ~  

Dans les auestions suivantes. H est de dimension infinie et complet. Le sous-espace de End(H) constituC 
des endomorphismes continus de H est une sous-algèbre de End(H) que l'on nbte Z(H). La norme d'un 
endomorphisme p continu de H est toujours définie par : 

W l  = sup { Ilcpp(x)i~, x E €4 , nxii G 11 

et on admettra que. muni de cette norme, Y ( H )  est complet. On admet également la propriétt de la norme 
du composé de deux eléments de Z(H)  : llcp01)ll < llcpll Il~)ll. 

Un élCment cp de 2 ( H )  est dit inversible dans 3 ( H )  si cp est bijectif sur f j  et si.cp'' est continu. Le 
spectre o(cp) est l'ensemble des nombres complexes A tels que cp - AI n'est pas inversible dans X(H). 
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ktude d'un premier exemple. 

Dans cette question l'espace H est celui, noté IIl, du préambule, on admettra qu'il est complet. Soit I# 
I'application qui associe à toute suite u de H I  la suite notée V,,, de terme général : 

n + 1  
' 

( V U ) "  = n+2 U" * 
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11.2. 

a. Ddmontrer que V, est un endomorphisme de H I ,  hermitien défini positif et continu. Calculer !$Il. 

b. DCterminer les nombres complexes A tels que q - AI soit non injectif. 

c, Montrer que - 1 n'est pas surjectif, puis que, si A n'appartient pas B [ 5: n E N) U [ 11 1 
'q - AI est inversible dans J?'(H,). En déduire O(*). 

d. Calculer nq-lnetvdrifierenfinqueu(11) C [llq-lll-l, ll*ll]. 

11.3: Premihres locnlisatlons du spectre de cp. 

Un espace préhilbertien complet quelconque H étant donnb, on considère un Clément fixd cp de YV). 
Les puissances successives de cp par composition sont notées cpk (avec cpo - 1 et cp' - cp). 

a. Montrer que si un nombre complexe donné z vérifie Izl  > Ilcpll, la sdrie C t- cpk converge norma- 

lement dans J?(H). En déduire que cp - zI est inversible dans X(H) et que a(q) est inclus dans le 
disque ferme de centre O et de rayon Ncpll. 

+ a  

k :O 

b. On pose K T. Hcp - 1 II. Prouver que O ( cp )  est inclus dans le disque fermé de centre 1 et de rayon K. 

11.4. Realite du spectre d'un endomorphisme hermitien. 

Soit cp un endomorphisme hermitien appartenant à 2'(H). 
a. Montrer que, pour tout ClCrnent xde H et pour tout nombre de l  A,  Ilcp(x) + iAxll* ,< (Ilcpl' + A*) Nxl12. 

En dtduire I'in4galité llcp + i A I l l '  6 llcpW* + A*.  

6. Prouver que si le nombre z n'est pas réel, cp - ZI est inversible dans Z(H). 'A cet effet. on posera 
z - a + ip  et on montrera, en utilisant 11.3.0., que si cp - zI n'est pas inversible dans J?(H), 
alors pour tout nombre réel A, a? 3. (p + A)' 6 Ilcp + ihlll z. En déduire que le spectre de cp est 
inclus dans R. 

11.5. Cas d'un endomorphisme hermitien el infersible. 

Soit cp un Clément donne de Y(H) hermitien et inversible dans Y(H). 

a. Prouver que cp-l est hennitien et déduire de ce qui précède que u(qrl) est inclus dans 
[- ncp- l n  , IIT- 1111. 

b. Prouver qu'un nombre rCel A appartient à a(9) si et seulement si son inverse appartient h o(cp-'). 
Montrer que IlcpU llcp- I H 2 1 et déduire de I'étude précédente I'inclusion suivante : 

0(9) c ~ - I I ~ ~ , . - I I ~ - ~ I I - ~ ) U  [ n ~ - ~ n - l , n c p i j .  

a. Soit Y - ( V k ) k I L  une suite bornée'de nombres complexes. 
+ r  

Prouver que, pour tout entier n fud dans Z, la sCrie C u ~ v , , ~  est convergente. Sa somme est not& Wn* 
- 0  

b. Les hypothèses restant les mêmes, prouver h I'aide de I'indgalité de Cauchy-Schwarz que, pour tout 
P 

P Z - P  
d Hu111 1 l ~ p ~ ~ n - p l z . .  En remarquant que la strie 

+ c  

entier positif p, 
& 0  

lWnV 6 I IUII I~ c l u p l l v " ~ p l ~ .  
- 0  

C 1 uP I I v,,- I2 est convergente, montrer que, pour tout n : 
- 0  
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- k  
o. Prouver que la suite de t m e  gCnCral vN converge vers v dans H,. 

b. Prouver que, pour tout couple d'entiers (p, &) de Z, ( G p l c p u ( G k ) )  = (cpu(6p)lbk) et en déduire h l'aide 

c. A l'aide de la question 1.4.c., prouver que les nombres (cp,(P) I vN) sont psitifs et en dtduire que cp, es1 positif. 

du rCsultat prCcCdent que cp, est hennitien. 

111.3. Inversibilid de cp, drns Y(Hz). 

o. Soit v E V. Prouver que C 
' ment sur R et que la fonctii"somme F, est 2x-p~riodique et continue sur R. 
b. QUCIIC est la fonction F, assbciée h w a cpv(bk) où v E v 
c. Soient v et 3 deux ClCments de V. Montrer que cp,( 3) 

d. Soient v et 3 deux ClCments de V, comparer pv( 3) h la suite des coefficients deFourier de F,F, (on 

e. Calculer Fu et montrer que F,(r)# O pour tout réel 1. En remarquant que - est un polynôme tri- 

& En utilisant b) et c) ou a), montrer que, pour tout entier k E Z, cp,,ocp,,(bk) z bk et en déduire que cp, 

+r 
v,,c", série de fonctions de la variable rCelle r ,  converge nonnale- 

. 

cp,( v). 

calculera ces coefficients en utilisant le développement en sCrie de Fourier de F,). 
1 .  

gonombtrique, déterminer l'Clément d de V tel que F,F, 1. F U  

est inversible dans Jf(H,), d'inverse cp,,. 

QUATRIkME PARTIE On poursuit I'étude du spectre de l'endomorphisme 9,. 

IV.l. Localisation de o(cpU). 

o. Calculer II ull et I lill et en déduire des majorations de I cp,U et de Il cp; l R. 
b. Calculer II u - bo I I ,  en déduire une majoration de ll cp, - 1 I puis, 

e -  1 en utilisant II.3.b. et II.5.b., prouver que : 

Pour la fin du probl&me, a Ctant un nombre réel et p Ctant un entier strictement positif, on note va+ 
ou plus simplement v I'tltment de V defini par v,, - elna si In1 C p et y,, - O si In1 > p. On 
pose également : 00 -1nl - i w a  

X e  + O  

w - cp,(.v) - FJ - a) v où Fu( - a) z C e-lr'e-ha. 
- m  -00 

IV.2. Majoration de Il wl. On suppose a et p fixés. 
n+P +r 

Montrer que, si n > p ,  I wml 6 C 
k = s - p  n s  p + I  

Montrer que si O < n < p ,  1 w,,l 6 

réel KI indépendant de p tel que 

Etudier, sans nouveaux calculs, le cas n < O et prouver qu'il existe K tel que, pour tout entier positif p ,  

c- k .  En déduire qu'il existe un réel K, indépendant de p tel 

C 8 + C e - k .  En déduire qu'il existe un nombre 
-a m+p+l , 

I wnIZ 4 KI . 

que C 1 wn12 4 &I 

m-p- 1 + a  

P 

r = O  

I wII < K. 

II. 

b. 

Soient xc de norme 1 et y' les Cléments de H, définis par XI = - P.? et = - wO.r 
1 vO.r 1 - n P.PII 

Prouver, a étant toujours un de l  fixd, que Iim y? - O. En déduire que, quel que soit a, Fu(- a) E o(cp,). ? -  - 


