Correction Mines 1 PC 2010

| Préliminaires

Q1

a)On a |[f(t)g(x —t)|< |lg]|-f(t) pour tous x et t réels.

D’ou I'existence de f x g par comparaison puisque f est intégrable

b)L'application x — f(t)g(x — t) est continue pour tout t réel, et de plus on a la
condition de domination donnée par a) donc f x g est continue sur R

¢)On fait le changement de variable u = x —t = h(t). h est strictement décroissante de
classe C!, réalise un difféomorphissme de R sur R et |h'(t)}= 1. On obtient donc ;

fge) = [ fx-bg(t)dt = g * Fx)

(et 'on obtient ainsi la convergence de l'intégrale définissant g x f)
Q2
Soit (xp) une suite réelle tendant vers +o .On pose u, = f x g(x,) = ji: f(Hg(xn — t)dt

On a la condition de domination |g(t)f(x, — t)|< |lg||-f(t) et pour tout t réel fixé:
lim f(H)g(xn —t) = 0 d’ou lim fx g(x,) = 0

Ceci etant valable pour toute suite réelle tendant vers +oo, on a |lim f x g(x) = 0

(caractérisation séquentielle de la limite)
On a un raisonement analogue en —o

Q3

Sif et g sont dans P(R), f x g existe et est continue par le méme argument qu’en Q1
On a [f(t)g(x — )< [l9]l-f(t) pour tous x et t réels donc [f x g(X)[< [|9]l- ji: f(t)dt = |||l

f x g est positive par positivité de l'intégrande
Enfin, en posant F(x,t) = f(t)g(x —t), l'intégrale ji: F(x,t)dt converge pour tout réel x

.D’autre part I'intégrale ji: F(x,t)dx converge pour tout t en posantu = x —t (puisque ¢

est intégrable), d’ou (1) puisque F est positive
Dautre part [ F(x,tydx = f(t) [ g(x - tydx = f(t) [~ g(u)du = f(t). Donc

t- | i: F(x, t)dx est intégrable , d’oul (3)

On admet (2).
On a donc

[ % g0odx = [ ([T fhgx - Hdtdx = [ ([ fhgx - dxydt = [ f(Hydt = 1
Tout est donc dit

Il Une classe d’opérateurs sur Co(R)

Q4

On a d’'apres la question 3 [f x UX)I< |ull d’ou [[T+(U)]lo < [l




Q5

TiTgu) =Te(@*u) =fx(@gxu) = (F*xg)xu=(g*xf)xu=TgTs(u)
Q6
Comme Ty, Ty, = Ty, Ts, On a:
ITe,Te, (U) = Ty Tg (Wllo = [T, (Tr, (U) = T, (W) = (Tgy = T, )(Tgo (UDlleo = [ITr, (Tr, (U) = T,
< T, (T, (W) = T (UDleo + T, ((Tgy = Tr )WDNleo < ([T, (U) = T, (Wlleo + [(Tg, = T )(Wleo
Q7

On raisonne par récurrence sur n a partir de la question précédente

Il Lois normales

Remarque: g, est la densité de la loi normale N(O, h)

Q8
a)gn est continue positive bornée
On effectue dans ji: gn(X)dx le changement de variables u = - = ¢(x). ¢ estune

x2
2

dx

bijection de classe C! de R sur R et I'on obtient I'intégrale ji: eﬁ_
qui converge et vaut 1, d’ou la convergence et la valeur ji: gh(x)dx = 1

b)x - xgn(x) est continue et impaire. De plus xgn(X) = o+oo(xi2), d’ou lintégrabilité

surR

On adonc | [ xgn(x)dx = 0

c)x - x2gh(x) est continue et paire. De plus x?gh(x) = o+oo(xi2), d’ou l'intégrabilité sur
R
En effectuant une intégration par parties, on a pour

. a 2 _ _L _i a h a _i
a>0: J'Ox gnh(X)dx = [ mxe 2n2 ]0+ = J'Oe 27 dx
Et en faisant tendre a vers +oo : j:’o X2gn(x)dx = 1. Par parité:| [ x2gn(x)dx = h2
Q9

On montre par récurrence sur p € N, que (gn)™ = g sn €t que , d’apres l'associativité

de * : (Tgn)? = Ty», d'ol le résultat.

IV Convergence faible sur P(R)
Q10

gn est de classe C* comme composée de fonctions de classe C”
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k,il existe un polynémePy, de
degré k tel que :




k _x2
VX € R (%gh)(x) = Pyn(x)e 22

C’est vrai pour k = 0 avec Pop(x) = 1
On suppose la propriété vraie a I'ordre k € N. On obtient alors par dérivation:

gkl ) X _x2
vx e R (Wgh)(x) = (Pyn(¥) - FPk,h(x))e a?

On pose alors Py (X)) = (PL,h(x) - h—szk,h(x)) et P14 est bien un polynédme

(opérations sur les polynémes) de degré k + 1 puisque deg(ZPkn(x)) =k+1et
degPy, < k-1.
Q11

. _u? . e p
La fonction u —» Pyp(u)e «? est continue et de limite nulle en +o, donc est bornée sur
R.

><—l)2

En particulier, il existe M > 0 tel que pour tout réels x ett : |Pxh(x—t)e =2 | <M (en

considérantu = x —t)
_ 0?2 _(t-a?
De plus pour x € [-a,a] et [t{> 2a, on a |x—t> |tHx|> t-adonce = <e w2

(ti-2)2

et on pose ¢«(t) = M pourt € [-2a,2a] et ¢(t) =e™ 2  si[t)> 2a. Comme
ok (t) = oiw(tlz), ¢« est intégrable (car continue par morceeaux).

Q12

Montrons directement que Ty, (u) est de classe C* sur R

To (W) = [ gn(x - Hu(tdt

Comme gj est de classe C* et que u est bornée (mettons |ul< K), on a pour tout
entier naturel k |(:—xkkgh)(x —Hu(t)|< Kgk(t) ce qui donne simultanément l'intégrabilité de

:—:k(gh(x —t)u(t)) et la condition de domination pour x € [a,a]
Tg,(u) estdonc de classe C* sur [—a,a] et par extension sur R , et pour tout entier
o _ ey
naturel k et tout réel x : (T, (U))®(x) = j:ﬂ Pin(X —t)e 22 u(t)dt

Q13

Soit x,, une suite réelle de limite 400
+00 _ L2
(T )P Xn) = [ Pin(xa = e 2% u(®)dt et [(L-gn)(xs — HUDIE K (d).

xn—1)2

Comme lim Py (Xn — t)e_(zT u(t) = 0 pour tout t réel (croissances comparées), on
obtient d’aprés le théoréme de convergence dominée: nIlmo(Tgh(u))(k)(xn) =0.

On a donc d’apreés la caractérisation séquentielle de la limite: xlimo(Tgh(u))(k) x)=0

On montre de méme que im (T, (u))®(x) = 0.

Q14

On effectue pour h positif le changement de variables de classe C! strictement



monotone

t = hudt = hdu
+o0 1 N _ o g 2 . o _ . +o0 _
ja = 2h2dt—J.% —=¢"duetcomme lim & — +oo, onar!Lr(pja gn(t)dt = 0

Comme gy, est paire: j:: gn(t)dt = j:ﬂ gn(t)dt, on a bien: lim j:: gn()dt = 0

Q15
On sait que jjgh(t)dt = 1. On a alors pour tout réel x
HI(Tgn() - W= [ gn® =1 —u)dt| < [ gn(®lulx - t) - u(b)ldt

Soit € > 0 arbitraire et a > 0 choisi comme en Q14
On a alors

I(Tgn (W) = WO [* gr®UC =1 = u®dt+ [ gn®ux =) —uldt+ [ gn®ux—t) - ut)
Soit |(Tgn(W) ~ WO &* ga®dt+2ullo ([ gn®dt+ [ gn(t)dt)
Onao < [" gn(tdt < [ gn(dt = 1 puisque gn est positive et

lim2|ull ([, gn(®dt+ [ gn(t)dt) = 0
donc il existe g > 0 tel que 0 < h < = 2|ull..([ :’"gh(t)du [ onhat) < e

Onaalors0 <h < f=VxeR|Tgnu) —uX)I< e = |Tgn(u) —u|< 2¢
D’ou le résultat.

Q16
Soitu € Co(R).
Pour tout
h >0 [Tg,(Te,(u) = Te(U)) — (Ts,(U) = Tl = [[Tt,(Tgy (W) — Te(Tgn()) — (T, (U) — Te(w))l
Tt (Tg,(U) —u) = Te(Tg, (U) — U]l < 2||Tg,(u) —ull (Puisque les fonctions f, et f sont
dans P(R),))
Donc
[Tt (W) = TeWlleo < Tg, (Tr, W) = Te(U)) = (T, (W) = Te(U)lee + [Ty, (T1, (W) = Tr(U)llo < 2[[Tg, (U
Soit ¢ > 0. D’apres la question 15, il existe h > 0 tel que 2|[Tg,(u) —ull.. < 5. Ona
alors Ty, (u) € Cz(R) donc, il existe un rang N a partir duquel
ITs (Tgn (U) = Te(Tg (U)o < 5
On adonc lim T, (u) = Ts(W)l. = 0
(fn) converge donc faiblement vers f

Q17
D’aprés la formule de Taylor-Young au voisinage de x (u est de classe C®) :
U(X — 1) = u(x) — tu'(x) + L-u" (x) + 0o(t?)

s u=D-u)+u’ () ut(x)
et donc ItLrQ 2 = —




La fonction se prolonge donc bien continment en O
On a alors, comme f, et f& sont dans P :

n (Tr, (W) —u(x)) —2u"(x) = nj fo(x — ) (u(t) — u(x))dt — ij' u" (x)fE (t)dt
=[x -1 - ue))dt— £ [ u" 0 dt = n [ fa U - t) - ue) - t2u" (0))dt
D’autre part:

[ (Rt _ 0 Yz tyait = [ nfa()(U(x— 1) — u(o) + ' (x) — £2u" (x))dt
Comme j_oo tfo(t)dt = 0, on obtient bien I'égalité demandée

Q18
Soit un réel x
_t — t !
On pose Vy(t) = L ut(ZX)+u S (x)
sur R et bornée car de limite nulle en oo

pour t non nul et vy(0) = 0. vx est bien continue
D00+ (-2 U
D'aprés linégalité de Taylor-Lagrange [v(b) |22 U(XH:S ol
D’ apres (1), poura > 0:| ja v(Ofs(dt| < lasuprlu®@|[” fi(tdt
< Lalsuprlu®|[ " fiOdt < £alsuprlu®)
Pour ¢ > 0, on peut choisir & > 0 (indépendemment de x) tel que + |ajsuprlu®|< £
donc | : v(Ofidt| < £
D’autre part, pour t non nul vy (H)I< +[lu” |l + ﬁ||u’||oo + t%||u||oo
Soita >0
Pourt > a [v(t) fa()I< (F2[|u" [l + tu'll + 2lJull)nyAT(/AL) < Kt2n/nf(/nt) avec
Ka = 5 IU" e + 510" lle + 2 lull

J-+oo( u(x—t)— u(x)+tu x _u (><) )fn (t)dt| f*i (Hdt < K”

[< &Htisuprlu®] (1)

et donc|

On a donc n_)+oo +°°( u(x—t)— u(x)+tu x) u"z(x) )fﬁ (tHdt = 0

De méme ,onal lim [ ( HxD- “(x)”“ B _ L )fﬁ(t)dt =0

N—>-+o00

On peut donc choisir un entier naturel n tel que pour

n>N: J-+00( u(x—t)— u(x)+tu x (x) )f“ (t)dt| " |J‘ ( u(x—t)— u(x)+tu (X) u"z(x) )fﬁ (t)dt| < 7&
(et N est mdependant de x)
Pour n > N, on a donc pour tout x réel  |n(T, (u)(X) —u(x)) —+u"(x)| < ¢etdonc

IN(Te, (W) —u(x) —Fu" |l
On adonc | lim ||n(Tg, (U)(X) —u(x)) — —u"(x) ||

N—>-+o00

Q19
On a T} @) ~ To, Wl = [T, =T, Wl < 0T, =Ty, W]

< In(Ts, (U) —u) = 3u"[| + ||n(Tg% (U) —u) = $U" ||



Or pour tout x réel :g s (x) = %exp(—n%) = JAg1(JX)
Or g; est une fonction de P(R) vérifiant les hypothéses de la question 17

Onadonc lim[n(Tg, (u)-u)— Ul = 0dot ]| lim|T7 (u) = Tg, (W]l = 0
Jm

N—>-+o0 n




