Partie I

Question I'1

Soit h un projecteur de E, cyclique, et soit C? = {a, h(a),...h?~1(a)} un cycle
de h. Puisque h?(a) = h(a) et puisque les p éléments de CP sont disjoints, on
en déduit que p < 2. Comme C? est une partie génératrice de E, on a:
n=dimF < p.

Donc, un projecteur h peut étre cyclique pour n =1 ou n = 2.

Dans le cas ot n = 1, un cycle de h s’écrit {a}, oll a est un vecteur non nul de
E.

Dans le cas ot n = 2, un cycle de h s’écrit {a, h(a)}, olt a est un vecteur de F
qui n’appartient ni au noyau, ni a I'image de h

‘ Question I 2a

On choisit a = e; et p = n. On vérifie facilement que C? est un cycle de f.
On vérifie également que :

ergf=1gA=n-1

o II;(X)=X""1(X —1)

Les valeurs propres de f sont 0, de multiplicité n — 1 et 1, de multiplicité
1.

Eo(f) est de dimension 1 (puisque rg f =n — 1)

E1(f) est de dimension 1 (puisque 1 est une valeur propre simple)

e Donc, f est diagonalisable si et seulement si n = 2

‘ Question I 2b‘

On choisit a =€y et p=n+1.
n
o CP = {ey,eq,...,en, —Zek} est une partie génératrice de F, dont les
k=1
éléments sont 2 a 2 distincts.
e pour tout i € {1,...,n} g(e;) € CP
n n—1 n
9 <—Z€k> = —Z€k+1 +Z€k =e
k=1 k=1 k=1

Donc: g (C2) Cc C?
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g est donc cyclique et un cycle de g est CQI‘H

Il est clair que g est de rang n ‘

Ona: g"tl(e ( Z%) =e

Vie{2,...,n} g™ (e)=g" o g (er) =g o g" T (e1) =€

g™ coincidant avec id sur une base de FE, est donc égale & id. g annule donc

le polynome X™t! — 1, qui est scindé sur C, & racines simples.

‘Donc, g est diagonalisable‘

‘ Question I 3a‘

Soit f € L(FE) cyclique d’ordre p et C? un cycle de f. Puisque C? est une partie
génératrice de F de cardinal p, on a :

‘ Question I 3b ‘

A . —1 7
CP étant un cycle de f, Im f contient f(a),..., fP~'(a). Le sous-espace engendré
par ces vecteurs est de dimension n — 1 au moins, puisque C? est une partie
génératrice de F.

‘Donc, Im f est de dimension n — 1 au moins ‘

‘ Question I 4a‘

Notons H Ry, la propriété : f*(a) € Vect F
o {a,f(a),...,f™ a), f™(a)} est lide et {a, f(a),..., f™ (a)} est libre.
On en déduit que f™(a) appartient a Vect(a, f(a),..., f" 1(a)).
On en déduit que HR,, est vraie.

e Supposons que HRy est vraie avec k > m. Alors, f¥(a) appartient
a Vect(a, f(a),...,f™ '(a)}. On en déduit que f¥+1(a) appartient &
Vect(f(a), f2(a), ..., f™(a)). Puisque HR,, est vraie, on a:

Vect(f(a), 2(a), .., f™(a)) C Vect(a, f(a), ... S (a)}.

On en déduit que H Ry41 est vraie.

‘Donc, par récurrence : Yk > m  fF(a) € Vect]:‘

‘ Question I 4b

On déduit de la question précédente que tout élément de C? est un élément de
Vect F. Comme C? est une partie génératrice de E, il en est de méme de F.
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F étant a la fois une partie génératrice et une famille libre de F, est donc une
base de E. En particulier n = m.

‘Donc, F ={a, f(a),..., f" 1(a)} est une base de E

‘ Question I 4c‘

n—1
D’apres la question précédente, si R = Z r X" est un élément de C,,_q [X], on

k=0
a

R(f)=0 = R(f)(a)=0
n—1
= Z reff(a) =0
k=0
= Vke{0,....n—1} rp=0
On en déduit qu’un polynéme annulateur de f non nul est de degré au moins n

et donc que Py est de degré au moins n. Comme Py est un diviseur unitaire de
IT; (théoréme de Cayley-Hamilton), on en déduit que :

Question I 5

Si f est bijectif et si C? est un cycle de f, alors il existe k dans {0,...,p — 1}
tel que :

fP(a) = f*(a)

Si k était non nul, puisque f* est bijective, on aurait :

fr*a) =a

ce qui serait contradictoire puisque a et fP~(a), étant deux éléments de C?,
devraient étre distincts.

‘Si f est bijectif et si CF est un cycle de f, on a fP(a) =a ‘

Question I 6

Soit C? un cycle de f. On sait d’apres la question I 4b que (e, f(e)) est une
base de E. La matrice de f dans cette base est :

0 «
1B
Or,ona: g=trf=% a=—det f=a
Deplus, ona: f2(e)=e ou f2(e)= f(e)

Dans le cas ou f2(e) = e, ceci entraine :

a=1 b=0

Mais, dans ce cas, 1 est valeur propre de f (Pf= X% —1).
Dans le cas ou f2(e) = f(e), ceci entraine :

a=0 b=1

Mais, dans ce cas, 1 est valeur propre de f (Py = X (X — 1))
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‘H n’existe aucune valeur de a et b pour que f soit cyclique d’ordre 2

Question I 7

f™ est I’endomorphisme de C2 dont la matrice dans la base canonique est
cosnf —sinnd
sinnf  cosnb

> (d’apres le cours sur les rotations d’un plan euclidien).

a
e Sif e 27Q, écrivons 0 = 271'5, avec a A b= 1. Puisque 0 n’appartient pas
a22nZ:b>1.
On choisit a = e; et p=0b— 1.
— CP est une partie génératrice de E, puisque (a, f(a)) est une famille
génératrice de C? (rappelons que @ n’est pas un élément de 27Z).

— f¥(a) = fY(a)= k0 =10 (mod 27)
= (k—1)a =0 (mod b)
=—> k — [ multiple de b
CP possede donc p éléments distincts 2 a 2

— Puisque fP(a) = a, C? est stable par f
Donc, C? est un cycle de f et f est cyclique
e Réciproquement, si f est cyclique et si C? est un cycle de f, alors, puisque
f est bijective, on a : fP(a) = a.

Si pf n’est pas nul modulo 27, alors, 1 n’est pas valeur propre de fP (les
valeurs propres de fP étant e'?? et e~*??). Donc :

ph = 27q
0 € 21Q

‘ f est cyclique si et seulement si 0 € 27Q ‘

Partie 11

‘ Question IT la‘

On a vu & la question I 5 que : fP(a) = a (puisque f est bijectif et C? est un
cycle de f).

Pour tout k£ de {1,...,p—1}, on a:

fP(fF(a)) = fR(fP(a) = f*(a)

Donc f? et id coincident sur C?, qui est une partie génératrice de E.

On en déduit que fP = id
| |

f est diagonalisable puisqu’il annule le polynéme X? —1, qui est scindé a racines
simples
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‘ Question IT 1b ‘

Puisque f annule X? — 1, IT; divise X? — 1.
Soit k tel que Iy divise X¥ — 1. Alors, f annule X* — 1 et, en particulier

f¥(a) = a. Comme les éléments de CP sont 2 & 2 distincts, on en déduit que
k>p.

Donc, Py divise X* — 1 et p est le plus petit entier k non nul tel que Py divise
Xk —1

‘ Question IT 2a

Py divise X? — 1, qui est scindé a racines simples. Donc Py est scindé a racines
simples.

Soit A une racine de Py; c’est donc une valeur propre de f, et elle est donc
racine de tout polynéme annulateur de f , en particulier II¢.

Py est scindé, a racines simples, toutes ses racines sont racines de II;. On en
déduit que Py est un diviseur de IIy.

o Py divise II; (vu précédemment)
o II; divise Py (théoreme de Cayley-Hamilton)

o Py et Iy sont unitaires

‘ Question IT 2b ‘

f est diagonalisable puisqu’il annule le polynéme X? —1, qui est scindé, a racines
simples

‘ Question IT 2c ‘

On notera Ay, ..., Ay, les valeurs propres de f (on a vu a la question II 2a qu’elles

étaient toutes distinctes). Pour tout 4, v; est un vecteur propre associé & A;.
n

T = Z v;x; est un vecteur tel que Vi , x; # 0.
i=1

On a:
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n—1 n—1 n
Zaifi(x) =0 = Zaifi (ZM&%) =0
k=1

i=0 i=0
= Z Z aixk)\};vk =0
i=0 k=1 )
— QMg )vg =0 avec (Q = Z a; X
k=1 i=0
n—1
= Vke{l,...,n} Q) =0 avecQ:Zain
n—1 =0
= Z a; X" multiple de Py
i=0

— Vie{0,...n—1} a;=0

‘ (x, f(z),..., f"1(z)) est une famille libre de E et donc une base

‘ Question IT 2 d‘

o (z,..., fP71(x)) est une partie génératrice de E, puisque p = net (x, ..., f*~(z))
est une base de FE.

e On garde les notations qui ont été introduites dans la solution de la ques-
tion précédente. Soit k> [. On a:

) =flz) = il’i)\fvi = ixi)\évi
i=1

— i=1

= Vie{l,...,n} M=)

— Vie{l,...,n} X racine de X* — X!
= Py diviseur de X*~! —1

= k—I1l=2p par hypothese

Dong, les éléments de C? sont distincts 2 a 2

e fP(x) = x puisque fP =id

‘Donc f est cyclique et C? est un cycle de f ‘

‘ Question IT 3a‘

2 1 1
A2=|1 2 1] =2I+A
1 1 2

‘ Un polynéme annulateur de f est donc X2 — X — 2

‘ Question IT 3b

Il y a une erreur d’énoncé. L’endomorphisme f ne peut étre cyclique, puisque
son polynoéme minimal est X? — X — 2 et n’est donc pas égal & son polynome
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caractéristique. Or, lorsque f est un endomorphisme cyclique bijectif, on a ,
d’apres la question II 2a : Py = II.

Partie 111

‘ Question IIT la‘

On a vu a la question I 3b qu’un endomorphisme cyclique était de rang au moins
n — 1. Donc, d’aprés le théoreme du rang, la dimension de Ker f est inférieure
ou égale a 1. Comme f n’est pas inversible, on en déduit que:

dimKer f =1

‘ Question IIT 1b ‘

Si fP(a) = a, on aurait, pour tout k de {0,...,p—1}:

@) = F4(7(a)) = f*(a)

f? et id coincideraient sur C?, qui est une partie génératrice de E. On aurait
donc :

fP=id

ce qui serait contradictoire, puisque f serait inversible.

‘Donc, fP(a) #a ‘

‘ Question III 1c ‘

j est un élément de {1,...,p — 1} tel que : fP(a) = f’(a)
Pour tout k de {0,...,p— 1}, on a:

(5 (@) = fH (P () = fE(f7 (a) = F7(f*(a))

Donc, f? et f7 coincident sur C?, qui est une partie génératrice de E. On en
déduit que :

‘ Question IIT 1d ‘

D’apres la question précédente, f annule X? — X7. Donc, I1; est un diviseur de
XP — X7,

e Soit k lordre de multiplicité de 0 comme racine du polynéme II; (on
sait déja que 1 < k < j). Alors, II; est diviseur de X*(X?~7 —1). En
particulier, f annule XP+*=7 — X et :
frHE=ia) = fH(a).

Les éléments de C? étant 2 a 2 distincts, on en déduit que p+k—j > p
et donc que k = j

mOOv-1cb.tex - page 7



I est donc multiple de X7 et est un diviseur de X? — X7. On en déduit que :

¢ est de la forme X7Q, ot @ est un diviseur de XP~7 — 1

‘ Question IIT 2 ‘

Si @ est un polynome constant, le polynéme caractéristique de f est X™. Comme
I est égal & Pg, on en déduit que X™ annule f et que X" ™! n’annule pas f.
Il existe donc x tel que f*~!(z) # 0.

e Supposons que (z, f(z),..., f"~1(z)) n’est paslibre. Il existe donc (av;)1<i<n
non nul tel que :

n—1

U:Zaifi(x):()

=0

Alors, si k est le plus petit entier tel que a est non nul, en prenant I'image
par f»~*=1 du vecteur v, on a, sachant que f™ est nul :

apf"H(z)=0
On aboutit & une contradiction.

Donc, (z, f(z),..., f""(x)) est une famille libre de F, et donc une base,
puisque de cardinal n.
On en déduit que C?T! est une famille génératrice de E.

e Les éléments de C! sont distincts 2 & 2, puisque les n premiers vecteurs
forment une base et puisque le (n + 1)-iéme vecteur est le vecteur nul

o fmtl(z) =0 = f"(z) On en déduit que C7T! est stable par f

‘ On en déduit que f est cyclique d’ordre n + 1 et que C2T! est un cycle de f

‘ Question III 3a‘

Les polynémes X7 et X7 — 1 sont premiers entre eux, puisqu’ils n’ont pas de
racine commune dans C. D’apres le théoreme de décomposition des noyaux :

Ker(X7 (X9 —1))(f) = Ker X7 (f) ® Ker(X9 — 1)(f)
Or, f annule X7 (X7 — 1), puisque II; divise X7(X? — 1). Donc :

| B =Ker f & Ker(f? —id) |

‘ Question III 3b ‘

f et f7 commutent, donc, Ker f7 est stable par f.
fet f?&—id commutent, donc Ker(f? —id) est stable par f.

‘ Question IIT 4a
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o fo vérifie: fI =idg,.

Donc, f5 est bijectif.

e On a, par propriété du cours : Py = Py Py,
On en déduit que Py, est un diviseur de Py, et donc de X7 (X7 — 1).
Comme fy est bijectif, Py, divise X —1

e Supposons que Py, divise un des polynémes X k_1,pour 0<k<q.

— ff = 0. Dong, la seule valeur propre possible de f; est la racine de
X7 : 0. On en déduit que que le polynéme caractéristique de f; est
de la forme X7t.

— Comme Py = Py, Py, et comme 0 n’est pas racine de P>, on en déduit
que j1 =j
On en déduirait donc que Py s’écrirait sous la forme Py, Py,, donc sous la
forme X7Q, ot @ diviserait un polynéme X* — 1, avec 0 < k < q.

Ceci serait contradictoire.

Donc, Py, ne divise aucun des polyndmes Xk —1, pour 0 < k < q.

On conclut de ce qui précede et de ’étude faite dans la question IT 2 que f5 est
cyclique d’ordre ¢

‘ Question IIT 4b ‘

C, est un cycle de fp. Donc, d’apres la question I 4b, (a2, f2(az), .. ., g_l(ag))
est une base de Ey. On en déduit que (f2(az), ..., fT7  (az)) est une base de

E5, comme image d’une base par ’endomorphisme bijectif fg (on rappelle que
f2 est bijectif).

‘(fj(@), .oy J7T971(ay)) engendre EQ‘

‘ Question IIT 5a‘

On a vu dans la solution de la question IIT 4a que Py = Py, Py, et que Py, (X) =
X7. Donc, la dimension de E; est j.

‘ Question III 5b ‘

Si f77" était 'endomorphisme nul, alors le polynome R(X) = X7~1Q(X) serait
tel que:

R(f1) =08,  R(f2) =0g,

Les restrictions de R(f) aux deux sous-espaces supplémentaires F et E5 seraient
nulles. On en déduirait que R(f) = 0 et donc que R serait un multiple de
Iy = Py = X7Q(X), ce qui serait contradictoire.

Donc, ff_l # 0
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‘ Question III 5c¢ ‘

f1 est un endomorphisme de E; et on a, d’apres ce qui précede :

Oy, = P, = X7Q avec @ =1

De T’étude faite a la question IIT 2, on déduit que f; est un endomorphisme
cyclique d’ordre 5 + 1. En particulier, si C(J;l est un cycle de f; :

‘ (a1, f(a1), ..., f77(a1)) est une base de F;

‘ Question III 6 ‘

a=ai+az

e Puisque f7(a;) =0, on a:
Fla)=Fflaz) , ..., T a) = 7177 (a2)
On en déduit que le sous-espace engendré par les éléments de CJT9~!

contient Es (ceci par la question IIT 4b).

Le sous-espace engendré par les éléments de CJ419~1 contient également
a
les éléments suivants :

— a— a2 = a1

= 7N a) = 7 a2) = 17 )

Il contient donc 7y, car E est le sous-espace engendré par ay, .. ., f/~1(ay)
(question IIT 5c¢)

Le sous-espace engendré par les éléments de CZT9-1 contient donc :

E = E; ® Es (question IIT 3a)

e Supposons que f¥(a) = f'(a), avec k # I. On a alors, puisque E; et E»
sont deux sous-espaces supplémentaires de F, stables par f; et fo:

fflar) = filar)  f5(az) = fi(az)

De la premiere égalité, on déduit que : k>3 et [ > j. Maison a
vu que dans la solution de la question ITIT 4b que fJ(a2), ..., f379 " (az)
forment une base de E5 et sont donc distincts 2 & 2. On a donc :

kzj+q 127+¢q
Donc, les éléments de CJT9~1 sont distincts 2 & 2.

o fita = fi puisque f annule X717 — X7,
En particulier : f/*9(a) = f7(a)
On en déduit que CJT971 est stable par f.
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‘Donc, CJ+971 est un cycle de f‘

‘ Question III 7

On trouve facilement que : Pf(X) = X?(X — j)

On rappelle que les valeurs propres de f sont racines de tout polynéme annula-
teur de f et donc de ITy. Comme IT; divise Py (théoréme de Cayley-Hamilton),
on a:

Mp(X) = XX —j)  ou  I;(X)=X(X - j)

On vérifie facilement que f n’annule pas X(X — j).

On a donc:

Iy =Py = X?Q

ott @ est un polynéme qui divise X? — 1 et aucun des polynémes X* — 1 pour
0<k<q

On en déduit que f est cyclique d’ordre 5

Avec les notations de ’énoncé, on obtient facilement :
a2 = €3

Il reste & déterminer a;. a; est un élément de Ker f2 sans étre élément de Ker f.
On a:

00 0
A2=[0 0 o
i J J?

On choisira donc : a1 = je; —e3

Un cycle de f est donc C2, avec a = je; + (j — 1)es ‘
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