
Corrigé X-ENS 2020, épreuveA,�lière MP

M. SAADAOUI (LYDEX BENGUERIR)
(Merci Benamar youssef (Fes) pour la relecture et les remarques )

1. Soit A =
�
a b
b c

�
2 S2 (Q).On a �A = X2 � (a+ c)X + ac� b2 .

�A
�p
2
�
= 0, donc (a+ c)

p
2 = 2 + ac� b2 2 Q et comme

p
2 =2 Q ,donc a+ c = 0 et b2 � ac = 2:

Ce qui donne que c = �a et b2 + a2 = 1. Il su¢ t donc de choisir a = b = 1 et c = �1:

La matrice A =
�
1 1
1 �1

�
répond à la question.

2. (a) Si A =
�
a b
b c

�
2 S2 (Q) admet

p
3 comme valeur propre, alors comme dans la question

précédente, on a Tr (A) = a+ c = 0 , donc �A = X
2 � � où � = �det (A) :p

3 est une racine de �A, donc � = 3:
(b) D�après Fermat, on a n3 � n mod (3) , donc 3 divise n (n� 1) (n+ 1).

3 est premier donc 3 divise l�un des termes, ce qui donne que n � 0 mod (3) ou n � 1 mod (3)
ou n � �1 mod (3) dans tous les cas n2 � 1mod (3) ou n2 � 0 mod (3) :

(c) Supposons qu�il existe un triplet d�entiers (x; y; z) premier dans leur ensemble tel que:

x2 + y2 = 3z2

Alors x2 + y2 � 0 mod (3) :
D�après la question précédente x2 + y2 � 0 mod (3) si x2 � 0 mod (3) et y2 � 0 mod (3) et
x2 + y2 � 1 ou 2 mod (3) sinon. Donc x2 � 0 mod (3) et y2 � 0 mod (3) :
On a 3 est premier, donc divise x et y. En posant x = 3x0 et y = 3y0, on a 3

�
x02 + y02

�
� z2:

Donc 3 divise z ce qui est absurde puisque x; y et z sont premiers entre eux dans leur ensemble.

(d) Supposons qu�il existe une matrice A 2 S2 (Q) admettant
p
3 comme valeur propre.

On a Tr (A) = 0, posons A =
�
a b
b �a

�
.On a �A = X

2 � a2 � b2 .
p
3 est une racine, donc a2 + b2 = 3 : Et comme

p
3 =2 Q, donc a 6= 0 et b 6= 0:

Écrivons a et b sous formes irréductibles a =
p

q
et b =

p0

q0
avec (q; q0) 2 (N�)2 et (p; p0) 2 Z2;

alors en remplaçant dans l�égalité précédente, on a:�
pq0
�2
+
�
p0q
�2
= 3

�
qq0
�2 qu�on peux écrire u2 + v2 = 3w2:

En simpli�ant par leur pgcd, on peux supposer u; v et w sont premiers entre eux dans leur
ensemble
Ce qui est absurde d�après la question précédente.
En conclusion: Il n�existe pas de matrice A 2 S2 (Q) admettant

p
3 comme valeur propre.

3. (a) Posons B =
�
B1 B2
B3 B4

�
�
B1 B2
B3 B4

��
A 0
0 A

�
=
�
B1A B2A
B3A B4A

�
et
�
A 0
0 A

��
B1 B2
B3 B4

�
=
�
AB1 AB2
AB3 AB4

�
:

Donc B et
�
A 0
0 A

�
commuent si et seulement si A commute avec les matrices Bi ; 1 � i � 4

B2 =
�
B1 B2
B3 B4

��
B1 B2
B3 B4

�
=

�
B21 +B2B3 B1B2 +B2B4
B1B3 +B3B4 B24 +B2B3

�
:

Donc B2 = (q + 1)
�
In 0
0 In

�
si et seulement si

8><>:
B21 +B2B3 = = (q + 1) In
B24 +B2B3 = = (q + 1) In
B1B2 +B2B4 = 0
B1B3 +B3B4 = 0

:

Comme A2 = qIn , il su¢ t donc de choisir B1 = A et B4 = �B1 ; B2 = B3 = In:Un choix

possible est donc B =
�
A In
In �A

�
:
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(b) D�après la question précédente , on a montrer que si A 2 Sn (Q) véri�e A2 = qIn; alors il existe
B par blocs, dont les blocs sont des polynômes en A tel que B2 = (q + 1) In:

Ainsi la matrice M (1)
1 =

�
A 0
0 A

�
et M (1)

2 =
�
A In
In �A

�
sont des éléments de S2n (Q) et que

M2
1 = qI2n ;M

2
2 = (q + 1) I2n avec M1 diagonale par blocs.

Construisons maintenant 3 matrices M (2)
1 ;M

(2)
2 et M (2)

3 qui commutent deux à deux avec�
M
(2)
1

�2
= qI4n;

�
M
(2)
2

�2
= (q + 1) I4n et

�
M
(3)
3

�2
= (q + 2) I4n:

A partir de M (1)
2 construit la matrice M (2)

3 =

 
M
(1)
2 I2n
I2n �M (1)

2

!
;M

(2)
2 =

 
M
(1)
2 0

0 �M (1)
2

!

et M (2)
1 =

 
M
(1)
1 0

0 M
(1)
1

!
:Les 3 matrices M (2)

1 ;M
(2)
2 et M (2)

3 qui commutent deux à deux

puisqueM (1)
1 etM (1)

2 le sont de plus:
�
M
(2)
1

�2
=

 
M
(1)
1 0

0 M
(1)
1

!2
=

0@ �
M
(1)
1

�2
0

0
�
M
(1)
1

�2
1A =

�
qI2n 0
0 qI2n

�
= qI4n

De même
�
M
(2)
2

�2
= (q + 1) I4n et pour

�
M
(2)
3

�2
= (q + 2) I4n ( d�après la question précédente)

et par construction les matrices sont symétriques à coe¢ cients dans Q:
On voit bien comment on peux construire par récurrence des matrices pour constuire des ma-
trices de mêmes tailles qui sont symétriques à coe¢ cients dans Q:et telles que M2

1 = qIs;M
2
2 =

(q + 1) Is; ::::

Pour démarrer notre raisonnement on démarre de I2n = In ( q = 1) , puis on construit les
matrices .La rédaction de cette question n�est pas simple, je me suis contenté d�expliquer le
principe.

(c) Si on pose qi =
ai
bi
; (ai; bi) 2 (N�)2 premiers entre eux, 1 � i � d.

L�égalité M2
i = qiIn est équivalente à (biMi)

2 = aibiIn .
Soit d = max

1�i�d
(aibi) et on applique la question précédente, il existe n 2 N et des matrices

Ni 2 Sn (Q) tel que 8i ; N2
i = aibiIn ,on prenant Mi =

1

bi
Ni, on a M2

i = qiIn:

4. (a) Supposons que 3
p
2 2 Q, posons 3

p
2 =

a

b
; (a; b) 2 (N�)2 , premiers entre eux.

Alors a3 = 2b3. On donc 2 divise a3 et 2 est premier, donc 2 divise a. Puis en posant a = 2a0

On a 2a02 = b3 donc 2 divise b ce qui est absurde.
Le polynôme X3 � 2 est de degré 3 et n�a pas de racine dans Q, donc il est irréductible dans
Q [X] :
�M 2 Q [X] donc soit X3 � 2 et �M sont premiers entre eux, soit X3 � 2 divise �M :
Et comme 3

p
2 est une racine commune dans C, donc �M et X3 � 2 ne sont pas premiers entre

eux dans C [X] et donc dans Q [X] ( sinon avec Bezout on aboutit à une contradiction).
On en déduit que X3 � 2 divise �M :

(b) X3 � 2 divise �M , donc j 3
p
2 est une valeur propre de M , absurde, puisque le spectre de M

est inclu dans R ( M est symétrique).

5. Soit A =

0BBBBB@
0 0 � � � 0 1

1
. . . . . .

... 0

0
. . . . . . 0

...
...
. . . . . . 0

...
0 � � � 0 1 0

1CCCCCA et M =
1

2

�
A+AT

�
2 Sn (R)

On a �A = X
n � 1, donc les valeurs propres sont les racines nèmes de l�unité.
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A est visiblement orthogonale et ATA = In = TAA donc elles commutent.

A et AT sont codiagonalisables puisque commutent et sont toutes les deux diagonalisables dans
Mn (C) :

De plus si AX = �X, alors ATAX = �ATX, ce qui donne que ATX =
1

�
X = �X puisque ( j�j = 1

les valeurs propres sont les racines nèmes de l�unité.
Donc il existe P 2 GLn (C) telle que;

P�1AP = diag
�
1; !n; :::; !

n�1
n

�
et P�1ATP = diag

�
1; !n; :::; !

n�1
n

�
où !n = exp

�
2i�

n

�

Donc P�1MP =diag
�
1; cos

�
2�

n

�
; :::; cos

�
2 (n� 1)�

n

��
, le spectre de M est donc

Sp (M) =
�
cos

�
2k�

n

�
; 0 � k � n� 1

�
:

Partie II

6. P (X) = a0+a1X+ :::+Xd, donc XdP

�
1

X

�
= Xd

�
a0 +

a1
X
+ :::+

1

Xd

�
= 1+ad�1X+ :::+a0X

d:

On a P =
dQ
i=1
(X � �i), donc Q (X) = Xd

dQ
i=1

�
1

X
� �i

�
= Xd

dQ
i=1

�
1� �iX
X

�
=

dQ
i=1
(1� �iX)

7. a0 6= 0 donc 0 n�est pas une racine de P .

On a 8x 2 Rn
�
1

�i
; 1 � i � d

�
; f (x) = �

dX
i=1

�i
1� �ix

:

Pour j�ixj < 1, c�est-à-dire pour jxj <
1

j�ij
, on a

�i
1� �ix

=
+1X
n=0

�n+1i xn

Soit r = min
1�i�d

�
1

j�ij

�
, pour pour tout x 2 ]�r; r[ ; on a :

f (x) = �
dX
i=1

 
+1X
n=0

�n+1i xn

!
= �

+1X
n=0

 
dX
i=1

�n+1i

!
xn = �

+1X
n=0

Nn+1x
n

8. (a) Supposons que a0; a1; :::; ad�1 sont des éléments de Q .
On a f est de classe C1 sur ]�r; r[. f est une fraction rationnelle à coe¢ cients dans Q, donc pour

tout k 2 N, f (k) est une fraction rationnelle à coe¢ cients dans Q par suite f
(n) (0)

n!
2 Q:D�autre

part f est DSE sur ]�r; r[ ; donc son DSE est égal à sa série de Taylor.

En particulier Nn+1 =
f (n) (0)

n!
2 Q:

(b) 8x 2 ]�r; r[ ; Q (x) f (x) = Q0 (x) donc par la formule de Leibniz, on a:

8x 2 ]�r; r[ ;8k 2 N; Q(k+1) (x) =
kX
i=0

�
k

i

�
Q(k�i) (x) f (i) (x)

Donc pour x = 0, on a : Q(k+1) (0) =
kX
i=0

�
k

i

�
Q(k�i) (0) f (i) (0)

On a Q0 (0) = f (0)Q (0) = f (0) = �N1 2 Q:
Supposons que Q(i) (0) 2 Q pour 0 � i � k, alors d�après la relation précédente

Q(k+1) (0) =
kX
i=0

�
k

i

�
Q(k�i) (0) f (i) (0) =

kX
i=0

�
k

i

�
Q(k�i) (0) i!Ni+1 2 Q , donc Q 2 Q [X] :
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(c) Si 0 n�est pas racine c�est déja fait .Si 0 est racine de P ,écrivons P = Xk
mQ
i=1
(X � �i) avec

�1; :::; �m les racines non nulles.

Ainsi P 2 Q [X] si et seulement si
mQ
i=1
(X � �i) 2 Q [X] : Et comme 0 n�est pas racine de

mQ
i=1
(X � �i), alors

mQ
i=1
(X � �i) 2 Q [X] si et seulement si 8n ;

dX
i=0

�ni =

mX
i=0

�ni 2 Q:

9. Appliquons le résultat de la question précédente aux polynômes Q =
nQ
i=1

mQ
j=1

�
X � �i�j

�
et Q1 =

nQ
i=1

mQ
j=1

�
X � �i � �j

�
: On

nQ
i=1
(X � �i) 2 Q [X] et

mQ
j=1

�
X � �j

�
2 Q [X], donc

8k 2 N� ;
nX
i=1

�ki 2 Q et
mX
j=1

�kj 2 Q:

On a pour tout k 2 N�,
nX
i=1

mX
j=1

�
�i�j

�k
=

nX
i=1

mX
j=1

�ki �
k
j =

 
nX
i=1

�ki

!0@ mX
j=1

�kj

1A 2 Q
Donc Q 2 Q [X] :
De même On a pour tout k 2 N�,

nX
i=1

mX
j=1

�
�i + �j

�k
=

nX
i=1

mX
j=1

kX
p=0

�
k

p

�
�pi �

k�p
j =

kX
p=0

�
k

p

� nX
i=1

mX
j=1

�pi �
k�p
j :

Donc
nX
i=1

mX
j=1

�
�i + �j

�k
=

kX
p=0

�
k

p

� nX
i=1

�pi

!0@ mX
j=1

�k�pj

1A 2 Q:
Pour tout k 2 N�;

nX
i=1

mX
j=1

�
�i + �j

�k, donc Q1 2 Q [X]
Partie III

10. D�après le théorème spectral

11. (a) Notons A l�ensemble des nombres totalement réel. On a A � R (par dé�nition de A):D�après
la question 9. si (a; b) 2 A2, alors a + b et ab sont deux éléments de A:On a �1 2 A, donc en
combinant les deux propriétés ona a � b 2 A et ab 2 A:A est un sous-anneau de R:Si a 2 A
est non nul, a racine de P 2 Q [X] de racines toutes réelles , alors Q (X) = XdP

�
1

X

�
2 Q [X]

de racines toutes réelles et Q
�
1

a

�
= 0, donc

1

a
2 A:

(b) C�est immédiat comme la question précédente.

12. � Si x est totalement positif, alors il existe un polynôme P =
dY
i=1

(X � �i) 2 Q [X] de racines

réelles Soit R (X) =
dY
i=1

�
X � �2i

�
: Les racines de R sont positives de plus R

�
x2
�
= 0:D�autre

part pour tout k 2 N�,
nX
i=1

�
�2i
�k
=

nX
i=1

�2ki 2 Q [X] (d�après 8.c), donc R 2 Q [X] :

4



� Supposons que x2 est totalement positifs, alors x2 est racine d�un polynôme P (X) =
dY
i=1

(X � �i) 2

Q [X] , �i 2 R+:Posons �i = �2i et R (X) =
dY
i=1

�
X2 � �2i

�
, x2 est racine de P , donc x est racine

de R et toutes les racines de R sont réelles. D�autre part
dX
i=1

�
�2i
�k
=

dX
i=1

�ki 2 Q pour tout

k 2 N�; donc R 2 Q [X] :
Quatrième partie

13. (a) Posons X =

0@ x1
...
xd

1A 2 Qd, alors tXSX =

dX
i=1

dX
j=1

xixjt
�
zi+j

�
et puisque x1; ::; xd sont des

nombres rationnels, donc et zi sont totalement réels ( puisque z l�est aussi ), donc

tXSX = t

0@ dX
i=1

dX
j=1

xixjtz
i+j

1A = t

0@ dX
i=1

xiz
i

!21A
dX
i=1

xiz
i est totalement réel, donc

 
dX
i=1

xiz
i

!2
est totalement positifs.Par suite

tXSX = t

0@ dX
i=1

xiz
i

!21A � 0:

Si X 2 Qn et tXSX = 0, alors

 
dX
i=1

xiz
i

!2
= 0 ( puisque il est totalement positif) et donc

dX
i=1

xiz
i = 0:Ce qui donne que

dX
i=1

xiz
i�1 = 0; c�est-à-dire que x0+x1z+:::+xdzd�1 = 0:Supposons

que (a0; a1; :::; ad) 6= (0; :::; 0), alors P =
d�1X
i=0

xi+1X
i 2 Q [X] est non nul et P (z) = 0 ce contredit

la dé�nition de d est minimal , donc (a0; a1; :::; ad) = (0; :::; 0) :Donc tXSX > 0 pour tout
X 2 Qd avec X 6= 0:

(b) On a S : Qd ! Qd; X 7! SX est un endomorphisme.Soit X 2 ker (S), on a SX = 0 donc
XTSX = 0 par suite X = 0 ( d�après la question précédente).S est donc un isomorphisme donc
det (S) 6= 0:Donc S est inversible.

14. L�application (X;Y ) 7! tXSY est bilinéaire symétrique.

Soit X =

0@ x1
...
xd

1A 2 Rd non nul , Q est dense dans R, donc il existe Xk =
0B@ r

(k)
1
...
r
(k)
d

1CA 2 �Qd�N
tel que Xk ! X:

On a tXkSXk � 0 et l�application (X;Y ) 7! tXSY est continue ( car bilinéaire en dimension �nie )

donc par passage à la limite, on a tXSX � 0 pour tout X 2 Rd:
S est symétrique réelle donc orthogonalement semblable à une matrice diagonale.

D�autre part si � 2 Sp (S) et X est un vecteur propre associé à �, alors XTSX = �XTX donc

� =
XTSX

XTX
> 0 ( car 0 =2Spetre(S)): Donc les valeurs propres de S sont strictement positives
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Si X1; :::; Xd une base orthonormée formée de vecteurs propres de S;Xi associé à �i et X =
dP
i=1
�iXi,

alors

XTSX =
dP
i=1
�i�

2
i � 0 et puisque �i > 0 donc XTSX = 0 si et seulement si �i = 0 8i donc si X = 0:

L�application (X;Y ) 7! tXSY est bilinéaire symétrique dé�nie positive, donc dé�nie bien un produit
scalaire.

15. (a) On considère la base canonique de Qd puis on orthogonalise ( comme par Gram-Schmidt)On

pose e01 = e1 ; e
0
2 = e2 �

B (e2; e
0
1)

B (e01; e
0
1)
e01 et e

0
k = ek �

k�1X
i=1

B (ek; e
0
i)

B (e0i; e
0
i)
e0i:On voit bien que B (e

0
1; e

0
2) =

B (e2; e
0
1)�

B (e10 ; e2)

B (e01; e
0
1)
B (e01; e

0
1) = B (e

0
1; e2)�B (e01; e2) = 0:

Supposons que B
�
e0i; e

0
j

�
= 0 si i 6= j et 1 � i; j � k�1, alors on a pour 1 � j � k B

�
e0j ; e

0
k

�
=

B
�
ek; e

0
j

�
�
k�1X
i=1

B (ek; e
0
i)

B (e0i; e
0
i)
B
�
e0i; e

0
j

�
= B

�
ek; e

0
j

�
� B

�
ek; e

0
j

�
= 0:Donc B

�
e0i; e

0
j

�
= 0 pour

i 6= j ; 1 � i; j � k:Ainsi (e01; e
0
2; :::; e

0
d) est une base de R

d telle que B
�
e0i; e

0
j

�
= 0 pour

i 6= j ; 1 � i; j � d:

(b) Soit X;Y 2 Rd , X =

dX
i=1

xiei =

dX
i=1

x0ie
0
i . On a X = PX 0 où P est la matrice de passage de la

base canonique dans la base B0:Par bilinéarité, on a

B (X;Y ) =

dX
i=1

dX
j=1

x0ix
0
jB
�
e0i; e

0
j

�
=

dX
i=1

x02i B
�
e0i; e

0
i

�
=

dX
i=1

qix
02
i où qi = B

�
e0i; e

0
i

�
> 0:

Posons D =diag(q1; q2; :::; qd), alors B (X;Y ) = X 0TDX 0:D�autre part

B (X;Y ) = XTSY =
�
PX 0�T S �PY 0� = X 0TP TSPY 0

Donc pour tout (X 0; Y 0) 2 Rd; X 0TP TSPY 0 = X 0TDY 0 donc P TSP = D =diag(q1; q2; :::; qd) :

16. On a �M =

�����������

X 0 � � � 0 �a0
�1 . . . . . .

... �a1
0

. . . . . . 0
...

...
. . . . . . 0

...
0 � � � 0 �1 X � ad�1

�����������
, à l�aide de l�opération L1  � L1+XL2+:::+Xd�1Ld

On a �M =

������������

0 0 � � � 0 P (X)

�1 . . . . . .
... �a1

0
. . . . . . 0

...
...

. . . . . . 0
...

0 � � � 0 �1 X � ad�1

������������
puis on développe par rapport à la dernière colonne

Ce qui donne �M = (�1)d+1 P (X)

����������
�1 . . . . . .

...

0
. . . . . . 0

...
. . . . . . 0

0 � � � 0 �1

����������
= Z (X) = Xd � ad�1Xd�1 � :::� a0:

6



17. (a) Posons S =

0BBBB@
s11 s12 � � � s1d

s21 s22
. . . s2d

...
. . . . . .

...

sd1
. . . . . . sdd

1CCCCA avec sij = sji . Il s�agit de véri�er que (SM)
T = SM

c�est-à-dire que MTS = SM: Considérons la base canonique (e1; e2; :::; ed) de Rd ( identi�é à
Md;1 (R)):
On a pour 1 � j � d� 1;

MTSej =M
T

0@ s1j
...
sdj

1A =

0BBBBB@
0 1 � � � 0 0

0
. . . . . .

...
...

0
. . . . . . 1 0

...
. . . . . . 0 1

a0 a1 ad�1

1CCCCCA
0BBB@
s1j
s2j
...

sdj

1CCCA =

0BBB@
s2j
s3j
...

sd�1;j
a0s1j + :::+ ad�1sdj

1CCCA
On a a0s1j + ::: + ad�1sdj = a0t

�
zj+1

�
+ ::: + ad�1t

�
zj+d

�
= t

�
a0z

j+1 + :::+ ad�1z
j+d
�
( les

ai 2 Q et zi 2 R):D�autre part on a a0zj+1+ :::+ad�1zj+d = zj+1
�
a0 + a1z + :::+ ad�1z

d�1� =
zj+1� zd = zj+d+1; donc a0s1j + :::+ ad�1sdj = t

�
zj+d+1

�
= sd;j+1:Or si;j = t

�
zi+j

�
= si�k;j+k

pour k � i, donc MTSej =

0BBB@
s2;j
s3;j
...

sd�1;j
sd;j+1

1CCCA =

0BBB@
s1;j+1
s2;j+1
...

sd�1;j+1
sd;j+1

1CCCA et SMej = Sej+1 =

0BBB@
s1;j+1
s2;j+1
...

sd�1;j+1
sd;j+1

1CCCA :
On a alorsMTSej = SMej pour tout j � d�1 et par un calcul analogue, on aMTSed = SMed
.Les matrices MTS et SM ont les mêmes colonnes donc sont égales.

(b) On a S = RTR, S est inversible donc R aussi .On a

RMR�1 =
�
R�1

�T �
RTR

�
MR�1 =

�
R�1

�T
(SM)R�1

donc
�
RMR�1

�T
=
h�
R�1

�T
SMR�1

iT
=
�
R�1

�T
(SM)T R�1 =

�
R�1

�T
(SM)R�1 ( SM

est symétrique). Ce qui entraine que
�
RMR�1

�T
= RMR�1,d�où la symétrie de la matrice

RMR�1.

18. On a q1; q2; :::; qd sont des nombres rationnels strictement positifs, donc d�après la question 3.c, il
existe n 2 N� et des matrices M1;M2; :::;Md éléments de Mn (Q) qui commutent deux à deux et
telles que 8i 2 f1; 2; :::; dg ;M2

i = qiIn:

Posons eS =
0BBB@
q1S 0 � � � 0

0 q2S
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 � � � 0 qdS

1CCCA , eP =
0BBB@
P 0 � � � 0

0 P
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 � � � 0 P

1CCCA

fM =

0BBB@
M 0 � � � 0

0 M
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 � � � 0 M

1CCCA et eR =
0BBB@
M1 0 � � � 0

0 M2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 � � � 0 Md

1CCCA eP

eS est symétrique et eS = eP T
0BBB@
q1In 0 � � � 0

0 q2In
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 � � � 0 qdIn

1CCCA eP :
eR est inversible. D�après la question précédente eR fM eR�1 est symétrique et eR fM eR�1 2Mdn (Q)

M ;fM et eR fM eR�1 ont le même spectre et comme z est une valeur propre de M donc aussi deeR fM eR�1 qui est une matrice symétrique à coe¢ cients dans Q:
7


