Corrigé X-ENS 2020, épreuveA ,filiere MP

M. SAADAOUI (LYDEX BENGUERIR)
(Merci Benamar youssef (Fes) pour la relecture et les remarques )

a b

1. Soit A = ( b c)682(@).OnaxA:Xz—(a+c)X—|—ac—b2.

2.

x4 (V2) =0, donc (a+c¢)vV2=2+ac—b* € Q et comme v2 ¢ Q ,donc a+c=0et b’ —ac=2.

Ce qui donne que ¢ = —a et b? + a? = 1. 1l suffit donc de choisir a =b=1et ¢ = —1.

1

La matrice A = ( 1 _11 ) répond & la question.

(a)

(b)

Si A = < g’ 2 ) € S2(Q) admet V/3 comme valeur propre, alors comme dans la question

précédente, on a Tr (A) =a+c=0, donc x4 = X2 —Xou A = —det (A).

/3 est une racine de x 4, donc A = 3.

D’aprés Fermat, on a n® =n mod (3) , donc 3 divise n (n — 1) (n + 1).

3 est premier donc 3 divise I'un des termes, ce qui donne que n =0 mod (3) ou n =1 mod (3)
oun = —1 mod (3) dans tous les cas n? = 1 mod (3) ou n? =0 mod (3).

Supposons qu'il existe un triplet d’entiers (z,y, z) premier dans leur ensemble tel que:

2+ y2 = 322
Alors 22 + 4% =0 mod (3) .
D’aprés la question précédente 22 + y? = 0 mod (3) si 22 = 0 mod (3) et y2 = 0 mod (3) et
22+ 9% =1 ou 2 mod (3) sinon. Donc 22 =0 mod (3) et y?> =0 mod (3).
On a 3 est premier, donc divise z et y. En posant z = 32’ et y = 3y/, on a 3 (2’2 + y?) = 22
Donc 3 divise 2z ce qui est absurde puisque x, y et z sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Supposons qu’il existe une matrice A € S (Q) admettant v/3 comme valeur propre.

OnaTr(A)zO,posonsA:(z _ba ).OnaXA:X2—a2—b2.

V/3 est une racine, donc a? 4 b = 3 . Et comme /3 ¢ Q, donc a # 0 et b # 0.
Fcrivons a et b sous formes irréductibles a = = et b = p—: avec (q,¢) € (N*)? et (p,p/) € Z2,
alors en remplagant dans I’égalité précédente, on a: !

(pq')2 + (p'q)2 =3 (qq')2 qu’on peux écrire u? 4+ v? = 3w

En simplifiant par leur pged, on peux supposer u,v et w sont premiers entre eux dans leur
ensemble
Ce qui est absurde d’apres la question précédente.

En conclusion: Il n’existe pas de matrice A € Sy (Q) admettant V/3 comme valeur propre.

Posons B = ( 7} 72
osons = B3 B4)
(B 5)(F 9)-(4 B (8 (% B)-(48 4)

Donc B et < 61 191 ) commuent si et seulement si A commute avec les matrices B; ,1 <17 <4

32:(31 B2><Bl BQ)_( B} + ByBs B1B2+B2B4)

B3 By Bs By B1B3 + B3By Bz + By B3
B? + ByBs = =(q+1)1I,
2 _ I, 0 ) ) Bi+BBs = =(q+1)I
Donc B* = (¢ + 1) ( 0 1, )siet seulement si BByt BBl — 0 n
B1B3+B3sBy = 0

Comme A2 = ¢I,, , il suffit donc de choisir By = A et By = —B;y , By = B3 = I,,.Un choix
possible est donc B = < }4 _I’j4 ) .
n



(b) D’aprés la question précédente , on a montrer que si A € S, (Q) vérifie A% = ¢I,,, alors il existe
B par blocs, dont les blocs sont des polynémes en A tel que B? = (¢ + 1) I,.

Ainsi la matrice Ml(l) = ( 61 91 ) et M2(1) = ( j—i _ITA ) sont des éléments de Sy, (Q) et que
M} = qls, ,M3 = (q+ 1) Is, avec M diagonale par blocs.
Construisons maintenant 3 matrices M1(2),M2(2) et M?E2) qui commutent deux & deux avec

(Ml(2))2 — qlun, <M2(2))2 — (g + 1) Iy et (M§3)>2 = (¢ +2) Lun.

(1) (1)
A partir de MZ(D construit la matrice ME,EQ) —( M2 12”(1) ,M2(2) = M2 0 1
Ly —M} 0 —M

(1)
et M1(2) = ( My 0 ) > .Les 3 matrices M1(2)’M2(2) et M?E2) qui commutent deux a deux

0o M
2
2 (1) ? M 0
puisque Ml(l) et M2(l) le sont de plus: (Ml(2)> = ( My 0(1) > = ( ! ) e | =
0 My 0 (M1( ))
qIZn 0 _
(6" 4, ) =olw

2 2
De méme (MZ(Q)) = (q + 1) I4y, et pour <M§2)> = (q + 2) I4y, ( d’apres la question précédente)
et par construction les matrices sont symétriques & coefficients dans Q.
On voit bien comment on peux construire par récurrence des matrices pour constuire des ma-
trices de mémes tailles qui sont symétriques & coefficients dans Q.et telles que M? = qls, M3 =
(g+1)I,....

Pour démarrer notre raisonnement on démarre de I2 = I, ( ¢ = 1) , puis on construit les
matrices .La rédaction de cette question n’est pas simple, je me suis contenté d’expliquer le

principe.
@
(c) Sion pose ¢; = b—l ,(a;,b;) € (N*)? premiers entre eux, 1 <i < d.
i
L’égalite Mi2 = ¢;I,, est équivalente a (biMi)2 = a;b; 1, .
Soit d = max (a;ib;) et on applique la question précédente, il existe n € N et des matrices
<i<

1
N; € 5, (Q) tel que Vi , Ni2 = a;b;I,, ,on prenant M; = EN“ on a Mf = q;1,.
(2

4. (a) Supposons que /2 € Q, posons V/2 = % ,(a,b) € (N*)2 , premiers entre eux.

Alors a® = 2b3. On donc 2 divise a® et 2 est premier, donc 2 divise a. Puis en posant a = 2a’
On a 2a’? = b® donc 2 divise b ce qui est absurde.

Le polynéme X3 — 2 est de degré 3 et n’a pas de racine dans Q, donc il est irréductible dans
Q[X].

X € Q[X] donc soit X3 — 2 et x,, sont premiers entre eux, soit X3 — 2 divise ;.

Et comme /2 est une racine commune dans C, donc y,; et X3 — 2 ne sont pas premiers entre
eux dans C[X] et donc dans Q [X] ( sinon avec Bezout on aboutit & une contradiction).

On en déduit que X3 — 2 divise x ;.

(b) X3 — 2 divise x,; , donc j+/2 est une valeur propre de M, absurde, puisque le spectre de M
est inclu dans R ( M est symétrique).

0 0 - 01
1 . .10 .

5 8it A= | ¢ .. .. o : etM:§(A+AT)ESn(R)
SRRV | B
0 -+ 0 10

On a x4 = X™ — 1, donc les valeurs propres sont les racines n*™ de l'unité.



8.

. P(X)=ag+a1 X +...+ X% donc XP

A est visiblement orthogonale et ATA =1, = TAA donc elles commutent.

A et AT sont codiagonalisables puisque commutent et sont toutes les deux diagonalisables dans

M, (C).
1 _
De plus si AX = \X, alors ATAX = AAT X, ce qui donne que ATX = XX = AX puisque ( [A] =1

les valeurs propres sont les racines n®"% de 'unité.

Donc il existe P € GL,, (C) telle que;

n

9
P 1AP = diag (1,wn, ...,w"_l) et P~1ATP = diag <1,cTn, ...,w2_1> oll w, = exp <m>
n

2(n—1)m

2
{cos(mr) ,ngzgn—l}.
n
Partie 11

2
Donc P~'MP :diag<1, cos <7r> ) ..., COS < )), le spectre de M est donc
n

Sp (M) =

> =1+ag_1X+...+ao X

OnaP = ﬁ[l(X—Ai), donc Q (X) :Xdﬁ <)1(—)\i> :Xdﬁ <1—)?X> L I

=1

. ag # 0 donc 0 n’est pas une racine de P.

d
1 i
O A R\{—,1<3<d = —
nave e \{z i } f(x) ;:11_)\ix
1 by =
Pour |\;z| < 1, c’est-a-dire pour |z| < Yk ona - — Z)\Z:c = nE_O/\;l-H;m

1
Soit r = 1r£ii£d <M), pour pour tout x € |—r,r[, on a :

d “+oo —+o0 d +o0
== 3 (St ) =3 (o St
=1 \n=0 n=0 \i=1 n=0

(a) Supposons que ag, ai, ..., ag—1 sont des éléments de Q .
On a f est de classe C* sur |—r,r[. f est une fraction rationnelle a coefficients dans Q, donc pour

£ (0)
n'

tout k € N, f(*) est une fraction rationnelle a coefficients dans Q par suite € Q.D’autre

part f est DSE sur |—r,r[, donc son DSE est égal a sa série de Taylor.
™ (0)

En particulier N, 1 = — € Q
n!

(b) Vz € |-r,7[ , Q(x) f (z) = Q' (x) donc par la formule de Leibniz, on a:

k
Vo € |—r,7[,Vk € N,Q¥F) () = Z <k> QU= (z) fD (z)
i
=0
e
Donc pour z = 0, on a : Q¥+ (0) = Z <i>Q(’f—i) (0) @ (0)
=0
Ona @ (0)=/(0)@Q () f(0)=-N€Q.
Supposons que Qf Z) ) € Q pour 0 < i < k, alors d’apres la relation précédente
k

k
a0 =y (F)et 0 <@><0>=;(i)cz<ki><o>uNi+1e@,donccze@[x1-

1=0

3



m
(c) Si 0 n’est pas racine c’est déja fait .Si 0 est racine de P ,écrivons P = X*[] (X — ;) avec
i=1
[1y -y Moy, les racines non nulles.

m
Ainsi P € Q[X] si et seulement si [[ (X —p;) € Q[X]. Et comme 0 n’est pas racine de
i=1

3

(X — ), alors [] (X — ;) € Q[X] si et seulement si Vn Z,ul Zul € Q.
i=1

1 1=0

7

n o m
9. Appliquons le résultat de la question précédente aux polynomes @ = [] ][] (X — aiﬂj) et Q1 =

i=1j=1
Hl 'H1 (X —a; — ﬂj) . On 'Hl (X —a;) € Q[X] et Hl (X - ﬂj) € Q[X], donc
=1)= 1= j=
VEEN*,> abcQet ) pheq.
i=1 j=1
On a pour tout k € N*, ZZ azﬁj ZZakﬁj (Zaf) Z,@? eQ
i=1j5=1 i=1j5=1 =1 j=1
Donc @ € Q[X].

De méme On a pour tout k € N*,

3 1) = 300 (Bt 7= 3 (B o3t

i=1j5=1 i=1j=1p=0 p=0 i=1j=1

Donc

5t -3 () (00) (247 e

i=1j=1 j=1

Pour tout k € N*,ZZ (ai +ﬁj)k, donc @1 € Q[X]

i=1j=1

Partie I11

10. D’apres le théoréme spectral

11. (a) Notons A I'ensemble des nombres totalement réel. On a A C R (par définition de A).D’apres

la question 9. si (a,b) € A%, alors a + b et ab sont deux éléments de A.On a —1 € A, donc en
combinant les deux propriétés ona a —b € A et ab € A.A est un sous-anneau de R.Si a € A

est non nul, a racine de P € Q[X] de racines toutes réelles , alors Q (X) = X¢P ( ) € Q[X]

1 1
de racines toutes réelles et Q) <) =0, donc — € A.
a a

(b) C’est immeédiat comme la question précédente.

d
12. e Si z est totalement positif, alors il existe un polynoéme P = H (X — ;) € Q[X] de racines
=1
J (2
réelles Soit R (X) = H (X — ) Les racines de R sont positives de plus R( ) = 0.D’autre
i=1
part pour tout k € N*, Z Za% € Q[X] (d’apres 8.c), donc R € Q[X].
i=1



13.

14.

d
e Supposons que 2 est totalement positifs, alors 2 est racine d'un polynéme P (X) = H (X —y) €
i=1

d
Q[X], o; € R*.Posons a; = 2 et R(X) = H (X2 — B?) , 22 est racine de P, donc x est racine

)
=1

d d
de R et toutes les racines de R sont réelles. D’autre part Z (53)k = Zaf € Q pour tout

i=1 i=1
k € N*, donc R € Q[X].
Quatriéme partie
Tl d d
(a) Posons X = : € Q% alors tXSX = Zinxjt (z”j) et puisque z1,..,24 sont des
T4 i=1j=1

nombres rationnels, donc et z* sont totalement réels ( puisque z l’est aussi ), donc

d

d d 2
tXSX =t ZZwixjtij =t <Z$221>
i=1

i=1j=1

d d 2
inzi est totalement réel, donc (szzz> est totalement positifs.Par suite
i=1 =1

d 2
IXSX =t (wa’) > 0.
i=1

d 2
Si X € Q" et tXSX = 0, alors (szzz> = 0 ( puisque il est totalement positif) et donc

i=1
d d
Zmizi = 0.Ce qui donne que Zmizi_l = 0, c’est-a-dire que zo+z12+...+242% 1 = 0.Supposons
i=1 i=1
d-1
que (ao, ai, ...,aq) # (0, ...,0), alors P = ZleXi € Q[X] est non nul et P (z) = 0 ce contredit
i=0

la définition de d est minimal , donc (ag, a1, ...,aq) = (0,...,0).Donc X SX > 0 pour tout
X € Q4 avec X #0.

(b) On a S : Q¢ — Q% X — SX est un endomorphisme.Soit X € ker (S), on a SX = 0 donc
XTSX = 0 par suite X = 0 ( d’aprés la question précédente).S est donc un isomorphisme donc
det (S) # 0.Donc S est inversible.

L’application (X,Y) — 'XSY est bilinéaire symétrique.

Soit X = : € R% non nul , Q est dense dans R, donc il existe X, = : € (Qd)N
Tq Tc(gk)

tel que X — X.

On a 'XpSX) > 0 et 'application (X,Y) — 'XSY est continue ( car bilinéaire en dimension finie )

donc par passage a la limite, on a ‘X SX > 0 pour tout X € R%.

S est symétrique réelle donc orthogonalement semblable a une matrice diagonale.

D’autre part si A € Sp(S) et X est un vecteur propre associé a A, alors X7 SX = AXT X donc
XTsx

A XTX

> 0 (car 0 ¢Spetre(.S)). Donc les valeurs propres de S sont strictement positives



15.

d

Si X1, ..., X4 une base orthonormée formée de vecteurs propres de S, X; associé a A; et X = > pu,; X,

alors

=1

d
XTsx = Z)\m? > 0 et puisque A; > 0 donc XTSX = 0 si et seulement si u; =0Vi doncsi X =0.

i=1

L’application (X,Y) — ‘X SY est bilinéaire symétrique définie positive, donc définie bien un produit
scalaire.

(a)

On considére la base canonique de Q¢ puis on orthogonalise ( comme par Gram-Schmidt)On
k—1

B(ez,¢1) B (ex,€}) ,

! / ' 1 » Y

pose €] =e1 ,ef = ey — ————~€j et €} =ep — » ——"¢,.0n voit bien que B (¢}, €5) =

R N TrR L R LR Trt 1%
B(€1’762)

B(e2’€,1) - B(ellaell) B(e,lﬂell) = B(€,1762) - B(e/heZ) = 0.

SupposonsqueB( >—08117éjet1<z3<k 1, alorsonapour1<j<l<:B(e k)—

’L7j

ek? Vi / _ / ’ . .
(eka J) ZB Z ( l,ej) =B (ek,ej) - B (ek,ej> 0.Donc B( e, j) = 0 pour

i # j,1 < 4,5 < k.Ainsi (e}, €),...,e);) est une base de R? telle que B( el j) = 0 pour
i#7,1<14,5<d.

d d
Soit X, Y e R? |, X = Zl‘iei = Zx;e; . On a X = PX’ ou P est la matrice de passage de la

=1 1=
base canonique dans la base B’.Par bilinéarité, on a

ZZx'az'B ez,e] Z:U'QB €;s Z Zqza: ou g; = (z, z) > 0.

1=175=1
Posons D =diag(q1, g2, ..., qa), alors B (X,Y) = X'T DX’ .D’autre part
B(X,Y)=X"sy = (Px')" 5 (PY') = XTPTSPY’

Donc pour tout (X', Y’) € R, X'TPTSPY’ = X' DY’ donc PTSP = D =diag(q1, g2, .-, q4) -

X 0 - 0 —ag
e
16. Onaxpy =| o . "-. 0 : , & laide de opération Ly «— Li+XLo+...+ X411,
P :
0o --- 0 -1 X-—ag1
o o0 --- 0 P(X)
-1 . —ai
Onaxy=| o9 . "-. 0 : puis on développe par rapport & la derniére colonne
0
0 0 -1 X—ag
-1
Ce qui donne y,; = (=) P(x)| 0 - 0 0 | =Z(X)=X%—aq 1 X — . —aq.
S 0
0 0 -1



S21 S22 - S24 . . T
17. (a) Posons S = .. ) } avec s;; = sj; . 1l s’agit de vérifier que (SM)" = SM
Sa1 -+ Sdd
c’est-a-dire que MTS = SM. Considérons la base canonique (eg,es, ..., eq) de R? ( identifié a
Ma, (R)).
Onapourl <j<d-1,
o 1 --- 0 0
. . . . 515 525
S1j 0 .. oo : 82; RY]
M'Sej=M"| : |=| o . .1 o = .
de . . . 0 1 Sd—1,5
: ) ) Sdj aoS1j + --- + G4—1S4;
ap ai ad—1

On a apsij + ... + ag—154 = aot (zﬂ+1) + o4+ ag_qt (z]+d) =t (aoz]+1 + ..+ ad_lz]+d) (les
a; € Qet 2" € R).D’autre part on a agz/ 1+ ...+ aq_127 = 27 (ag + a1z + ... + ag_1277Y) =
2T % 2% = 204+ done apsyj 4 ...+ ag—18¢ =t (27T) = 5441.0r 555 =t (27) = 5,4 jyk

52,5 S1,5+1 S1,j+1
53,5 52,5+1 52,j+1
pour k < ¢, donc M~ Se; = : = : et SMej = Seji1 = :
Sd—1,j Sd—1,j+1 Sd—1,j+1
Sd,j+1 Sd,j+1 Sd,j+1

On a alors MTSej = SMe; pour tout j < d—1 et par un calcul analogue, on a MTSe; = SMey
.Les matrices MTS et SM ont les mémes colonnes donc sont égales.

(b) On a S = RTR, S est inversible donc R aussi .On a
RMR = (R°Y (R"TR)MR ' = (R (SM) R

T
donc (RMR)T = [(R—l)TSMR—l} = (R (SM)TR = (BY) (SM)R! ( SM
est symétrique). Ce qui entraine que (RM R_I)T = RMR ' d’ou la symétrie de la matrice
RMR™!.

18. On a q1,qo, ..., qq sont des nombres rationnels strictement positifs, donc d’aprés la question 3.c, il
existe n € N* et des matrices My, My, ..., My éléments de M,, (Q) qui commutent deux a deux et

telles que Vi € {1,2,...,d} , M? = g;I,,.

@S 0 - 0 P 0 --- 0
Posons S = 0 @S : ,ﬁ = O P
: .0 P {
0 - 0 ¢S o --- 0 P
M 0 0 M; O 0
m=| v M etR=| O M P
0 : 0
0 0 M 0 0 My
qun 0 0
3 s S_ pr 0 qln 5
S est symétrique et S = P P.
: .. 0
0 e 0 qaln

R est inversible. D’aprés la question précédente R M R~1 est symétrique et B M R~' € My, (Q)

M /,V]Tj et R M R~! ont le méme spectre et comme z est une valeur propre de M donc aussi de

RM R qui est une matrice symétrique a coefficients dans Q.



