ELEMENTS DE CORRECTION DE I’EPREUVE DES MINES SUP 2000

Probléme 1

Partie I
1. tanh’ = COShjos_hsémhz = Coihg > 0 donc tanh strictement croissante. Or tanh continue, donc tanh
bijection de R sur tanh(R) =|lim_ tanh, lim ;. tanh[=] — 1, 1] (factoriser par e* ou e™*).

2. tanh’ = 1 — tanh?.

3. arctanh est définie sur | — 1, 1] symétrique par rapport a 0. Soit u €] — 1, 1], Iz € R, u = tanh(z).
arctanh(—u) = arctanh(— tanh(z)) = arctanh(tanh(—z)) = —x = —arctanh(u) donc arctanh im-
paire.

_ -1 _ 1 _ 1 _ 1

4. arctanh = tanh™" donc Yu €] — 1, 1], arctanh’(u) = fanh (arctanh(@)) — T—tanh(arctanh(@))? — T—u?"

5. 2y = 2(1£u) + 2(11+u) et arctanh(u) = ;' arctanh’(t) dt pour u €] — 1,1[. Or arctanh(0) = 0 (car
tanh(0) = 0), donc arctanh(u) = 2(—In(|1 — u|) + In(|]1 + u)) = In ( }t_u)

6. # S1+ t2 4+ (%)% + o(t*) (car limgu? = 0), d’olt arctanh(u) %fou(l + 12+t + o(th)) dt, soit

arctanh(u) Su+ 2ud + 2ud + o(uP).
Partie 11
7. (E) =y =-3y— m car x # 0 sur |0, 1.
Ona:8=¢ ]0,1[—=R | € R p solution de I'équation homogene ' = —3y sur ]0, 1[.
T — qe—3mnlzl

Cherchons une solution particuliere sous la forme y(z) = % g(z) pour z €]0, [, avec g € D'(]0, 1]).
On trouve ¢'(z) = 3 — 1. Soit donc Vz €]0, 1], g(x) = arctanh(z) — x et y(z) = arcm;h(x)_x
Ona:8=4¢ |0,1[-R | € R ¢ solution de I'équation (E) sur ]0, 1.

Partie 111

8. Soit f=a€R,a= 1_%712 < a=0o0ul+a>=2iea=00oua=1oua=—1.

9. f(0) vérifie ’équation précédente donc f(0) € {—1,0,1}.

2/(3) 2 o

10. Vo € R, f(2) = mcye- Or @ +1—2lal = (ja| = 1) > 0 et 1+ a® > 0 donc 2l <1, don

[f(z)| < 1.

4o _ — 2=f=) . 29(x) :
11. Soit g = —f, Ve € R, g(22) = — f(2z) = TTCTG)E = Trg(a)? done g solution.
2tanh(z) _ 2(e®—e *)(e®He )2 20_p—2w
12. Vo € R, 14+tanh(z)? — (2e2742e—27)(e®+e~%) 2214—2*21 - tanh(2x).
13. 1im(2") = 400 donc lim (£2) = 0. Or f dérivable donc continue en 0, d’ou lim(u,) = f(0) = 1.
4. u, = f (22%1) = %Qi et 1+ U%H > (0 donc le signe de u, est celui de u,41.
un+1
On montre alors par récurrence que : Vn € N, sgn(u,) = sgn(up).
2
Vn eN, upt1 — up = % et 1 —u2,, >0 (car, d’apres la question 10), |uy41] < 1) donc
n+1

sgn(Upt1 — Up) = —sgn(Upt+1) = —sgn(up), d’olt (uy)nen croissante si ug < 0 et décroissante sinon.
15. Soit ug > 0, (up)nen décroissante et minorée par -1 (cf question 10) donc elle converge vers

[ = inf((up)nen) < uo = f(xo) < 1 absurde (cf question 13).

Un raisonnement analogue est a mener dans le cas ug < 0.
16. Soit g = —f, g(0) = 1 et g solution (cf question 11) donc on aboutit aussi & une contradiction.
17. Au vu de la question 9, on en déduit donc que la seule valeur possible est f(0) = 0.
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18. Supposons qu'il existe zp € R tel que f(zp) = 1 et définissons (uy,)nen comme précédemment.
Montrons par récurrence que : ¥n € N, u, = 1, ceci étant vrai pour n = 0.

Si uy, =1 alors 1?;’3:1 =1 (cf question 14) d’olt u, 41 = 1.
Or (up)nen converge vers f(0) =0 (cf question 13) absurde.
Si f(xo) = —1, on utilisera le raisonnement de la question 16 pour aboutir a une absurdité.
19. Vx € R, tanh(2¢g(x)) = % (cf question 12), or tanh(g(x)) = f(x) donc
tanh(2g(x)) = %2‘ = f(2x) = tanh(g(2z)) ; or tanh injective (cf question 1), donc 2¢g(x) = g(2x).

20. f dérivable en 0 et arctanh dérivable sur |—1,1[ donc en f(0) = 0 d’oui, par composition, g dérivable
en 0.

21. g(0) = arctanh(f(0)) = 0 donc v, vaut le taux d’accroissement de g en 0 évalué en 5.

Or Vz € R,lim (%) = 0 donc lim(v,) = ¢’(0) (car g dérivable en 0). ’
22. Montrons que : Vz € R, zv, = 2"g (2%) = g(x), ceci étant vrai pour n = 0.
Si le résultat est vrai pour n, alors z,n + 1 = 2" x 2g (ﬁ) =2"¢g (2 X Q,f"ﬁ) (cf question 19) d’ou
ZTvn41 = g(x), ce qui permet de conclure par récurrence.
On a donc Vn € N, g(x) = xv,, d’ou, en passant & la limite en n, g(z) = x¢’(0) = Az avec A = ¢'(0).
g est donc clairement linéaire.

23. On a montré : I\, Vo € R, arctanh(f(z)) = Az, d’ou f(x) = tanh(\x).
Réciproquement, il est aisé de vérifier (cf question 12) qu’une telle fonction est solution.

Probléme 2
Partie 1
1. A(0) =0 donc 0 racine de A donc X divise A, d’ou I'existence de B.
deg(A) = deg(X) + deg(B) et deg(A) = 2n (car A = Ziil Ck X*) d’ott deg(B) = 2n — 1.
Le coeff. dominant du produit étant égal au produit des coeff. dominants et le coeff. dominant de
A valant C3" = 1, le coeff. dominant de B vaut 1.

Méme raisonnement pour le coeff. constant : by = C3, = 2n
2k7‘r

2. Soit z € C, A(z) =0 <= z + 1 racine 2n° de l'unité <= Jk €0; 2n — 1], z =e'2n —

On pose donc z, = ez 1 pour k entler entre 0 et 2n — 1.
sk

2 = et (e'2n —e Z'SZ) = 2isin (&%) ¢’ 5n = 2sin (52) (icos (5Z) — sin (£2)).
3. Posons j =2n—k,on a P, = H;:;:11 sin( (2n— J ) ]_H fﬁrll sin (7‘(‘ - —) Hg i’jrll sin (%W)

On a donc P? = PxPn—HJ =2n- 1sin<) Qn.

4. Ona B == "1(X — z) donc (—1)2"~ 1Hk M=l o = by, soit [[F=2""1 2z, = —bg = —2n.
De plus, z ?" Lk = ’,z %n 1218111(’”)6 m = 227~ 1i2”*1exp< ],z 2n—1 )Hk 2= 1sm(’”).
doqu =1, — 92120 1) exp(Q” 117T)Qn,0rexp( 1z7r) = ¢T3 :%dou
62,1:2n><21 2”:4n—,1etP —Q\n/;-

5. Vk <2n—1,3B; € R[X], A= (X — 2,)By, donc A’ = (X — z3,) B}, + By, d’ott By(z) = A’ (21).
Or ﬁ est le coeff. de la partie polaire relative au pole z; de F et A’ = 2n(X + 1)?*~! d’ott

c kT
k= 2n 1 1 _ k=2n—1 2ne ' n
= Z 2k) (X —2p) = £<k=0 X—zp

Partie 11

6. Soit f = alg avec a € C, on a ((a +1)%n — 1)IE = 0, or alg inversible pour a # 0 donc on a
(a+1)2" —1 =0, ie. f solution <= Fk €[0; 2n — 1], a = 2.

7.4 = (1 + 1)2n = Ziign an et 0= (_1 + 1)2n = iign(_l)kcgn = Zk pair Cécn - Zk impair Cécn
Onadonc S+58 =4"et S—8" =0,dout § =5 =2x4" L

2

8. Onas®“=sos =1 et set Igp commutent donc, d’apres la formule du binéme,

(S+IE)2n —Ip = zZO Cégnsk[%n g —Ig= Zk pair OQ?’LIE2 +Zk impair O —Ig=5's+ (S_ 1)IE
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. . _ o . _g\2
On a donc s solution ssi s = 1TSIE et s symétrie, ce qui impose (1TS) =1 (s? =Ig).
On doit donc avoir S = %, or S € N!' Il n’y a donc aucune symétrie solution.

Partie III

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

011
OnaG={al +bJ|(a,b) e C?*} avecJ=[1 0 1], donc
1 10

G = vectc (I, J) et M3(C) e.v. donc G s.e.v. de M3(C) donc e.v.

(I,J) libre car, si (a,b) € C?, al +bJ = O = M,; = O d’ott a = b = 0 par identification des

coeff. (I,J) étant libre et génératrice dans G, (I, J) base de G et dim(G) = 2.

Mgy x Me g = Myctovd,adtberva € G done G stable par produit matriciel.

Onawu:C?— C3 tel que u(X) = MX (i.e. Mg(u) = M avec B base canonique de C3).
b(—2x+y+2)=0

Soit X = (2,y,2) € C3, X € By <= (M — (a+20)[)X =0 < b(z — 2y + 2) =0

2z +y+z=0 b@+y—22)=0

Comme b#0, X € B} <= {3y —32=0 (Ly «— —2Ly — Ly, L3 «+ Ly + Ly + L3)
0=0
d'ott By = {(2,2,2) |z € C} = vectc(e)) avec €'l = (1,1,1) # (0,0,0) donc €| base de Ej.
Soit X = (7,y,2) €C?, X € By <= (M — (a—b)[)X =0<=b(z +y+2) =0. Or b # 0 donc
E2 = {(_y - Z,y,Z) | (y7 Z) € (CZ} = VeCtC(eéveé) ou 6,2 = (_1> 170) et eg = (_1>O7 1)
e, et e5 n’étant pas colinéaires, ils forment une famille libre et génératrice de Ey, i.e. une base.

1 -1 -1
Soit B la base canonique de C3, det (Mp(B'))=[1 1 0| =330 donc B libre.
1 0 1
Or card(B’) = dim(C?) = 3 donc B’ base de C3. a+2 0 0
onau(e]) = (a+2b)e'l,u(ey) = (a—b)eh, u(es) = (a—b)es donc D = Mp/(u) = 0 a—b 0
1 —1 -1 0 0 a — b/
OnaP=MgB)=[1 1 0
1 0 1
En accolant I a P et en effectuant des transformations élémentaires sur les lignes jusqu’a ce que P
1 1 1
soit transformée en I, on obtient : P~ = % -1 2 -1
-1 -1 2

On a D = P~'MP (changement de bases) donc M = PDP~1.

M +1 = Mg(u) + Mp(Ig) = Mp(u+Ig) donc (M +1)*" — I = Mp((u+ Ig)*" — Ig). De méme,
(D+1)*"—I = Mp ((u+Ip)*"—Ig) d’ou (changement de base) (D+1)*"—I = P~ ((M+I)*"—I)P.
Donc: (M +1)*"—-1=0+= (D+1)>"-1=0.

(a+2b+1)" -1 0 0
Ona:(D+1)?"—1= 0 (a—b+1)%" -1 0 , donc
0 0 (a—b+1)2" 1

D solution ssi A(a + 2b) = A(a —b) =0, i.e. I(k,j) €[0; 2n —1]%, a+2b=z; et a — b = 2.
22k + 2§ zZj— 2k Zj— 2k
On en déduit : M solution de (x) <> 3(k,j) €[0; 2n—1]2, M =1 | 2z — 2z 2z +2 2 — 2
2j— 2k 2 — 2 22p+ 2z
(et sous 'hypothese générale : M € G).

mOObclca.tex - page 3



