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MATHE3UTIQUES 1 

Durée 4 h 

Présentation du problème 

Le but de ce problhme est de rdpondre aux trois questions de gComCtrie euclidienne qui sont 
posCes au .debut des parties B, C et E ; pour cela on a besoin de quelques resultats d'alg5bre 
linCaire, auxquels sont consacdes les parties A et D. On peut commencer directement B la partie 
B, il condition de lire les definitions au dCbut de la partie A et d'admettre les rCsultats qui 
s'ensuivent, essentiellement les CgalitCs ( 5 )  et (6) ; de meme on peut sauter la partie D, B 
condition d'admettre le thCor2me CnoncC au dCbut de cette partie. A l 'oppod on peut aussi traiter 
les deux parties algebriques A et D avant de s'interesser aux autres ; ces deux parties sont 
indCpendantes. 

A) Ouelaues résultats d'alsèbre linéaire. 

On a prCfCrC regrouper ici toutes les dCfinitions et notations de nature algCbrique. On part d'une 
matrice carrCe A d'ordre (n + l), oh n est un entier 2 1 ; ses N m e n t s  sont des nombres rCels 
notes aij, et pour la cc?mrnoditd des notations on fait varier l'indice de ligne i et l'indice de 
colonne j dc O 9 n ; le ddterminant de A est notg Det A et le cofacteur d'un 61Cment aij est noti 
a'.. . on rappelle que (- I)i+J a'** est le ddterminant de la matrice obtenue en supprimant la ligne 
d'indice i et la colonne d'indice j dc A ; on note A' la matrice des cofacteurs a'ij et Som A' la 

sommc des (n + 112 eldments de A'. 

1J ' 1J 

De cette matricc A o n  ddduit la matrice rect;lngulaire B qui a pour ~ICrnctits 
( 1 )  bij = aij - i10j ; 

l'indice de ligne i varie maintenant dc 1 rl n, ci l'indice de colonne j toujours dc 0 il n. On appcllc 
S(B) lc syst2mc d'equations linthires associt? B B : 

sauf mention contraire (seulement dans la formule (5 )  ci-dessous), toutes les sommations Z se 
font sur l'indice j variant de O B n ; l'espace vectoriel des solutions dc S(B) est notd X(B) ; sa 
dimension est donnde par le rang de B grâce il l'&dit6 dim X(B) = n + 1 - rg B. 

On note B(zo,z1, ..., zn), ou en abr6gC B(z), la matrice c a r d e  d'ordre (n + 1) obtenue cn 
ajoutant B B une ligne d'indice O formCe par (n + 1) variables zo. z1. ..., Zn, et l'on note 
Po, pl,  ..., [3n les cofacteurs de W. z1. ..., Zn dans B(z), ce qui signifie que 

C bijxj = O  pour i = 1 . 2 ,  ..., n ; 

(2) Det B(z) = C Pjzj. 
La matrice B(l ,  1, ..., 1) obtenue en attribuant la valeur 1 B toutes les variables. sera n o t k  B( 1). 

Enfin, de cette matrice B. on dCduit la matrice carde C dont les ClCments sont 
(3) Cij = bij - biO ; 

les indices de ligne i et de  colonne j varient maintenant tous les deux de 1 B n ; on peut  
Cvidemment passer directement de A B C : 

(4) Cij = aij - aoj - ai0 + am. 
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Al)  Pour commencer on ne considhre que la matrice B et les matrices canees associees 
B(z), B(l) et C. 

Ala) 
Alb) 

A 1s) 
Ald) 

A21 
A2a) 

(5 )  

Démontrez que (Po, p1, ..., On) E X(B). 
Quels sont les cS1Cments de X(B) lorsque Po, p 1, ..., Pn ne sont pas tocls nuls ? 

Trouvez une ésalit6 simple reliant les rangs des matrices C et B( 1). 
Dkmontrez que Dct C = Cpj. 
On revient maintenant fi la matrice A. 
Demontrez 1'kgalitC 

n 

l = O  
pj = .x a'ij pourj = O ,  1, ..., n. 

On vous sugg2re de partir de la matricc B(a90. a()l, ..., Zj. .... a(),) obtenue en ajoutant h B la 
ligne d'indice O de A, 1 l'cxception dc aoj dans la colonne d'indice j, h la place ducluel on met la 
variable zj ; le detcrminant de cette matricc cst une fonction pjzj + 6j. OÙ 6j est une constante 

quc l'on n'a pas bcsoin de calculer. 
A2b) Concluez par les rfgalitgs 

A31 

(6) Dt.1 C = Z pj =Som A'. 

Lorsque n = 2, la matricc A que vous utilkxrez plus tard dependra de trois nombres 
rcels positifs a, b, c selon l'rfgalitd 

O c2 b2 

A 3 4  
A3b) DCcomposez la fonction 

Calculez la matrice A ,  les coefficients Po, pl, p2 et Det A. 

F(x, y. z) = x4 + y4 + z4 - 2(y2z2 + z2x2 + x2y2) 
en un produit de quatre facteurs non triviaux, et dkduisez-en une expression factorisCe de 
Som A'. 

B) Calcul d'aire ou de volume. 

On consid2re un espace affine euclidien & de dimension n 1 1 ; le cas oh n = 1 est 

inintkressant, mais peut vous permettre de verifier vos calculs. On note E l'espace vectoriel 

associe h & ; donc tout couple (M, N) de points de E détermine un vecteur de E, et tout 

couple (M, Ü) E ExE determine un point M + Ü , image de M par la translation de vecteur Ü. 

En outre, puisque E est un espace affine euclidien, E est muni d'un produit scalaire, qui sera 
notrf Ü.7 ; la longueur du vecteur KN sera notée MN. 
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Dans & on se donne (n + 1) points Po, Pl. .... Pn et l'on pose - -  
"j = p.p.2 = p-p. . p-p 

1 J  1~ l j  
chaque fois que O I i I n et O I j I n ; la matrice A utilide dans les trois parties gdomdtriques 
B, C et E du problbne sera celle formde par ces aij. On note r la dimension du sous-espace 
affine engendrC par ces (n + 1) points ; r est aussi le rang du syst2me des n vecteurs PoPj 

(avec 1 I j I n). 

- 

On SC proposc de calculer en fonction dcs aij le nomhre V tel que n!V soit la valcur absolue 
du dttcminant des n vecteurs PoPj dans une b u e  orthonormdc de E. Si n = 2 et si Po, Pl. P2 
forment un triangle, est l'airc dc cc triangle ; si n = 3 et si Po, Pl.  P2. PJ forment un 

tdtraedrc, V est le volume de cc tr5tria2drc. 

- 

1 Ddmontm I'@alitt! POPi - POPj = - (ai() + w j  - "j). 2 
Soient (Ylj, y2j, ..., Ynj) les composantes de PoPj dans une base orthonormdc 

(UI, U2, ..., U,) de E, et soit Y la matrice carrCe d'ordre n dont la colonne d'indice j 
(pour j = 1,  2, .... n) est formee par ces composantes ; calculez le produit tYY(où tY est la 
matrice transposCe de Y), et deduisez-en une rclation entre V et le ddterminant d'ordre n de:; 
produits scalaires PoPi . PoPj . 

Grâce aux rdsultats prdcCdents, trouvez une relation entre V ct Det C, et calculcz la 
constante Kn telle que 

-* - 
B1) 

B2) 
- 

M M  -. 

- -  
B3) 

V2 = Kn Som A'. 

B4) 

B4a) 
B4b) 

Dans la partie E on aura besoin de connaître le rang de la matrice C connaissant r 

DCmontrez que rg(tYY) 5 r. 
DCmontrez que rg(tYY) 2 r. Vous pouvez supposer les r vecteurs 

POPI , PoP2, ..., POP, lindairement independants, et considCrer la sous-matrice de tYY fom& 
par les r premi2res lignes et les r premieres colonnes. 

Calculez rgC au moyen de r. 

(ddfini plus haut). 

- _ _ .  - 
B4c) 

C) Recherche des Doints équidistnnts. 

On sc: proposc de trouver les points G Cquidistants des (n + 1) points Po, pl, ..., pn ; puis on 
calculcra dans le cas gtcntral la distance R d'un tel point G aux points P,. 

C1) Soit M un point de & et soit G sa projection orthogonale sur le sous-espace affine 
engendtd par Po, P l .  .... Pn ; demontrez que M est dquidistant des (n + 1) points P. si et 
seulement si G en est equidistant. 

En prdvision de ce qui suit, on rappelie yue G est barycentre des points 
Po, Pl,  ..., Pn affect& de coefficients dependant de G. 

J 
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C2) Soit Qi le milieu de Po et Pi (lorsque 1 I i I n) et soit M un point quelconque de &. - -  
Trouvez une @alite simple reliant MPi2 - MPo2 et M Q i . POP,. 

C3) Soit G le barycentre des points, Pj affect& de coefficients Xj dont la somme Cxj est 

suppode non nulle ; donc pour tout point M de & on a X(Xj G j )  = (ZXjCG. 

C3a) Demontrez que 

et deduisez-en que G est equidistant des (n + 1) points Pj si et seulement si 

D'aprhs Ala  et A2b. le syst2me d'Cquations S(B) poss&de une solution 
(Po, P l ,  ..., Pn) telle que CPj = Som A'. Quelle condition doivent satisfaire les points Pj pour 
que cette solution donne un point tquidistant G ? Combien y a-t-il de points Cquidistmts dans ce 

C a s  ? 
On suppose que la solution (Po, pl. ..., Pn) donne effectivement un point dquidistant 

G ,  et l'on veut calculer la distance R de G aux points Pj. 

Demontrez que pour tout point M de & on a 

(XO, .-' X n )  E WB). 
C3b) 

C4) 

C4a) 

Z(pjMPj2) = @Pj) MG2 +Z(PjGPj2). 

C4b) Calculez R en choisissant judicieusement le point M ; ce calcul doit vous permettre 

d'aboutir li une &alite 
(VR)2 = K'Kn Dct A, 

o ù  K' est une constante que vous calculcrez. 

C5) Si V O l l S  ~ V C Z  trait6 A3, VOUS &rirez ici sans commcntaircs Ics dgalit& qui 
permettent, lorsque n = 2. de calculer V2 et VR en fonction de a = plP2, b = P2P0 c t  c = p()pl. 

D) Encore un Deu d'alrkhre - linéaire. 

On revient aux hypothbes de la partie A, où A est une quelconque matrice cmCe d'ordre 
(n + 1). On veut demontrer que si Det A et Som A' sont nuls, la somme des a'ij est dCjja nulle, ou 

bien dans toutes les colonnes de A', ou bien dans toutes les lignes de A', les deux Cventualitks ne 
s'excluant pas. Pour demontrer ce theor&rne, on distinguera d'abord le cas oh A est de 
rang 5 n - 1, puis le cas oh son rang est n (maximum compatible avec l'hypoth2se Det A = O). 

D1) 
D2) 

Calculez A' lorsque rgA I n - 1. 
On suppose maintenant que rgA = n. 
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D2a) Dtfmontrez que chaque ligne ("'ho. a'hl, .... a'hn) de A' est une solution du systihe 

d'Cquations S(A) associe il A ; pour demontrer I'Cgalitc! 

on vous sugg8re d'interprtfter le membre de gauche comme le determinant d'une matrice c a d e  
d'ordre (n + 1) dont chaque ligne, sauf une, est Cgale il la ligne de même indice dans A. 

D2b) Quelle est la dimension de X(A), espace vectoriel des solutions de S(A) ? Quel est le 
rang de A' ? 

D2c) Demontrez l'existence de (2n + 3) nombres a', k, x i ,  ..., An, PO.  p l  , ..., Pn tels 
que a'ij = kipja' quels que soient i et j, et ddduisez-en une expression de Som A' qui montre 

quand est-ce que cette somme est nulle. 

aij a'hj = 0 (pour tout i = O, 1, ..., n), 

E) Cas OÙ Det A = O. 

On revient aux hypothhscs CL notations des parties B et C. 
On veut savoir dans quels cas Del A est nul ; la question n'a d'intWt quc si n 2 3. 

El)  
Ela) 
Elb) 

E2) 

On va dahord ddmontrer que Dct A = O si et sculomcnt si clim X(B) 2 2. 
Dtcmonwez que Dct A = O lorsque dim X(B) 2 2. 
Rdciproquemcnt on suppose Det A = O ; démontrez que Som A' = O, puis que tous 

les pj sont nuls, et enfin que dim X(B) 2 2. 

Le systkmo d'équations linéaires associC B la matrice B( 1)  est Ic systkmo S(B) 
auquel on a ajoute I'dquation Zxj = O ; si vous avez répondu correctement aux questions Al c et 

B4, vous savez que le rang de B( 1) est (r + 1). Comparez les dimensions de X(B) et X(B( 1)) 
selon qu'il existe ou n'existe pas de point equidistant des points Pj , et calculez dans chaque cas 
la dimension de X(B). 

Determinez dans quels cas Dei A est nul ; votre rt5ponse doit faire intervenir la 
dimension r et l'existence ou l'inexistence de point Quidistant. 

On suppose n = 3. 
Interprdtez le rt5sultat prCcédent ainsi : Det A est nul si et seulement si les quatre 

E3) 

E4) 
E4a) 

E4b) Onpose a =P1P2, b =P2Po, c =POPI, 
c' = P2P3; 

points Pj sont sur une même courbe appartenant B un ensemble de courbes que vous préciserez. 

a' = PoP3. b' = P 1 P3, 

dkmontrez que Det A est nul si et seulement si l'un des trois produits aa', bb', ou cc' est egal il la 
somme des deux autres. 


