Corrigé du CCP 2009 MP Maths |
A. ATTIOUI

Excrcice 1.
1) Soit y une solution de (F) dans I , ou I est I'un des intervalles ] — 1,0[ et |0, 1[. On déduit, de I’ équation (E),
que I’ application = — zy(x) est une primitive sur | de x — ﬂ?j? qui s obtient facilement en dérivant |’ application

x +— arcsin(z?). Alors, pour tout = € I, 2y = arcsin(z?) + C ol C est une constante. Par conséquent, pour tout

(2
rel, y = C+arc;1n(z )

2) Soit y une solution de (F) dans | — 1, 1], alors larestriction dey a] — 1, 0[ (resp. 0, 1]) est une solution de (E)
dans | — 1,0] (resp. ]0, 1]). Donc, pour tout z €] — 1,0[, y = Soaeint®) o pour tout 2 €]0, 1], y = SetareinG?)
avec C; des constantes. Donc, y est impaire et alors y(0) = 0. Par continuité de y en 0, on aaors C; = Cy = 0.
Par suite, la seule solution de (E) dans | — 1, 1], est lafonction y = %‘“2) pour z # 0 et y(0) =0 .

Excrcice 2.

1) La fonction ¢ — e~** est positive, continue sur R et e=t* = o(%) en +oo. Comme la fonction ¢ — % est
integrable sur [1, +oo[, alors La fonction ¢t — e~** est intégrable sur R+.

2) (a) Lafonction f est la primitive de la fonction continue ¢ — et sur R+ qui Sannule en 0, alors f est de classe

—z2 +2

C' sur R et pour tout z € Rj, f'(z) = e==". L application & : (¢, z) — % est de classe C* sur [0,1] x R
et 98 (t,2) = —22e™ ) pour tout [0, 1] x RT. Alors, par le théoréme de dérivation sous e signe somme (pour
une intégrale définie) , g est de classe C'' sur R et pour tout = € R, ¢/(2) = —2x fol e~ @ (1) gy

(b) Soit =z > 0, f(z) = fox e~t"dt. En effectuant le changement de variable ¢t = zu dans I'integrale on obtient :
f(z) = fol ze=*"v’ dy égalité valable aussi pour z = 0 car f(0) = 0. Pour tout = € RT, ¢'(z) + 2/ (2) f(z) =
—2x fol e~ U+ gt 4 92— fol ze=" %" du, = 0. Donc ¢ = g+ f2 est constante de valeur (0) = ¢(0) = 01 1_‘% =
arctan(l) = 7.

e— 22 (14t?)

(c) Soit > 0, I'application h : t — <——>— est décroissante strictement positive sur [0, 1] (car son inverse est
une application croissante ) alors pour tout ¢ € [0,1] , 0 < h(t) < h(0) = e~*". On en déduit, par integration, que

0<g(z)<e @
(d) Par définition, I = lim f(z)estunréd >0 . On a, daprés (c), lirf g(z) = 0 et d'autre part, pour tout

r——+00

z e RT, g(x) + f*(x) = 5. Donc, I? = Z ou encore | = @

Probléme

Partie | :

1(a) Soit n € N, || ts1 1= Zag2 — Tngr = F@ngn) = F(z0) 1<k || s — 20 = & || u, |- On en dédit,
par recurrence sur n, que || u, ||< k™ || uo ||= k™ || f(a) —a||. Puisque 0 < k < 1, la série de terme général || u,, ||
est convergente dans R™. Par suite, comme on est dans un espace de Banach, la série > u,, converge dans E.

n—1 n—1
(b) Soit n € N* , Par téléscopage, Y _uy =z, — z dorsz, = a+ Y _ uy. D'aprés (a) on avu que la série Y- u,
k=0 k=0

converge dans E donc la suite (x,,) converge vers un élément ¢ de E.
(c) Etant donnée que I’ application f est une contraction donc ele est continue sur E. Pour tout n € N, 2,41 = f(z,)
et (z,) converge vers ¢ donc f(¢) = ¢

(d) On vient de voir que f admet au moins un point fixe. Si f admet 2 points fixes distincts a et b, la contractibilité
de f permet d'écrire || a — b ||=|| f(a) — f(b) |I< k| a—10] dorsk > 1 ce qui est absurde, d ou I’ unicité.

Partie Il :

2(@ Soitt e R, ¢'(t) =1— ﬁ = ﬁ% dors |¢'(t)] = ¢'(t) < 1. Soient z,y € R, avec z # y, en appliquant le
TA.F (g est méme C* sur R ), il existe c entre x et y tels que g(x) — g(y) = (z — y)g'(c) dors |g(z) — g(y)| =
[z —ylg'(c) <z —yl.

(b) On sait que pour tout ¢ € R, |arctan(t)| < %, alors g(t) # t pour tout ¢ € R. En d'autres termes la fonction g
ne peut pas admettre un point fixe et elle non plus une contection stricte par le théoréme du point fixe de PICARD.
3.(a) Pour tout z,y € R, |g(z) — g(y)| = %|lz — y| donc g : R — R est une contraction stricte de rapport <.
( (R,].|]) est un espace de Banach ). D’aprés le théoreme de PICARD, pour tout uy, € R, La suite définie par
Unt1 = g(un) = %= + 1 pour tout n € N converge vers |'unique point fixe de g. Ce point fixe est déterminé par la



résolution de I’équation g(z) = = qui donne = = 2. Donc la suite (u,,) converge est de limite 2.

(b) Soient n € N etz € R, f(z) = f(g(2)) = f(g*(2)) = - = f(g"(2)).

(c) Soit « € R, on considére la suite (u,,) définie par up = = et u,+1 = g(u,) pour tout n € N. On a aors, pour tout
n €N, f(u,) = f(x). D'aprés ce qui précéde la suite (u,,) converge vers 2 et f continue sur R donc f(z) = f(2).
4.(a) L’ espace vectoridl normé (R2, || . ||;) est complet car il est de dimension finie.

(b) Soient a,b € R, d'aprés le T.A.F ( les fonctions sin et arctan sont dérivables sur R ), ils existent ¢ et d entre a et
b tels que: sin(b) —sin(a) = (b—a) cos(c) et arctan(b) — arctan(a) = (b—a) Alors | sin(a) —sin(b)| < |b—al|
et |arctan(b) — arctan(a)| < |b —al.

(c) Soient (21, y1), (r2,y2) €R

Y(w1,y1) — P(T2,Y2) = (i(sm(l’l +y1) — sin(z + y2)), (arCtan(iﬁ +y1) — arctan(zz + y2))

aors || Y(z1,y1) — (22, v2) 1= 1 zlsin(z1 +y1) —sin(z —I— y2)| + 3| arctan(xy 4+ y1) — arctan(ze + yo2)|. Ensuite,
en utilisant les inégalités de la question précédente, on obtient:

| (@1,51) — (22, 92) 1< 3(21 +y1) — (2 +32) |+ 2|21+ 1) — (22 +92)| < 35 || (z1,91) — (22,92) [1. Donc
Y est une contraction stricte de rapport 11 de (R?, || . || ) dans (R%, || . ||1) -

(d) D’ aprés le théoréme de PICARD, Iacontractlon +» admet un unique point fixe (a, b) dansR?. Alorse(a,b) = (a, b)
ou encore a = +sin(a+b) et b =1+ 2 arctan(a — b), donc (a, b) est une solution de (.S). Inversement, il est clair

4
que toute solution de (.S) est un point fixe de v». D’ou le résultat.

(&) On @ $(0,0) = (0,1) & (%, —4) = (0,1 + Zarctan(1)) = (0,1+ &) alors || (4, —1) = (0,0) [=

max(0, Z) = Z. L’application ¢ n'est pas une contaction stricte car pour tout k € [0, 1[, || ¥(,—3) —4(0,0) [|so=

5> E=k| (3,—%)—(0,0) || Suiteal'exemple ci-dessus, une contraction pour une norme peut ne pas I'étre pour une

autre norme équivalente. La contractibilité dépend alors de la métrique choisie. Généralement, une application continue, admettant

un unique point fixe, est-elle une contraction?

Partie I11 :

5.(a) Par définition, pour tout f € F, || f |l est un réel positif. Donc I'application || . ||oo: F' — R* est bien

définie. Soitf,g e F et A€ R, ona| )\f loo= sup |Af(z)| =N sup |[f(x)] =]\l f |l O OU I"hOmogéniété.
xz€[0,1] xz€[0,1]

La séparation est immédiate en effet : s || f |[o= 0, aors pour tout = € [0,1] , f(z) = 0 aors f est I'application

nulle. 1l reste I'inégalité triangulaire, soit = € [0,1] ona; |f(z) + g(z)| < |f(x)| + |9(=)| <|| f |loo + || 9 ||co AOrS

149 o<l  lloe + 11 9 lloo-

(b) Soit f € F, dors f est continue sur le compact [0, 1] aors elle est bornée donc f € F. d ou le résultat.

(c) Soit x9 € G, montrons la continuité de g en xy. Soit ¢ > 0, la convergence uniforme de la suite (g,,) vers g

donne I’ existence d'un entier N >0, tel quesi n > N on ait || g.(z) — g(z) ||< e , pour tout x € G. L’application

gn €st continue en z , donc il existep > 0 tel que || z — xo ||< n implique || gn (2) — gn (x0) ||< €. Pour z ted que

|z —xo [[<n,onal g(x) —g(zo) <[l 9(x) — gn () || + || g (2) = gn (o) [| + [l g (20) — g(xo) [I< 3e. d'ob

le résultat.

(d) D’aprés (c) , le sous-espace (E, || . ||«o) €st fermé dans I’ espace de Banach (F,|| . ||oo), &0Ors (E, ]| . ||oo) €St un

espace de Banach.

6.(a) L' application K est continue sur le compact [0, 1]2, il en est de méme pour |K| alors |K| est bornée et atteint

ses bornes.

(b) Pour tout f € E, I'application h : (z,y) — K(z,y)f(y) est continue ( et bornée )sur le compact [0,1]? alors

I’application z — fol h(z,y)dy est continue sur [0, 1]. Par suite, ¢(f) est continue sur [0,1] . Donc ¢(f) € E

(c) On vient de voir que¢ &st une application de (E, || . ||oo) dans (E, || . ||co). Soient fi, fo € E,

o(f1) — = =X [y K(@,9)(fi(y) = fo(y))dy dors || 6(f1) = 6(f2) o< (A fy [K (2, 9)|f1(y) = Foy)ldy,

aors || ¢(f1) d(f2) |loo< M\A\ I f1 — f2 |l Comme M|A| < 1, dors ¢ est une contraction stricte de rapport

M)\ de (E,|| . |le) - Les hypotheses du théoréme de PICARD sont toutes satisfaites, alors il existe une unique

application f € F, telleque ¢(f) = f . Donc, g(x) = f(z) + Afol K(z,y)f(y)dy, pour tout z dans [0, 1].

Partie IV :

7.(a) Soient M, M’ deux points distincts dela droite (BC) avec M ;A Ce M #C,onadors,

JAC| . [MC| | cos(c)| = |(AC | MC)| = |(AC | PyC)| =|AC]| . |[PyC]| dlors MC.[cos(c)| = Py C. De

méme M'C.| cos(c)| = PapC, dlors | cos(c)| = tuC = LwC — PuC-Fap © . Palaw (ygable pour M! = C).

1 _
1+d2"

(b) On refait le méme calcul que dans (@) , | cos(b)| = % et | cos(a)| = SESW Donc, pour tout z,z’ € R,
M(z,0) et M'(z',0), vé&ifient Rys Ry = kMM’ oU k = | cos(a) cos(b) cos(c)|. Donc, |¢o(x) —@(a')| = k|z —2'|.
Le triangle (ABC') étant non triviale , alors k € [0, 1] et ¢ est une contraction stricte de (R, |.|). On en déduit qu'il

exite un unique point M de la droite (BC) tel que Ry, = M. Le lecteur prendra soin de continuer la déduction.



