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Premidre dpreuve 

OPTIONS M, Po, ZA. 

(Dur& de IYpreuve : 4 heures) 

NOTAIIONS ET OBJECTIF DU PROBLkME 

On désigne par C"@) (resp. par C"(R;)) le C-espacc vectoriel de toutes les applications de R dans C (resp. de 
1 O, + QO [ dans C) qui sont indéfiniment dérivables. Le C-espace vectoriel des fonctions complexes de deux variables 
réelles (x, fi définies et pourvues de dérivées partielles continues à tous les ordres dans l'ouvert D = { (x, y) C R', x > O, 
y > O )  est noté Co@). Si f est un Clément de Co@), les parties rielle et imaginaire def sont des fonctions de C"@) à 
valeurs réclles telles que f - g + ih et, par exemple : 

af a g  a h  
a x  a x  a %  
----+i--. 

Dans le cours du problème, on utilise les deux fonctions suivantes, Cléments de C" (D) : 

t :  (%Y) - f 
r :  (x,H - (x' +y2)"2. 

On admettra que si f est élément de Co@), il existe une fonction unique notée f Clément de CO.@), telle que 
pour tout couple (x,  y )  de D 

f ( s  Y) -f((x' + Y3'? 2). 
x 

(Le second membre pouvant être encore notéf (r, 0.) 
Le produit habituel de deux fonctionsf et g a t  noté fg. Si f est à ~ C U K  rielles (resp. h valeurs réelles strictement 

positives) indéfhent dérivable dans D et si Q, est un éliment de C'(R) (respectivement si q est un Utment de C"(R;)), 
cpof ou cp (f) désigne la fonction composée, élément de C'@) qui associe à (x, y) de D le nombre q (f(x, y)). 

La fonctionfde C"@) étant donnée. on lui associe T 0, noté aussi T$ élément de C"(D), d a  pour tout b, y) 
deDpar: 

! 

L'application T ainsi définie de C'(D) dans C'(D) est un endomorphisme. Pour tout complexe a on dCWt le 
noyau N, de l'endomorphisme T - a 1 OÙ 1 est l'application identique de C'@) : 

No - {fe  Co@) ; Tf-af-O}. 

L'objectif du problème est l'étude des divers noyaux No et de noyaux de polynômes de T, ce quf conduit à la 
résolution de certaines équations aux dérivées panieks dans le domaine D. 
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1' a) f et gétant deux éléments de Ca@), exprimer T (fg) en fonction def; g, T f et Tg. 

b) Soit f un élément de Ca@) auquel on associe, comme il est dit dans le préambule, jtelle que f (x, y) -f(r,  r). 
Exprimer Tf à I'aide notamment des dérivées partielles def notées : 

c) Soitf; B valeurs rédles, éliment de C"(D), calculer T (cpof) OÙ cp est un élément de Cap). 

2 O  Etude de No. 
a) CdculerTr. 

b) Montrer que si cp E Ca@ :), alors cpo r G N,. 
c) Déduire des questions précidentes une expression générale des fonctions de NP 

3 O  IhdedeN, .  
a) CdculerTr. 

b) Soit cp E Ca@:), exprimer T (cpoi) et en déduire T (t") où l'exposant kest arbitraire dans Z. 

c) Montrer l'équivalencc : 

f t  N, 0 r"ft N,. 

En déduire une expression générale des fonctions de NI. 

4 O  EtudedeN,. 
a) Déterminer, de manière analogue à ce qui précède, une expression générale des fonctions de Nk où k est 

b) Lorsque a est un complue, on pose ro = Calnr. Calculer T (ra) et en déduire une expression générale des 

arbitraire dans Z. 

Cléments de Na. 

PARTIE n 

Dans cette partie, on suppose donnés deux nombres complexes a et p. une fonction gnon nulle clément de N, et 
une fonction cpo élément de C'(R:). On se propose de résoudre réquation d'inconnuef; élément de Ca@) : 

Tf-af-gcpo ( r )  

l0 On suppose d'abord cpo = 1, réquation devenant dors : 

. a) On suppose en outre a # p. Montrer que l'équation (1) admet une solution par&iculiùe 16 proportionnelle à g. 
En déduire Purpression générale dcs solutions de (1). 

b) On suppose maintenant a - p. Montrer qu'il existe une solution particulière de I'équation (1) qui est de 
la fome fo - cp ( t )  g OÙ cp est une fonction de Ca@:) que l'on explicitera. En déduire la forme de la solution 
générale de (1). 

2" Résoudre les équatiom suivantes oùx elCrnent de C'(D) est i'iconnue : 

Tourna I. p y  S.V.P. 
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3' Dans CW question, g est un cltment de N,, et cpo est une fonction, élément de C-(R:). On se propose de 
résoudre avec CU données r@uation : 

(2) Tf-af=t!cp,(r). 

a) Montrer qu'il existe une solution partidière de l'équation (2) qui est de la formeh = cp (r) goÙ la fonction cp 
est un éliment de C-(R;) s'exprimant à raide de la fonction cp@ En déduire l'expression gMrale des solutions de 
l'quation (2), expression dans laquelle une intégrale. 

6) Trouver, CU particulier, les solutim de réquation : 

Tf-a f-glnr 
OÙ gest un élément donné de Ne (autrement dit : 6 = a). 

PARTIE m 

On définit les puissances succcsSives de l'endomorphisme T de Co@) de la façon habituelle : 

'df r c - O  T!f-T,, 
T"f-T(Twlf) (n  > 2) 

1" Trouver l'expression générale des fonctions f de CO@) telles que T2 f = O. 

2 O  g étant une fonction d o d e  dans N, muver kpression gdn&ale des foactions f de C'p) solutions de 

3" En raisonnant par rbcunmce, déduire de cc qui préchie l'expression géndrale des fonctions f constituant le 

Tz f = g. (On pourra passer par l'iitmnédiah de la nouvelle fonction inconnue u - T' 
noyau de l'endomorphisme T". (On montrera, en particulier, que cette expression fait intervenir n fonctions arbitraires.) 

PARTIE IV 

1" a et fl sont, 1 nouveau, deux nombres complexes donnés non tous deux nuls. Rcsoudre dans C a p )  : 

cr- anoCr- B 9 f - 0  

2" a, 6, y étant trois complexes donnés, résoudre l'équation : 

l CT-aWcT- B Of-s 
OÙ gest donnck dans NI. On discutera suivant les valeurs de a, B, y. 

3" Risoudre lyquation ~ ' ~ C O M U C ~  (fc Cap))  : 

où k est un nombre complexe dOM6. 


