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NOTATIONS ET OBJECTIF DU PROBLEME

On désigne par C*(R) (resp. par C*(R3)) le C-espace vectoriel de toutes les applicati

r ) (resp. (R pplications de R dans C (resp. de
1 0, + = [ dans C) qui sont mdeﬁmm?gt ldenvables. Le C-espace vectoriel des fonctions complexes de deux S'arisbles
réelles (x, ) définies et pourvues de dérivées partielles continues  tous les ordres dans I'ouvert D = | (x, ) € R?, x > 0,

y > 0} est noté C*(D). Si f est un élément de C*(D), les parties réelle et imaginaire de f sont des foncti -
valeurs réelles telles que f = g + ik et, par exemple :(D) P § sont des fonctions e C*(D)2

of dg. Oh
— e o [ —
0x 9x ! x

Dans le cours du probléme, on utilise les deux fonctions suivantes, éléments de C* (D) :
. - 2
l: .y p

r: (xy = (x*+y)a

On admettra que si f est élément de C*(D), il existe une fonction unique notée j élément de C*
pour tout couple (x, y)de D ® 4  clément de (D), tlle que

fey) =f(x*+y)2 ).
(Le second membre pouvant étre encore noté f r.y) *

B Le. prgdu?t habitue{ de deux fonctions f et g est noté fg. Si fest a valeurs réelles (resp. & valeurs réelles strictement
positives) mdcﬁ'n-unent dérivable dans D et si @ est un élément de C°(R) (respectivement si @ est un élément de C*(Ry)),
¢of ou ¢ (f) désigne la fonction composée, élément de C*(D) qui associe a (x, y) de D le nombre @ fxy)-

D La fonction fde C*(D) étant donnée, on lui associe T (f), noté aussi T f, élément de C=(D), défini pour tout (x, ¥
eDpar:

af

3 y(x, y.

Tf(x,y)-xga{(&y)ﬂ

L'application T ainsi définie de C*(D) dans C=(D) est un endomorphisme. Pour tout complexe a on définit le
noyau N, de l'endomorphisme T ~ a 1 ot | est 'application identique de C® o):

N,={feC*®D) ; Tf=af=0}.

L'objectif du probléme est 'étude des divers noyaux N, et de noyaux de polynémes de T, ce qui conduit 2 la
résolution de certaines équations aux dérivées partielles dans le domaine D.

TOURNEZ S'IL VOUS PLAIT
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1° g) f et gétant deux éléments de C*(D), exprimer T (fg) en fonctionde f, g, Tf et Tg.

b) Soit fun élément de C*(D) auquel on associe, comme il est dit dans le préambule, f’ telle que f(x, y) =f(r, 1).

Exprimer Tf i aide notamment des dérivées partielles de f notées :

a7 a7
ar % 3

¢) Soit £ a valeurs réelles, élément de C=(D), calculer T (pof) ol @ est un élément de C*(R).

2° EtudedeN,.

a) Calculer Tt

b) Montrer quesip € C*(R}), alors ore N,

¢) Déduire des questions précédentes une expression générale des fonctions de N,

3° Etudede N,.
a) Calculer Tr.
b) Soitp € C°(R3), exprimer T (po7) et en déduire T (r*) ol I'exposant k est arbitraire dans Z.
¢) Montrer I'équivalence :
feN, e r-1feN,.

En déduire une expression générale des fonctionsde N,.

4° Etudede N,
a) Déterminer, de maniére analogue i ce qui précéde, une expression générale des fonctions de N, ot k est
arbitraire dans Z.

b) Lorsque a est un complexe, on pose r= e~ Calculer T (r®) et en déduire une expression générale des
éléments de N,.

PARTIE 11

Dans cette partic, on suppose donnés deux nombres complexes a et B, une fonction g non nulle élément de N, et
une fonction @, élément de C*(R ). On se propose de résoudre I'équation d’inconnue f, élément de C*(D) :
Tf—af=g®(r)

1° On suppose d’abord ¢, = 1, I'équation devenant alors :
) Tf-af=g

. a) On suppose cn outre a # B. Montrer que I'équation (1) admet une solution particuliére f, proportionnelic 4 g.
En déduire I'expression générale des solutions de (1).
b) On suppose maintenant a = f§. Montrer qu'il existe une solution particuliére de I'équation (1) qui est de
la forme fy=¢q (r)g ot @ est une fonction de C*(R3) que lon explicitera. En déduire la forme de la solution
générale de (1). '

2° Résoudre les équations suivantes ot f; éiément de C*(D) est I'inconnue :

3 ) T+yl-
sglaneymn-fan-mii®  vayeD
af 3 (o -2 flx g = E ) x=Y)
xax(x’y)".ya y(x"y) 2ftxy) x+y VixyeD Tournez 1a page S.V.P.
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° Dans cette quesuon, g est un élément de N, et @, est une fonction, élément de C*(R3). On se propose de
rmudre avec ces données I'équation :

[0) Tf=af=goy(r)
a) Montrer qu'il existe une solution particulitre de I'éguation (2) qui est de la forme f, = @ (7) g ol 1a fonction ¢

est un élément de C"(R +) S'exprimant 2 laide de la fonction @, En déduire I'expression générale des solutions de
I'équation (2), expression dans laquelle figure une intégrale.

b) Trouver, en particulier, les solutions de I'équation :

. Tf~af=ginr
ol1 gest un élément donné de N, (autrement dit : § = a).

PARTIE I

On définit les puissances successives de Fendomorphisme T de C*(D) de 1a fagon habituelle

VfeC"D) Tf=T(TS)
Tf=T@f) (1>2)

1° Trouver I'expression générale des fonctions f de C*(D) telles que T? f = 0.

2° g étant une fonction donnée dans N,, trouver 'expression générale des fonctions f de C*(D) solutions de
T2 f = g (On pourra passer par I'intermédiaire de la nouvelle fonction inconnue u = Tf)

3° En raisonnant par récurrence, déduire de ce qui précéde l'éxprasion géuérale des fonctions f constituant le
noyau de 'endomorphisme T”. (On montrera, en particulier, que cette expression fait intervenir n fonctions arbitraires.)

PARTIEE IV

1° a et B sont, 2 nouveau, deux nombres complexes donnés non tous deux nuls. Résoudre dans C*(D) :
(T—aDo(T=~pNf=0
2° a, B, y étant trois complexes donnés, résoudre l’équaﬁon :
| (T—alo(T—-pDf=¢g
ol gest donnée dans N,. On discutera suivant les valeurs de a, B, v.

3° Résoudre I'équation d'inconnue f (f¢ C*(D)):

2
V(xy) €D, z—I(x.y) +y? 3y {(x,y) 2xy 9 f (x.y) kf(x y),

ou k est un nombre complexe donné.
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