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Premier probléme

Partie A - Généralités

1
1. e La fonction ¢ — 3 est € sur RY, et exp est €>° sur R. Par composée et par produit, on

en déduit que :

Focemm]

1
De plus : Vt e RY, f'(t) = —e*%, donc :

t2
* / 1 1
vt e Ry, tf(t):;e t = g(t).
2. 0On a : )
. et . u
) = 2, A e =0

t>0

par croissances comparées. Donc :

on peut prolonger g par continuité en 0 en posant : g(0) = 0. ‘

De plus :
. tf(t) — f(t) et —tet e 7
VieR:, g'(t) = = = 3 =1t
Or: 1111(1)(1 —t) =1 et, comme précédemment :
—

7% : 3 u

im = lim (—u’e*)=0.
t—0 t?’ u=—2L1 u——o0

t>0 t

Ainsi, par produit, on a :
lim ¢'(t) = 0.

t—0

D’aprés le théoréme de prolongement %', on peut en déduire que :

le prolongement g est dérivable en 0 et : ¢’(0) = 0. ‘

1
3. Puisque lim et =1let lim - = 0, par produit on a : lim ¢(¢) = 0. On a donc le tableau
t—+00 t—4oo t t—+o00

de variations suivant :

x 0 1 +00
g'(z) 0 + 0 -
1
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et la courbe suivante :

1+

h 2

4. a) Par définition :

t t
vt e RY, H(t)—/g<%>du—/ we ™ du.
1 1

On effectue une intégration par parties, les fonctions u — u et u +— e~ étant de classe €' sur R4, ce
qui donne :

* —u ¢ ! —u —t 1 —u t —t 1 —t 1
vt e RY, H(t):[—ue ]1— —e “du=|—te +E —[e L:—te +E_ et =o ),
1

donc :

2
VteRy, H(t)=-(1 +t)e*t+g.

b) On pose : u=t—1. Alors : ! = e~ “~! avec :

2 u3

1 U
—u—1 _ =1 ,—u _ ~ _ _ 3
e =e e Be(1 u—|—2 6—|—0(u)>.

De plus : 14+t =u+ 2, donc :

o=

0

—2+u—u—3—|—0(u3)
2 6 6 '

(—u—2)e ! = (-u— 2)% (1 —u+ v +o(u‘°’))

D’ou :

5. a) On a les équivalences :

¢ 1 |
H=- & L= o git)=-.
f =L 0_1 o -1
1
Or, la fonction g est continue et strictement croissante sur ]0,1[ avec : g(]0,1[) = }O,— { Or, si
e

1 1
n>=3>e,alors — € ]0, - [ Donc, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires :
n e

1
Ilay, €10,1], glay) = —

On en déduit donc que :

t
pour tout entier n > 3, il existe un unique «,, € ]0, 1] tel que : f(t) = —.
n

1 1
b) Pour tout n > 3 on a : g(a,) = - et glapt1) = ——l Donc : g(ay) > glapt1). Or, g

étant strictement croissante sur ]0, 1], cela implique que a;, > ap41. On en déduit donc que :

‘ la suite (ap)n>3 est strictement décroissante. ‘

1
n+1

1
De méme, g(5,) = — > = g(Bn+1) et g étant strictement décroissante sur |1, 400, on a :
n

Bn < ﬁn-‘,—l- D’ou :

‘la suite (Bn)n>3 est strictement croissante. ‘
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c¢) e Puisque la suite (ay, )n>3 est strictement décroissante et minorée par 0, elle est convergente.
Supposons qu’elle converge vers une limite ¢ € ]0,1[. Alors, puisque g est continue sur |0, 1], on en

déduit que le suite (g(an)) _, converge vers g(0), avec : g(€) € ]0,1]. Or, ceci est faux car, pour tout
3

nz

entier n > 3, on a : g(an,) = L et donc : (g(an)) converge vers 0. On en déduit donc que :
>3

nz

‘ la suite (ap)n>3 converge vers 0. ‘

e De méme, le suite (8, )n>3 étant strictement croissante, soit elle est majorée et elle converge
alors vers sa borne supérieure, soit elle n’est pas majorée et elle diverge vers +oco. Supposons qu’elle
converge vers £ € |1,4o0[. Alors la suite (g(ﬂn)) _, converge vers g(0) € 10,1 ce qui est faux

n=3

puisque : g(8,) = % njm 0. Donc :

‘ la suite (By)n>3 diverge vers +oo. ‘

Partie B - Etude d’une courbe paramétrée

6. Par équivalences, en notant A la premiére bissectrice :

Mt)eA & zt)=ylt) < = & t=1.

Donc :

il existe donc un unique point M (t) appartenant & la premiére bissectrice, pour ¢ = 1.

t
7. La pente de la droite (OM(t)) est : p(t) = % =t. Donc :
x

il_r}x})p(t) =0 et : zgr}rloop(t) = 4o00.

x>0
8. La fonction 2 = f’ est dérivable sur R et :

" , -2 _1 1 1 1 et

VtE]R+, x(t)*t—3€ t+t_2xt—2€t:(1—2t)t—4

Par croissances comparées, de méme qu’en 2. : . lim z(t) =0et }irr(l) 2'(t) = 0. D’ou le tableau :
— —

>0
t 0 3 1 +00
a'(t) 0 + 0 - -
4e?
\ \
v / 6_1 \
0 0
Y / et
Y / 2e2 \
0 0
y'(t) 0 + + 0 -
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9. On obtient donc la courbe suivante :

Partie C - Fonctions définies par des intégrales

10. On a bien : lim f(t) = lime ™7 = 0 et lim f/(t)
t—0 t—

1
=lim —e * =0.
z—0 t—0 12
>0 >0
De plus : 0.f/(0) =0 = ¢’(0), donc :
I'application f se prolonge par continuité en 0 avec f(0) = 0, et alors : f € €1 (R4, R). ‘
11.
Ainsi :

a) Les fonctions f et g sont continues sur Ry, donc elles admettent des primitives sur Ry.

‘ les intégrales F' et GG sont bien définies. ‘
De plus, en effectuant une intégration par parties :

Fa) = / Crwar= [t - / " () dt = 2 (x) — / Cg()dt,
Soit :

VeeRY, H(z)= ze F —G(x).

1
b) Puisque g est positive sur Ry, donc : Vo > 1,G(x) = / g(t)dt > 0. De plus, d’aprés la
0
relation de Chasles :

e 1 1 -1 e 1 @
T t t 1
G(:c):/ ¢ dt:/ ¢ dt+/ ¢ dt<0(1)+/ - dt,
o 1 o 1 1t 1t
car siz > 1 et site[l,z], alors : e % < 1. On en déduit donc :

‘Vwe]l,—i—oo[, 0<Gx)<C+lnx avec:C=G( )‘
¢) On en déduit donc que :

vr>1, 0< G(x) < C'—I—ln:z:'

~X
x x
C+1 G
Or, lim crme = 0, donc, d’aprés le théoréme des gendarmes : lim (z) = 0, ce qui signifie
z— 400 x r—+oo I
que :
‘ au voisinage de +o0o, G(x) est négligeable devant x. ‘

On en tire donc, d’aprés 11.a., que :

et donc que :




1
12. Sur R7, I’équation est équivalente & : y —|— —y=1

1
e Une primitive de : z — — est : x — —5, donc les solutions de I’équation homongéne sont :
x

yh:xHOe%,CGR.

e Pour déterminer une solution particuliére, on utilise la métode de la variation de la constante.
. 1
On considére donc : y, : x — C(x)e=. Alors :

1
T

V)

On en déduit donc que :
1 1 Y
y,(x) + ﬁyp( z)=C'(z)er =1, donc: C'(z)=c =,

et donc : 1
C(x) = F(x) convient, d’ott :  y,(x) = F(x)ex .

e Finalement :

les solutions sur R de I’équation différentielle sont : 3 : x — (F(x) + C’) ex.

Partie D - Etude qualitative d’une équation différentielle
13. En z = 0, I’équation devient : 0.y'(0) + y(0) = 0, donc :

uo =y(0) = 0.

14. En dérivant (E), on obtient :

2y () + 2z y (z) + ¥/ (x) = 22, puis: 2y (z) +day’(z) + 2y (z) + y"(2) = 2.

En z = 0, ces deux équations donnent successivement, :

‘ul =¢y'(0)=0 et: wuy=1y"(0)= 2.‘

15. Supposons que y : x — ax? + Bz + 7 soit solution de (E). Alors : y(0) = v = 0. De plus,
y'(z) = 2ax + B donc : y'(0) = 8 = 0. Enfin : y"(z) = 2a, avec : y"’(0) = 2, donc : @ = 1. On a donc
nécessairement : y(r) = x2.

Mais alors : 22y (z) + y(z) = 2%.22 + 2% = 223 + 2 # 2. Ainsi :

(E) n’admet pas de solution de la forme y : z — az? + Bz + 7.

16. a) Posons u : x — x2. Alors u et y étant de classe 4> sur R, on peut appliquer la formule

de Leibniz : .
WneN, (uy)® = Z( ) ®) () (=)
k=0
avec :
Ve e Ry, o(z)=2x, u'(x)=2, VYn>3, u(z)=0.
Donc :

Yn = 3,Vx € Ry, (uy')(") () = u(o)(:v)y'(") (x) + nu(l)(x)y'("_l)(x) + @u@) (:C)y'("_Q) (x)
— 22y (@) + 202y (@) + n(n — Dy D(z).
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En injectant dans I’équation (E), on obtient donc :
¥n > 3,¥x € Ry, P%W“%m+amwmmw+nm—1wm*%m +y"(z) =0,

soit :

vn>3,Ve e Ry, 2%y (z) + (14 2n2)y™ (z) +n(n — 1)y V(z) =0.

Pour = = 0, on obtient donc, pour n > 3 : y(™(0) + n(n — 1)y~ (0) = 0, d’ou :

‘Vn >3, up,=-n(n—1uy1. ‘

b) Montrons par récurrence que : ¥n > 2, u, = (—1)"n!(n — 1)
o Initialisation : pour n =2 on a : (—1)22!1! = 2 = uy; la propriété est initialisée.

e Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n. Alors :
Upy1 = —(n+Dnu, = —(n+ Dn.(=1)"n! (n— 1! = (=1)" " (n+1)!n!

La propriété est donc héréditaire, et donc :

‘Vn =2, up=(-1)"nl(n- 1)!‘

Puisque y est supposée de classe €°° sur R, la formule de Taylor permet d’écrire : Vn € IN,

n n k

k k' ) k n

N0 oan) 5 30 ot 5 35 U HE D e
k=0

k=2

et donc :

?i E—1)!2" +o(z").

Deuxiéme probléme

Partie A - Etude d’un mouvement dans 1’espace

1. Pour tout réel ¢, on a : a(t) 4+ ¢(t) = 0 donc les coordonnées de N (t) vérifient ’équation de P,
donc :

‘Vte]R, N(t)eP.‘

2.0na:

r+2=0 z=-T
(r,y,2) e PNQ & {x—y+z—3—0 & {y—3'

Ainsi :

‘(x,y,z) eD=PNQ < 3156R,(x,y,z):t(l,O,—1)+(O,3,0).‘

Deplus: N(t) € D = b(t) =sin(t) = 3, ce qui est impossible. Donc :

[VteR, N(t)¢D.|
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3.0na:

2
vt € R, ﬁm+¥@+8m:C%t

2
cos“t
+sin?t + — = cos®t + sin?t,

donc :

VteR, a®(t)+b%(t) + A1) = 1.

On en déduit donc que N (t) appartient & la sphére S de centre O et de rayon 1. De plus, puisque
N(t) € P d’apreés 1., on en déduit que N(t) appartient a lintersection de P et de la sphére S, c’est-
a-dire & un cercle C. Or, il est clair que les points (0,1,0) et (0, —1,0) appartiennent & P et & S, et
donc aussi & C. Comme ces deux points sont diamétralement opposés sur la sphére S, on en déduit
que C est un grand cercle, et donc :

‘ pour tout t € R, le point N (t) appartient au cercle C = PN S, de centre O et de rayon 1. ‘

4. La droite D est déterminée par le point A(0,3,0) et un vecteur directeur @ = (1,0,—1). La

distance de N(t) a D est :
w27
AN D) = "

avec :

AN(t) = (&St, sin(t) — 3, %) , donc : M AU = (3 —sin(¢),0,3 — sin(t)).

Donc : ) )
9 (3 — sin t) +0%+ (3 — sint) )
d(N(t),D)" = et (1) = (3 —sint)”.

D’ou :

d(N(t),D) =3 —sint.

La distance du point N(t) au plan @ d’équation cartésienne : x +y + z — 3 = 0 et de vecteur
normal 7 = (1,1,1) est :

cos(t) . — cos(t)
5 4sin(t) + —=—2 — 3
V2 V2
donc :
3 —sint
A(N(1),Q) =
(N, @) = —7=

5. Pour tout réel ¢ :

eit+ei(t+%ﬂ)+ei(t—%") — oit 4 git o5

Donc :

VteR, e 4+ oi(tH3) 4 oi(t=3) — o

6. L’isobarycentre des points N(t), N(t 4+ 27/3), N(t — 2w /3) est le point G(t) tel que :

30G(t) = ON(t) + ON(t + 21/3) + ON(t — 27/3),
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c’est-a-dire tel que :

3m _ <cos(t)7sm(t)’ —cos(t)) N (cos(t+ %ﬁ),sin(t—l- 27

Finalement,

V2 V2 V2

'isobarycentre des points N (t), N(t + 27/3), N(t — 27/3) est le point O. ‘

Partie B - Construction d’un polynéme

7. De maniére évidente :

Vte R, s(t)=sin(t). ‘

8. Avec les formules de trigonométrie, on obtient :

VieR, plt) = — (;) sin(t) _ _S“;(t) <1 “35(2”) _ —isin(t) _ %sin(t) cos(2t)
1 1 (sin(3t) — sin(t)
=gt =7 (f) :
d’ou :
1 . 1 .
Vie R, p(t)= ~3 sin(t) — 3 sin(3t).
9. D’une part :
_cos(t)sin(t)  cos*(t) cos(t)sin(t)  cos’(t)
ViR, )= > =

D’autre part, on peut aussi écrire :

vt € R, (a(t) L b(t) + C(t))2 = a2(t) + b2(t) + 2(t) + 2d(t), soit : sin2t =1+ 2d(t).

On obtient donc :

10. a) Pourt =

VieR, d(t)=

sin?t — 1 - cos?t

2

2

R'(0) = 0.

b) En développant, on obtient :

g, on a: a(t) =c(t) =0 et b(t) = 1. Donc, 0 est racine double de R, et ainsi :

R(X) = X* = (a(t) +b(t) + (1)) X + (alt)b(t) + b(t)e(t) + e(t)alt) ) X — a(t)b(t)e(t)

et donc :

R(X)

X3 —s(t) X?+d(t) X —p(t) = X3 — (sint) X2

cos?t

2

sint + sin(3t)
3 .
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Partie C - Endomorphismes a noyau imposé
11. On peut écrire :
P:{@ww)eRﬂwwzo}:{@y;ﬁ)ER?:{ﬂLQ—U+MQL®}:Vw%ﬂﬁfﬁymﬂﬁg.

Donc :

P est le plan vectoriel engendré par ((1, 0,-1),(0,1, 0))

12. D’aprés ’équation de @, (0,0,0) ¢ @ donc @ n’est pas un plan vectoriel :

‘ Q est un plan affine. ‘

13. Clairement, 7’ et 7/ appartiennent & P et de plus :

1 1 -1
-/ —/ —/ =/
V= —=v124+02+12 =1, = =1, 7 77=—=.0+01+—=.0=0.
17 = 5V 17l =111 7= =
Enfin : 1
—
WAT:T#ﬁy:kC

Donc :

o - TN
(z’ ,7') est une base orthonormale de P, et k'’ est un vecteur normal unitaire & P.

Et donc :

_)
(f’,j”, k') est une base orthonormale (directe) de I'espace R3.

14. La matrice de passage de la base B a la base B’ est :

1 09 L 1 9 —L
V2 V2 V2 V2
P=( o0 1 o0 et : Pt=tP=10 1 0
-1 o L 1 0 L
V2 V2 V2 V2
Si les coordonnées de @ dans la base B sont (z,v, z), et (z/,y/, 2') dans la base B’, alors on a :
x T IE
1/ = P71 y | = Z
/ Tz
z z 5
Or, on a aussi :
—= r—=z — . 7/ - / r+z
e -1 = , € = et e -k’ = .
V2 7Y V2

Donc, on a bien :

15. a) D’aprés la linéarité de u, on peut écrire :
5 5 5 5 —
u(@) = (€ -7)u@) + (€ -7 )u(i") + (@ - k' u(

Or, puisque P C Ker(u), on a : u(?’) = u(j”’) =0, et donc :

‘u(?) = (¢ - ?')7, avec: 2 = u(?’) ‘
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b) Rec1proquement suwosons qu’il existe un vecteur Z donné tel que lapplication v : £ — F
vérifie : Ve € E u( ) = (7 )7 Alors, d’aprés la bilinéarité du produit scalaire :

VA LERYE, T €E, uAe +uT) = (& e+u7)-?’)7

=A@ E) @ w7

Ainsi, u est linéaire. De plus :
W@ =@ KT =02=0 et: ui)=QG" k)T =07=0,

donc : P =Vect(?',7') C Keru. Finalement :

‘on abienu e L(E)et: PC Ker(u).‘

c) D’apreés 15.a., 0on a :
?/

)£ 0.

Dans ce cas, le théoréme du rang nous permet d’affirmer que : rg(u) = dimE —dimKer(u) =3-2=1,
et ainsi : Imm(u) = Vect(7).

P=Ker(u) < 7 =ul

Partie D - Matrices de projecteur

16. Puisque p est le projecteur orthogonal sur P, il s’agit du projecteur sur P parallélement &
L =Vect(k'). On a donc :

ﬁ
p@) =7, pG) =7 et: p(E) =T,
d’ou :
1 0 0
la matrice de p dans la base B’ est : M’ = [0 1 0
0 0 0
17. Voir 14.

18. a) Puisque p est un projecteur, on a : p o p = p et donc, matriciellement :

M? =M.

b) Puisque M et I commutent, on peut utiliser la formule du bindme de Newton avec :
Vk e N*, M* = M ;

(M + 1) zn:( )Mklnk—l+§<Z>M_I+ (Zn: (Z)1k1"k—1> M,

k=0

d’ou :

(VneN, (M+D)"=1+(@"-1)M]
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c¢) D’aprés la formule de changement de base, on a :

1 1 19 _L
V2 va\ (L 0 0\ /35 V2
M=pMP'=( 0 1 0o]|fo1o0)][0 1 o0 |,
1 1 1 1
-5 0 &5/ \o oo/ \LH 0o I
d’ou :
1 1
2 0 —3
M=|[0 1 0
1 1
-3 0 3

19. a) Par définition :
M = {May =aM +bl,,(a,b) € R*} = Vect(I, M).

De plus, de maniére évidente, M et I ne sont par proportionnels donc :

(/// ,+,.) est un R-espace vectoriel de dimension 2 dont une base est (I, M).

b) On peut écrire, d’aprés ce qui précede :
Myp=aM + bl =aPM' P~ 4+ bPIP™' = P(aM' + bI)P~".

On en déduit donc que :

a+b 0 0
det(M, ) = det(P).det(aM’ +bI).det(P~') = det(aM’ +bI)=| 0 a+b 0,
0 0 b

donc :

det(M, ) = (a + b)?b.

Or, une matrice est inversibble si, et seulement sison déterminant est non nul, donc :

M, 1, est inversible si, et seulement si: b# 0 et a + b # 0. ‘

c) Puisque M? = M on a:
My p-Meg = (aM +bI)(cM + dI) = acM? + adM + beM + bdl = (ac + ad + be)M + bdl,

ou encore :

‘Ma,b-MC,d =M.y avec: e=ac+ad+bc et: [f=bd ‘

d) Avec b(a+0b) # 0, on cherche c et d tels que : My .My q =1 = Mp1. Donc : ac+ad+be =0

et bd=1,dou:d= 1 et c= _7&. Finalement :
b b(a+b)
Si M, ; est inversible, alors : M~ = ——2__pp + 1I
@0 ’ Ced Tharb) T
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