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I Etude de 'opérateur différence finie
On considere 'application A définie par :
| KIX] = K[X]
| P(X)~ P(X +1) - P(X)
Q 1. Pour tout P € K[X], P(X) et P(X + 1) sont des polynémes a coefficients réels, donc A(P) est un

polynéme & coefficients réels et A est une application de K[X] dans K[X]. De plus, pour tout (P, Q) € K[X]?
et pour tout A € K, on a:

AAP+Q) = (AP+Q)X +1)— (AP +Q)(X)
= AP(X+1)+Q(X +1)—AP(X) — Q(X)
= APX+1) - PX)]+[QIX +1) - Q(X)]
= M(P)+A(Q),

donc A est linéaire, ce qui permet de conclure que A est un endomorphisme de K[X].

n
Q 2. Soit P € K[X] de degré n , écrivons P(X) = Z apX* | donc
k=0

A(P) = a (X +1)F = x*)
k=1
et on a deg ((X + 1)k — Xk> =k — 1 pour tout k£ € [1,n] donc

deg (A(P)) = deg (X +1)" = X™) =n — 1

de plus si P est un polynoéme constant (P € R) alors A(P) =0 et deg (A(P)) = —o0 .

deg (P) —1 si deg(P) >1

Ainsi | deg (A(P)) = { o si PeK

Q 3. Soit d € N*, pour tout P € K;[X] on a A(P) < deg (P) donc A(P) € K;[X] , le sous espace vectoriel
Kq[X] est donc stable par A | ainsi A induit un endomorphisme sur K[ X].

Q 4.
e Soit d € N*et P € Ky[X]
PeKer(Ay) © P(X+1)-P(X)=0

Ce qui donne , pour tout k dans N, P(k) = P(0) , ainsi le polynéme P(X) — P(0) admet une infinité de

racines , donc il est nul et P est un polyndme constant , par suite Ker (Ay) C Ko[X] .
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L’inclusion Ko[X] C Ker (Ag4) est évidente . Donc ’ Ker (Ay) = Ko[X] ‘ .

e On adimKer(Ay) =1, le théoréme du rang donne dimIm (Ay) =d .
D'aprés Q.2 on a Im (Ag) C K1 [X] d'ott | Im (Ag) = Kq1[X] |

Q 5.

e On a Ko[X] C Ker (A). Soit P € Ker (A) , il existe d € N* tel que P € K4[X] donc P € Ker (Ay) =
Ko[X] par suite Ker (A) C Ko[X] , d'oit | Ker (A) = Ko[X] |.

e Soit d € N*on a Im (Ag) C Im (A) , donc pour tout d € N*, Ky—1[X] C Im (A) ainsi K[X] C Im (A)
d'oit | Im (A) = K[x]|.

e Soit h une fonction polynomiale , qu’on peut confondre avec le polynéme associé , donc h € Im (A)
et il existe P € K[X] tel que P(X + 1) — P(X) = h(X) , ainsi I’équation (E}) admet une solution .
Si @ sont une autre solution de (E}),alors P — @ € Ker (A) par suite il existe une constante ¢ telle que
Q=P+c.
On conclus que (Ej) admet une infinité de solutions polynomiales .
Q 6.  Si P une solution polynomiale de (E}) avec h : x — z ; donc P(X + 1) — P(X) = X |, forcement
on a deg P =2 . Posons P(X) =aX?+bX +c, donc

PX+1)-PX)=a2X+1)+b=X

ce qui donne

a:—bzf
2

1
Ainsi les solutions polynomiales de ’équation (FE}) sont de la forme | P(X) = §X (X—=1)4c,ceK|
Q7. SoitdeNetke[l,d],ona

deg Ag(X*) =k —1 ,deg A2(X*) =k —2, ...,degAs_l(Xk) =1let degAR(X*) =0

donc le polynéme AE(X*) est constant et A5TH(X*) =0 .

Ainsi pour tout k € [1,d] AgH(Xk) = 0, ce qui signifie que Ag“ = Okyx | et X941 est unpolynéme

annulateur de Ay .

Si d > 2 alors 'endomorphisme A, est nilpotent et non nul donc non diagonalisable .
Sid=1, Az =0 donc il est diagonalisable .

IT Fonctions entiéres

On note w l'application de [0,1] dans C définie, pour tout t € [0,1], par w(t) = e*™ et 'ensemble des

fonctions f : C — C développables en série entiere de rayon de convergence infini.

II1.A - Généralités

Q 8. Soit (f,g) € €%, posons pour tout z dans C : f(z Z anz" et g(z Z by 2"

e On a pour tout (\,u) € C?, Rev(X(Nan + pbyp)z ”) > min(Rev (> an ) Rev(>b,2™) , donc
+o0

Rev(Y(Aap + pby)z"™) = 400 et pour tout z dans C (\f + ug) (z) = Z()\an + pby)z" , dou Af +pug €€ .
n=0



n
e Posons ¢, = Z arby_p , pour tout z dans C les séries Zanz” et anz” convergent absolument,
k=0
le théoreme du produit de Cauchy de deux séries assure que chz” converge absolument et de somme
f(2)g(z), donc fg est développable en série entiere de rayon de convergence infini ce qui donne fg € £.
+oo

Q9. Soitfegetf:zHZanz”
n=0

Pour k€ Zona: f(w(t))w(t)™ = Z anw(t)" % . Comme ‘anw(t)”_k’ = |ay| et Y |ay| converge alors la

série de fonctions Z anw(t)"*
n>0

des séries de fonctions permet l'intervertir les symboles Y et [ , ainsi

/ flw R dt = /01 (Jganw(t)”k) dt = Jrz:s:)an /Olw(t)”kdt

1 _k ap, sin=k
et on a/ w(t)" " dt = , donc
0

0 sinon

converge normalement et uniformément sur [0, 1] , le théoreme d’intégration

ar sikeN

0 sinon

Aﬁwwwm*wz{

II. B- Une intégrale

Pour tout p € Z, on pose

Wt

Q 10.  Pour tout t € [0,1] on a |w(t)| = 1 donc w(t) ¢ 2inZ et e~*) # 1 | ainsi la fonction  — T

définie et continue sur [0,1], ce qui prouve que I, est bien définie pour tout p € Z.
Q11. Soit (€U, ona

est

—1_ZC 1+§2Cn

et
+oo  n—2 +o00 n—2
e 3|
= nl —| n!
+oo 1
< >
n=2
+0o0 1 ’n,
posonsC:Z _e—2€]01[et6 z»—>z +2)',01(18Ld0ncp0111rtoutCEU:
(n
n=2

e —1=((1+¢B) et |BQI<C

Q 12.  Soitt ( € U et p € Z, d’apres la question précédente on a




¢ et
eC—1  1+¢B(C)

avec |(A(¢)] < C < 1 donc

Cp > ) +oo o ‘
e —1 - Cp_l Z(_CB(O)J — Z(_l)]gﬁ-p—lﬁ(oj
=0 =0
Q 13. Soit p € N,on a
1 400 ' ' |
Ip:/ w(t) Z(_1)Jw(t)J+p_15(W(t))7dt
0 =0

et pour tout j € Net ¢ € [0,1], [(=1)7w(t)? P~ B(w(t))?| < C7 donc la série de fonctions - (—1)7w(t)? =1 B(w(t))?
J
converge normalement et uniformément sur [0, 1] , le théoréeme d’intégration des séries de fonctions permet

d’écrire

=31y ([ wrseoya)

=0 0

d’apres Q.8 on a pour tout j € N, la fonction 57 € £ , la question Q.9 donne

1 si p=3j=0

0 sinon

[ vty sty - {
0

d’ott In =1 et I, = 0 pour tout p € N*.

IIT Polynémes de Bernoulli

Pour tout n € N et tout z € C, on définit dans cette partie :

ezw(t)

1
Bnlz) = "!/0 CCENEOG

III. A - Lien avec l’équation (E})

Q14. SoitneNetzeC,ona
1 +oo Zk: w(t)k—n-H
pu— ' —_—
By =nt [ Y T

k=0

comme dans la question Q.12 on a pour tout t € [0, 1]

w(t)k_n—H = j j+-k— '
) XS Gl EO

IN

+oo
2
=0



donc

w(t)k—n-H
<
w0 1 |S1-¢ Ve (Q.14 1)
—n k —n
par suite ‘Z—If % < ﬁ % ce qui prouve la convergence normale et uniforme de la série % %’: % sur
[0,1] , le théoréme d’intégration des séries de fonctions permet d’écrire
too _k 1 k—n+1 +oo _k
z w(t) z
Bp(z) =n! — / dt | =n! — I
d’apres Q.13 I,_, =0sik>n+1, ainsi
n_ Lk
Bn(z) =n!) Tplkn (Q.14 2)
k=0
Le polynéme B,, s’écrit alors
on Zn—l
_ [ _n
B, (z) =n! (n! Iy + (n = 1)!.7_1...) =2+ ..
donc B,, est unpolynome unitaire de degré n.
Q 15.
e Soitn e N* ona
k—1
/
B, = n! Z k o Ig—n
k=1
Zn: k—1
= n! Ik—l—(n—l)
= (k—1)!
n—1 k
X
k=0
= nBp1
e Autre méthode :
Rx[0,1] — C
Soit n € N* et la fonction f : (z.1) e (t) ,ona f estde classe C! sur Rx [0,1]
x, —

et gi(a:,t) =w(t)f(x,t)

Soit a > 0 , 'inégalité (Q.14.1) donne pour tout x € [—a, d]

af e e
— < <
’ax(x’t)‘— —¢ S1-¢ W

z cos(2mt) a

Puisqu’on inteégre sur le segment [0, 1] ,les fonctions constantes sont intégrable [0, 1] , donc (1) est une relation
de domination, le théoreme de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre assure que B, est de

classe C! sur [—a,a] , pour tout a > 0, donc elle est de classe C' sur R et

1
B.(z) = /Ogi(:c,t)dt

1 ezw(t)
= nl dt
/0 (ew(t) _ 1) w(t)n—Q
= nBp_1(z)




On a B),(z) = nBy_1(x) pour tout  dans R donc =nB,_
Q 16. Soitn e N*et z€ C,on a

zw(t)
et

1 elzHl)w
Bu(z+ 1) = Bo(z) = n‘/ i
e‘*’ ) — 1

1

( )n—l

— n|/w lnzw(t)dt
0

la question Q.9 donne

+00k

/1 (t)lfn zw(t) dt—/l (t)lfn Zi (t)k; dt — z
o N E b K o)

k=0

d’ou

By(z+1) — By(z) = nz" !

n
Q 17. Soit h: z — Zakzk , pour tout k € [1,n] on a zF =

1
=0 kE+1

n

h(z)_zk+13k+l(2+1) Zk+

(Brt1(z +1)

(2)

1

— By11(2)) donc

Ce qui donne une solution polynomiale de (Ej) sur C définie par

I Z'—>Zk+13k+1

solutions sont de la forme f + c avec c € C .

IIl. B - Unicité

Q 18.

e Montrons que les polynémes (By), oy Vvérifient les relations

1) Bo=1
9) Vn e N*, B/, = nB,_,
1
3) Vn e N*,/ By (t)dt = 0
0

De la relation (Q.14.2) ona By=1Ip=1.

(Q.16 1)

, les autres

1
La question Q.15 donne pour tout n € N*, B], = nB,_1 donc / B, (t)dt = n(Bp-1(1) — B,—1(0)) et la
0

1
relation (Q.16 .1) asure que / B,(t)dt =0 .

0
Ainsi (By,),,cn Vérifient les relations 1) 2) et 3) .

e Soit (Pp),,cn une suite de polyndmes qui vérifient les relations 1) 2) et 3) .

que P, = B, Vn € N.

On a Py = By =1, supposons que c’est vrai pour n > 1 et montron:

La relation 2) donne P} ; = (n+1)P, , par hypothese récurrence on a P, = B,, donc P, | =

signifie que P41 = Bp+1 + ¢ avec ¢ € C.
1

slepourn—+1.

1
De la relation 3) on a / B y1(t)dt = / P,i1(t)dt =0 donc ¢ =0 et P11 = Bpi1-
0 0

Ainsi P, = B, Vn € N.

Montrons par récurrence

/ .
= By, cequi



D’ou (Bp),,cn est I'unique suite de polynomes qui vérifient les relations 1) 2) et 3).
Q 19.  Soit pour tout n € N, H,(X) = (=1)"B, (1 — X). Montrons que (H,), .\ vérifie les conditions 1)
2) et 3) de la question précédente .
Soit n € N* , on a
o Hy(X) = (—=1)°Bo(1— X) = 1
o H(X)=(-1)""B/(1-X)= n(—1)”+lB _1(1 - X) =nH, 1(X).
. /1 H(t)dt = (=1)" /1 Bo(1 - t)dt "= / Bo(u)du=0 .
d’apres ?9.18 ona: Vn €N, OHn =

II1. C - Une application analytique

Soit ¥ la fonction de R dans R telle que, pour tout x € R,

€T .
w(l‘):{ e siz#0

1 sinon

Soit de plus u la fonction de R? dans R telle que, pour tout (z,t) € R?, u(x,t) = 1 (z)et* .
1 -1 =X

Q 20. Pour tout =z # 0 on a (@) = = Z %1)' ,qui est une série entiere de rayon de
x T n !

1
convergence +00 , cette relation est aussi valable pour x = 0 . Donc — est de classe C* sur R, de plus elle

ne s’annule pas, ce qui prouve que v est de classe C* sur R .

On en déduit que u est infiniment dérivable par rappoet a x et par rapport a t et ses dérivées partielles sont
continues , donc u est de classe C*® sur R?.

Q 21.  Soit (z,t) €R? on a

du
ot

Soit n € N*, par application de la formule de Leibniz on trouve

(x,t) = zu(x,t)

(D) =Tt () ot =20 ) 40
oz \ Ot T oan " 1) a1\ T T Y T g1\

u est de classe C* sur R?| le théoréme de Schwartz permet donc d’écrire : % (%(m,t)) = %”; (%(m,t)) ,

ce qui donne

g [ o" "u oLy
5 (gt =25 2w t) 4,1 Q21 1)
"u
Pour tout n € N, on pose A,(t) = ——(0,1).
x
Q 22. Montrons que (Ap),cn €st une suite de polyndomes qui vérifient les conditions 1) 2) et 3) de la

question Q.18 :
Soit n € N*.
e Ona Ay(t) =u(0,t) =
e D’apres (Q.21 1) ona pour z =0, A/ (t) = nA,_1(t).
De cette relation, on déduit, par récurrence , que A, est un polyndéme .

Loy
e Pour x # 0 calculons / —(x,t)dt .
o Ox™



n

u
La fonction u est de classe C* sur R X [0, 1] donc les dérivées partielles —— sont bornées sur tout compact

ox™
1
[a,b] x [0,1] C R x [0,1] donc la fonction z / u(z,t)dt et de classe C* sur R et
0

o [l L ony
@(/0 u(ac,t)dt)—/o o, )

01 g;:(a;,t)dt _ 8‘9; <¢(x)/01et"”dt) - $ <¢(x)ex - 1) — 0

x

donc

par continuité en 0 on a
Loy d
—(0,t)dt =0
0 33:"( ’ )
1
ainsi / Ap(t)dt =0 .
0

Ce qui prouve donc que pour tout n € N, A, = B,,.
IV Solution entiére de I’équation (FE},)

IV.A - Une inégalité de controle

Soit P la proposition : 3¢ > 0,Vn € N,Vz € C,(|z| = 2n+ )7 = |e* — 1| > ¢)
On suppose que P est fausse.
Q 23. P est fausse donc Ve > 0,3n € N, 3z € C tels que (|z| = (2n+ 1)1 et [e* — 1] < ¢)

1
Soit p € N* | prenons ¢ = — alors In, € N etdz, € C tels que (|z,| = (2n, + 1)7 et e — 1| < =) , ce qui
p

p
donne

e — letVpeN, |z|=02n,+1)7

p—+o00

Pour tout p € N, on note a, = Re(2p) et b, = Im ().

_>

p——+o00

0

Q 24.
e Onae* — 1donc|e®| — 1, commee® = e%e alors e — 1 ce qui signifie que
p—r—+00 p——+00 p—=+00
ap — 0]
p——+oo
e D’apres I'inégalité triangulaire on a Vp € N, ||z,|—|bp|| < |2p — ibp| = |ap| ,ce qui donne| |z,| — |by|
+1sib, >0
Q 25. Soit ¢, = P
—1sib, <0
e D’une part on a exp (—iep |2p|) = exp (—iep (2n, + 1) 1) = —1 , donc
exp (zp —igp |2p]) = —exp(zp) — —1 (1)

p—+o00

e D’autre part, pour tout p € N, on a

exp (zp —igp [2p) = exp (ap +1 (b — €p |2p])) = exp (ap + 1 ep(epbp — |2p))

comme epb, = |b,| alors

exp (zp — iep |2p|) = exp (ap +1 €5 (|bp| — [2p]))



orap - o 0 et |zp| — |bpl —>+Oo 0 donc exp (2, — igp |2p)) p_:)koo 1, ce qui contredit (1) .

° La Supposmon du depart est fausse donc

[3c>0,Yn eN,Vz€C,(J2| = 2n+ D= e — 1| > 0)| (Q.25 1)

IV.B - Une solution a (Ej)

Soit n € N, ¢t €[0,1] et z € C, posons

eZ'Yn (t)

() 1 (2n+ Drw(t) et Qn(z) = n!/ol (@@ — 1) (DT dt

eZ'Yn(t)
(em® — 1) ()=t
On a pour tout n € N |y, (t)] = (2n+1)7 et v, (t) € C\ (2iwZ), donc la fonction g : (¢,2) — (

Q 26. Pour tout t € Ret z € C, notons g(t, z) =

ez 1 (t)
e () —1 )y, (t)n=1

est définie et continue sur [0,1] x C . La fonction @), est donc bien définie et on a

+oo _k ()k n+1 +o00

g(t,z) = kz: IM Z@k

Les fonctions ¢y sont, définies et continues, donc intégrables sur [0, 1] .

D’apres (Q.25 1) il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢t € R ‘e%(t ‘ > ¢, ce qui donne
1 k 2 1 k—n+1
/ o (t)] dt < G ( n;r, )7) (Q.26 1)
0 e

1
donc la série Z / |k (t)| dt converge , d’apres le théoréeme d’intégration d’une série de fonctions, sur un
0

intervalle quelconque, on peut intervertir les symboles Y et [ et on obtient :

A (:Z: mt)) =3 ([ euttar)

k=0
donc
+oo 1l k—n+1
n: Yn(t) k

Ainsi pour tout n € N, Q, € £.
Q 27. On a

Qn(z+1)—Qn(z) =

0

dt
(e%@ SN0
1

= n!l [ ) e ® gt

—

la question Q.9 donne

+o00 k
[ @@ e = 20+ 0m " [t (Z et U7 oy ) &= Ty

k=0

On en déduit que



VneN* V2 €C, Qu(z+1)—Qu(z) =nz"1

Q 28. D’apres (Q.25 1) il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢t € R ‘e'y”(t) — 1‘ > ¢, donc

1 e?n(t) n! Y )
Qui)l <t | |t < [ [0 ar
o | @@ 1)@ | S c(@at nm
|
on a n—nl < 1et [e2mm( ’ = eRe1(®) | comme [Re(z7, ()| < |27n(t)] et |yn(t)| = (2n+ 1)7 alors
(2n+ 1))

Z’yn () ’ < e37rn|z\ )

Ainsi il existe a,b € R, telles que, pour tout n € N* et tout z € C, | |Q,(2)] < ae® ™ 7l
Q 29.

+o00o
e Soit h € £, écrivons pour tout z € C , h(z Z apz" et ona (n+1)2" = Qui1(z+1) — Qn+1(2)
0
donc "
400 an
h(z) = Z 1 (Qn+1(z +1) = Qnt1(2))
n=0 n+
comme |Qn(2)] < ae’?l et 3 a,2" de rayon de convergence infinie alors 3 st Qnt1(2) converge pout tout
+o00
z € C, posons f:z+ Z n 1Qn+1( z) ,elle vérifie f(z+ 1) — f(z) = h(z) , donc f est solution de (E}) .
n
n=0

e Montrons que f € £ .
Soit z€ C,on a

R +00 ! k—n+1
) = Y Qi) et Qulz) = Z(Zi LA dt) o+

n—0 k=0 0

+00 400 | 1 %(t)k—nﬂ
an n! zF
écrivons f(z Z Z Uny > avec Uy, = (nF+1)K! / e — 1 dt.

n=0 k=0

Pour intervertir les deux symboles 3 , dans I'expression de f, on doit montrer que la famille (Un,k)(k nyen2 €st
sommable .
On a

lan|n! ]z\k ((2n + 1)7T)kfn+1

U,
, (n+1)k! ¢
Janl |21 (20 + D)t |
= k! c (car (n+1)((2ﬁ+1)ﬂ)n+1 <1)

donc pour n fixé dans N la série Z U . converge et
keEN

o0 = Z|Unk| < lanl et

et la série Z |an| 2" converge donc Z oy et (Un,k)(,C n)enzest sommable .
neN neN
On peut écrire alors

+o00 +00o +oo /+o00 ! 1 " k—n+1 k
B ShONE Sl (SRR AT AT
k=0n=0 k=0 \n—=0 \"¥ 0o e — !

ce qui montre que f € £ .
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