CCINP — PSI* — 2023

Exercice — Fonction de Bessel, intégrales de Wallis

s s
Pour z € R et n € N, on note f(x) = / cos(zsin(t)) dt et W,, = / sin?"(t) dt.
0 0
Q1. Pour tout x € R, la fonction t — cos(zsin(t)) est continue sur le segment [0, 7], donc f(z) est bien définie.

Q2. On applique le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre.
Pour tout t € [0, 7], la fonction a — cos(x sin(t)) est de classe C? sur R. De plus, les fonctions
0 0?
p (cos(zsin(t))) = — sin(t) sin(x sin(t)) & gy (cos(zsin(t))) = — sin®(t) cos(z sin(t))
x
sont continues (p.m.) sur [0, 7] par rapport a ¢t et dominées par la fonction constante égale & 1, qui est intégrable sur
[0, 7]. 11 s’ensuit que f est de classe C% sur R et que

s

f(z) =— /07r sin(t) sin(z sin(t)) d¢ & f(z) = —/ sin?(t) cos(z sin(t)) dt.

0

Q3. La fonction définie par h(x,t) = cos(t)sin(zsin(t)) est clairement de classe C* sur R? comme composée et
produit de fonctions qui le sont. Elle admet en particulier une dérivée partielle premiére par rapport & ¢ donnée pour
tout (x,t) par

oh : . . .
a(m, t) = —sin(t) sin(x sin(t)) + x cos?(t) cos(z sin(t)).

Q4. On déduit des deux questions précédentes que, pour tout z € R,
of(x) + fl(x) + o f(x) = — / xsin®(t) cos(z sin(t)) dt — / sin(t) sin(z sin(t)) dt + / x cos(x sin(t))
0 0 0

= /Tr s cos?(t) cos(z sin(t)) — sin(t) sin(x sin(t))] dt

/a (z,t)dt = h(z,7) — h(z,0) =0 — 0 = 0.

Autrement dit, f est solution de (E): zy” +4 + 2y = 0.
oo

Q5. Soit, a supposer qu’elle existe, une série entiére y(x Z anx" de rayon de convergence R > 0 solution de
n=0

I'équation différentielle (E). En reportant dans (E), il vient

oo oo o0
zy"(z) + ' (z) + zy(z) = = Z n(n — 1)apz™ 2 + Z naz" !+ Z anz"

:Z (n—1)apz"™" 1+Znan:r" 1+Zanx

= n=1 n=0

o0

n=2
Le rayon de convergence étant infini, le developpement en série entiére est unique et I’écriture ci-dessus équivalente a
an—2
ar =0 & Vnz2:a,=—-——5".
n

Q6. En développant le cosinus en série entiére, il vient, sous réserve de validité de la permutation série-intégrale,

flz) = /0 cos(zsin(t)) dt = / Z sm 2 dt = Z(—l)” (I;;TS' zn,

Pour justifier I'interversion, on a ’embarras du ch01x.




e Le plus simple est de noter que, pour ¢ € [0,7] et € R, 'on a |zsint| < |z|. Or, la série entiére définissant cosinus
est uniformément convergente sur tout segment donc la série intégrée converge uniformément ce qui, sur un segment,
est une condition suffisante d’interversion.

e On peut aussi utiliser le théoréme d’interversion en notant que

r

terme général du DSE convergent de 7 ch(x).

121 2n
(_Unsm (t) 22| < 7F 7
(2n)! (2n)!

i 2n
5 sin“" (¢
e At et z fixés, la suite ((2)(')3:2"> est clairement décroissante a partir d’un certain rang, le quotient des termes
n)! n
22 sin? t
(2n+1)(2n + 2)
appliquer le critére spécial des séries alternées et majorer le reste

d’indices respectifs n + 1 et n valant et tendant vers 0 quand n tend vers 'infini. On peut donc

i (_1)nsin2”(t) e sin? (t)x2N .
o (2n)! S (2N)! Nowo

comme terme général du DSE convergent de ch(zsint). Cela remontre la convergence uniforme de la série.

[e.e]

Q7. La suite obtenue a la question Q5. est unique et donne une série entiére Z agnx®™. 1l y a ainsi au plus une
n=0

solution de (E) développable en série entiére de coefficient constant fixé. Comme f est bien une solution de (E)

développable en série entiére vérifiant f(0) = 7, c’est la seule.

Q8. Il reste a identifier le DSE de f et la série obtenue & la question Q5. C’est possible sans vérification du fait que
le rayon de convergence de la série entiére obtenue est non nul, puisque la série entiére obtenue a la question Q6
converge pour tout z € R, donc est de rayon de convergence infini. L’identification avec I’expression de a,, en fonction
de W, donne ainsi

a9n—2 (—1)" (—1)” W, T [(2n
a2n:_ TL2 e, 2a’O: 27]':(_ )TL n .'_ ani .
4n 4n n! 4n n! (2n)! 4\ n
On aurait pu bien siir aussi obtenir le rayon directement sur la série obtenue en Q5 : la relation de récurrence donne
2n 2
aon® x
Aop_oT2n— 4n? n—co

La régle de d’Alembert montre que la série ainsi obtenue est de rayon de convergence infini, ce qui valide le calcul
effectué a la question Q5 indépendamment du calcul de la question Q6.

Probléme 1 — Marche aléatoire sur 7Z

Partie I — Un développement en série entiére

Q9. Soit o € R\ N. Alors, la fonction z — (14 x)“ est développable en série entiére avec un rayon de convergence
égal & 1. Son DSE est donné par la formule

(1+$)a:Za(a—l)..ﬁ!(a—n—i-l)xn‘

n=0

Q10. En particulier, pour o = —1/2, il vient

11—35 :i <—;> x <—2> o x <_2n2— 1) ) (_qj!)n

n=0
:i(_1)2n1x3x-~-x(2n—1)X2x4x---x2nxn:ii 2n\
— 2n ! 2X 4% X2n n:022” n ’



Partie II — Probabilité du retour a l’origine

Q11. Soit t € N*. Alors, Y; = (X; + 1)/2 prend la valeur 1 avec la probabilité p et la valeur 0 avec la probabilité
1 —p, soit Y; ~ B(p) (loi de Bernoulli) Comme les v.a. (X¢), o+ sont indépendantes les v.a. (Y;‘/)teN* le sont égale-

ment (lemme des coalitions) et Z Y; est une somme de v.a.i.i.d. de loi B(t) donc Z Y; ~ , loi binomiale de

t=1
paramétres (n,p).

Q12. Par définition de Sy,

n—ZXt ZQYt—l):2ZYt—n (Sn20)=<;1@=2>.

t=1 t=1
Une loi binomiale ne prenant que des valeurs entiéres, il vient

<n72)p”/2(1 — p)”/2 si n est pair,

0 sinon.

u, =P(S, =0) =

Q13. Appliquons la formule de Stirling.

- (2:) (p(1 —p))" ~ (2:)2” A X (%)2" x ﬁ x (p(1—p))" = W

1 1
La fonction p — 4p(1—p) atteint son maximum sur [0, 1] en p = —, ot elle vaut 1. On a donc 0 < ug, < — —— 0,
2 \/7['771 n—00

cela valant pour tout p € [0, 1]. La probabilité de se trouver a l'origine a la date 2n tend vers 0 quand n tend vers
I'infini.

Partie III — Nombre de passages par l’origine

n
Q14. Par définition, Og; = ]]_(Szj:()). La variable aléatoire T,, = ZOgj dénombre les retours en 0 entre 'instant
j=0
d’origine et 'instant 2n. Comme Og = 1, elle est a valeurs dans [1,n + 1].

27 ;
Q15. D’apres la question 12, P(Oyj = 1) = ug;j = ( j) (p(l — p))J. Par linéarité de I'espérance, on en déduit que
J

:iOE(O% ZPOQJ_1 Z<i>((1_))j

7=0

Q16. On suppose que p # 1/2. En utilisant le Calcul fait & la question 10, il vient

im — c- 2j _ ) — Ooi 2] —p)) = .
lim E(T),) ;(j)(p(l p)) ;22j<j>(4p(1 p)) V14 —p)

en notant que 4p(1 — p) < 1, ce qui valide l'utilisation du DSE. Ainsi, cette limite est finie, ce qui signifie qu’en
moyenne, on repasse un nombre fini de fois par 'origine.

2 1/2
Q17. On suppose que p = 1/2. Montrons par récurrence simple sur n que E(T},) = T;;( n) Pour n = 0,
n

T, = Op =1 et la formule donne bien E(7Tj) = 1. Supposons la formule vraie pour n. Alors,

BTy 2ntl(on L (2n+2) _ 1 (n+2) (dn+1)? |\ _ 2043 (2042
o) =0\ ) T\ ns1 ) T2\ a1 mt2 )T @ \ng1)

On reprend le calcul de la question Q13 en notant que

2n
E(T,) = (2n + Dugy ~ ——— = ——+/n —— +00.
( ) (n )UQ VTN \ffn—)oo

On repasse ainsi en moyenne une infinité de fois par 'origine.
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Probléme 2 — Puissances de matrices, limites de suites matricielles

Partie I — Diagonalisation et puissances d’une matrice particuliére
Q18. Si (a,b) € R?, la matrice M(a,b) est symétrique réelle, donc diagonalisable.
Q19. On calcule M(a,b)V = (b+ (n—1)a)V.

Q20. On pourrait obtenir directement Pj o par un calcul de déterminant, mais il est plus rapide de remarquer que
M(1,0) + I, est la matrice dont tous les coefficients valent 1, qui est de rang 1. Comme M (1,0) est de plus diagona-
lisable (question Q18), cela montre que —1 est valeur propre de M (1,0) de multiplicité exactement n — 1. Comme
n—1 # —1 est aussi valeur propre de M(1,0) (question Q19), elle est valeur propre simple (la somme des dimensions
des espaces propres vaut n) et Py = (X — (n —1))(X + 1t

Q21. On suppose que a # 0. Soit x € C. Par définition du polynéme caractéristique et n-linéarité du déterminant,

iy b
P, y(z) = det (21, — M(a,b)) = det ((z — b)I,, — aMy o) = a” det <xa[n - ML()) = a"Pry (x - )

P,y =a" <Xa_ b_ (n— 1)> <Xa_b + 1>n_1 =(X=b—(n—1)a)(X —b+a)" "

Ainsi, M (a,b) admet deux valeurs propres, b + (n — 1)a, d’ordre 1, et b — a, d’ordre n — 1.

Q22. Pour Qup = (X — (b—a))(X — (b+ (n— 1)a)), on calcule
Qup(M(a,b)) = (M(a,b) — (b— a)L) (M(a,b) — (b + (n — 1)a)L,)
= (aM(1,0) + al,) (aM(1,0) — (n — 1)al,) = a*Q1,0(M(1,0)).
Sia#0, Qap = H (X — \). En particulier est-ce le cas pour (a,b) = (1,0). Or, M(1,0) est diagonalisable
AeSp(M (a,b))

par Q18 et est donc annulé par Q1. Il s’ensuit que Qg (M(a, b)) = 0, que a soit nul ou pas. Si a # 0, il s’ensuit
aussi que M (a,b) est diagonalisable. Si a = 0, M (0,b) = bl,, est diagonale, donc diagonalisable.

Q23. On suppose que a # 0. Comme deg(Qq) = 2, la division euclidienne donne Xk = ApQup + Ry avec Ry =
upX + v, (ug,vg) € C2. En affectant a 'indéterminée X les valeurs b — a et b + (n — 1)a, qui sont les racines de
Quap, il vient Rg(b—a) = (b—a)* et Rp(b+ (n —1)a) = (b+ (n — 1)a)*. La résolution du systéme linéaire donne
(b+(n—1)a)k — (b— a)kX N (b—a)*(b+ (n—1)a) — (b+ (n—1)a)*(b — a)

na na '
En substituant cette fois M (a,b) & X, il vient

-1 k _ _ k _ k -1 _ -1 k(1

O+ (=D = (b= (b= @)t (1= Do) = (bt (= Do) (b —a)

na na

Ry =

M(a7 b)k = Rk(M(a’ b)) = I,.

Q24. Si [b—a| < let |b+(n—1)a| < 1, on peut passer a la limite dans I’expression ci-dessus. Il vient klim M (a,b)k = 0.
—00

Partie II — Limite des puissances d’une matrice
Q25. La premiére colonne de la matrice donne u(e;) = Ajer, d’ou u*(e;) = Me; pour tout k& € N. Ainsi,
|uf(e))|| = |A1¥ller]l (la norme n’étant pas précisée, rien ne dit que les vecteurs de la base canonique sont de
norme 1). Comme |A1| < 1 par hypothése, il vient klim |u®(e1)|| = 0, d’ou klim uF(ey) = 0.
— 00 —00

5 R . k . . e . , N .
Q26. L’hypothése selon laquelle kh_}n(r)lo u”(e;) pour tout j € [1,4] est vérifiée pour ¢ = 1 d’aprés la question 25. La

matrice T est triangulaire supérieure, donc Vect(ey, ..., e;41) est stable par u. Plus précisément, la i + 1™ colonne
de la matrice donne u(e;j+1) = A\iy1€;+1 + = avec x € Vect(eq,...,e;). Montrons maintenant par récurrence simple
sur k la formule
k—1
k k k—m—1
u¥(eiv1) = Ap1€i1 + E A" (@)
m=0

4



Pour k = 1, cette formule n’est autre que u(e;j+1) = Aiy1€i41 + 2, ce qui vient d’étre établi. Supposons la formule
vérifiée a 'ordre k. Alors,

(HR(k))
W ein) = u(u (i) =" Afqulei) + Z Nt ()
(HR(1))
AHlei + Al + Z Aeomam (z) = Mble, oy + Z Abomam ()
ce qui établit la formule a 'ordre k + 1.
Q27. Commengons par remarquer que, par hypothése, x € Vect(ey,...,e;) et que lim u™(e;) = 0 pour tout
m—r0o0
t € [1,7]. Par linéarité de la limite, on a donc lim ™ (z) = 0. L’inégalité triangulaire donne
m—00
k k—1
rig(@) = || D A @) < Y i [ (@)
m=0 m=0

La convergence de la suite (u"(x)),, assure qu’elle est bornée; il existe donc un réel A > 0 tel que |[u"(z)|| < A
pour tout m € N. Soit k' € [2,k — 2]. On peut poursuivre la majoration

k-1 k-1
< rig(e Z it ™ @)+ D i e (@)

m=k’

-1
<KipPF A+ max Jum(@)] Y P

k'<m<k—1
m=k'
1
k—k' m
<A @))%

Pour k' = |k/2], on obtient une majoration en

O(kAin[M?) + 0 ( max ||uM<a:>\) ,

|k/2)<m<k

quantité qui tend vers 0 quand k tend vers l'infini par croissances comparées. Corrélativement, la formule de la

question 26 montre que u*(e;; 1) est la somme de deux termes de limite nulle, donc est de limite nulle.

Q28. Matriciellement, klim u¥(e;41) = 0 se traduit par lim Cy, 1 (T") = 0. Ainsi, toutes les colonnes de T'— k tendent
—00

vers 0, donc lim 7}, = 0 (limite coefficient par coefficient).

Q29. Toute matrice complexe A est semblable & une matrice triangulaire superieure et on peut écrire A = PTP~!

avec P inversible. Alors, A¥ = PT*P~. D’aprés la question 28, on a khm T* = 0. La continuité de Papplication

—+00
linéaire M — PMP~! donne alors lim A* = 0.

k—+o00

Partie IIT — Application a4 la méthode de Gauft-Seidel

Q30. Par construction, M est triangulaire inférieure et ses coefficients diagonaux sont ceux de A, lesquels sont non
nuls par hypothése (diagonale strictement dominante). Donc M est inversible.

On pose B = M"'F, Xy € C" (vecteur colonne) et X1 = BX + MY
Q31. A partir des définitions, il vient

AX =Y &= MX=FX+Y — X=M'FX+M'Y «— X=BX+M'Y.
5



Q32. Par hypothése, BV = M~1FV = AV, d’o1, en multipliant par M, FV = AMV. De maniére équivalente, pour
tout 7 € [1,n]

FVij=(AMV); <= Y fijuj =AY migvj <= — D aijuj =) aijv;

j=1 j=1 j=i+1 j=1
= Aa; v = — E a; jvj + A E a; jV;
Jj=i+1

Q33. On considére la coordonnée iy de V' qui réalise sa norme infinie (le maximum d’une partie finie de R est
toujours atteint). Comme V' est un vecteur propre, il est non nul, donc ||V = v;, # 0. On prend i = ig et I'on
applique l'inégalité triangulaire. Il vient

[ Adig i ig | < Z ’aZJ‘|UJ’+|/\|Z’avaJ’ Z ‘CLZJHUm’+|/\|Z‘aw”vm|

Jj=i+1 Jj=i+1

| Adigio| < Z |a; ;| + [A] Z |ai

j=i+1

en divisant par |vj,|.

Q34. Par définition d’une matrice & diagonale dominante et par I'inégalité précédente

n i0—1 n
AL aig sl < Mol < D laiggl + MDY laigsl (1T=1A) D laiggl >0,
1<j<n j=io+1 =1 j=int+1

J#i0
d’ou |A| < 1. On peut alors appliquer la question 29 & la matrice B, dont le spectre est inclus dans le disque unité

ouvert, soit lim BF =0.
k—o0

Q35. Par construction, on a
Xjp1 — X =(BX,+M7'Y)— (BX + M~'Y) = B(X; — X)

dou X, — X = BF (Xo — X) par une récurrence immeédiate. Alors, la continuité de l'application linéaire M —
M(Xo — X) (on est en dimension finie) donne lim X, — X = 0, soit lim X, = X.



