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1. ÉTUDE GÉNÉRALE ET EXEhlPLES 

Ihns cette pxtie CI ct II sont deux Cltiments î‘ixes de K. et on note A ((1, h) l’ensemble des 6lCments 
de il (Db) qui \~érificnt la relation ( I ). 

On appellera équation caractf?ri~tiqiie I’Cquation suivante 0i1 1 eht l’inconnue : 

/ ? ~ </ t -- Il = 0 (c-1 

I.A. 

I.A. I Monticr clw pwr tout \ ct tout \‘ clc 3-t il esi\te un unique élément II = (/l,) de .R ((1. II) tel que : 

II,, = \ et //, = \‘. 

(‘cl Clc:l~lellt \c’lYI noti. 1: t.\. J‘) 

I.A.3. Montrer que ./I (</. II) e\t ~III soi1~-c4p;~cc \ectoriel clc rl (X) cl clic l’application : 

(r : ’ K6’+ .A ((I. h) 

’ (.\. \‘) - u (-1 . \,) 

est 1111 iwiiiorphi~me de L Y‘ sur .A (ii. II) En dkluirc la dimension de I’epcc wctoricl .,A (cl. II). 

I.B. 

I.B. I 

~1. Soit I. un Clément de K Montrer cluc la suite (K”) et un 6lCment clc .A (II. b) si et seulcnient 
si /‘ est solution de I’Cclwtion (c’). 

1). Montrer que si I’i.clu;ltion (c’) aclmct une racine double )-. alors I;I suite Or,-“) appartient il 
./I (CI. Il) 

I.R.3. 

CI. On ‘;uppose que I’klu;ltion (C) admet deus racine distinctes r, et 1” clan\ K. Montwt- C~LIC 

le clcui, suites (1.;‘) et (d) t‘arment LIIIC hase dc ./I (<I. II) 

II. on sllpp”4’ C]LIC (C) ~lcllllct dan CC III~~ racine double t- non nulle. Montrer C~LIC ICS 
tlcux \uite< (J-’ ) cl (//v’ ) l‘orment III~ hse clc ./I (tr . II) 

I>ans le C>l\ Oil (C) xin1et 0 ]‘“ll” I’;IcIIlt! clouhlc. donner une baw de .A ((I . 11) 

c’. Pour cette question. K est Ic corps R on sllpp”” Cl” (C) admet deux racines complexes 
non r~clles wl” et I’C’ “l Oil I’ est 1111 l-t!el non IllIl et o! III1 rtkl tel que 0 -c (Y ‘c 7-r. 

Montrer C]LIC les C~~LIY \uites (1.” CO\ t?(k) et (t. ” \in u(y) fornitznt une base de A ((1. II) 

1 .C. Exemples. 

I.C. 1. 

CI. I>tZterininer, pour tout entier naturel II . le nombre de Fibonxci F,; en fonction de tz 

II. Lorsque II tend \‘ers l’infini. donner LIII Gclui~~alent simple de F,! en fonction du nombre q (dit 
nombre d’or) : 

I +X3 
q= 7 

l.C.2. 

Soit (Y, fi. y trois 6l6ments de LK. Pour tout entier 11 supérieur ou égal a 1 on note M,, la 
matricc carrée d’ordre tI dont le terme ttt, , situ dans I;I i-iPme ligne et la j-iènic colonne est 
donné pal- : 

/II, I = (Y si i =,j 

’ 111, = 0 cl~i\ tous le4 autres cas 

Tournez la page S.V.P. 
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Ill. I SI*: IwoI~l~lliI’li .~lcl~l~llr\lli~rlyr’l~: 



Toi~\ Ic\ entiers considéré4 \ont de5 ClCmcnt~ de ?1 

on notera CI’,, ),, la suite cle Fihonacci 11suelle pri\ 6~ dc se< deux premiers termes. c’est-à-dire la suite 
ckl‘inie par : 

I’,; = 1 . \‘, = 3 : 

v II E “1 . 1‘, * . = i’, + , + 1’) 

II s’agit cl’une suite d‘rntieïs. dont le\ prcmirl-s tcrmcs wllt : 

1. 3. i. 5. s. 13. 21. 3-l. SS. 

C)I~ dit que l’entier tti admet III~~ rrpi-Csentation de Fihonacci (clllc l'on poulu abrép- Cl1 

r;-repréentation) lorq~~‘il peut \‘Ccrire 40114 la forme : 



- 7- 

On appelle représentation de Zeckendorff de 1~ (en abr&$ : Z-rept+stzntation) toute représentation de 
Fibonacci de 111 où n’a~~l~~iraissent pas deux nonibreh consécutifs de la suite (17,~ ). 

E.veurp/c : 1001 1 OI n’est pis une Z-rel”‘é\“iit;ition du nombre 30 puisqu’elle utilise les nombres 3 et S 

qui sont consCcutifs dans la suite (l’,; ) En revanche 1010001 en est utic. 

1V.A. Un exemple. 
Donner. cn Ccrilut-e abt-égtk. toute les F-rèl~r”~e”l;ltion4 du nombre 37 en précisant pour chacune 
si clic est ou non iitit: %-lepré4entation. II n’est l’a5 clt2mand~ de justification. 

1V.B. Deux égalités f’ondamentales. 
Soit II titi entier nalurcl et s la par1ie enti?re de /III On definir lès sommes (J,, et S,, pr : 

1V.c‘. La repr&entation de Zeckendort’f. 

1V.C.I Soit x CI* I’~ ~itie %-rcl)ri.~cnt~itioii dc I’cntier /)1 . Wllc que CI,, soit dil‘f6rent de 0. 
i =o 

CI. Pi-ouvcr l’inégalil : 111 5 u,;, 

6. En décluire C~LIC. 17,; e\t Ic plu< grand des nombres clè Fibonacci qui sont inf&ieut-s oit 
cga11x ;l 111 

IV.C.2. Pi-ouvcr CILI~ tout entier 111 acftnct LII~C unique Z-1-el”‘és”it;ltic,n. 

IV.C.3. Donner un algorithme lx2rtnettant de calculèt- la %-reprPsentation d’un entier 111 donné. 
On dPcrira l’algorithme de pi-éfét-ence en franq;ti\, sinon dans un langage pseiido- 
algorithmique clairement compr~h”isihIc. 

C’et trl,~or-itlllllc pol~‘xl ,firiw ;lltcl~\~cllir 1c.v ~~1~;/1l~‘/lt.s tic lrr .sltitcJ (\‘,, ) .SClIl.S (‘II rlollll<Jr i//lC 

ttr~~t/iorlc rlc (~alcttl : oti .sirpposct7i qtt ‘i1.v .soiit ittitti~~rlirrtc~ttic’lrt tlisp0tiihlc.v. 

IV.C.3. Donner en Ccrilttre abt$_cPe la %-rel’r~s’iit;iti(,n dit nombre 273 ainsi clitc. pour 
tout entier II. celle des nombre (J, ct S, 

IV.C.5. on tlc)te ; (ttr ) le nombre dr chtffres de l’écriture abrt2gÈe de la Z-repr6sentation du 

nombre ttt . el tl(tti ) celui de 4c)n 6crituw d6cirnaIt2. 

0. En utilisant la \zaleur de 1’, calcul& au I.C. 1 ., donner un équivalent sitnple de :(tti ) 
21~1 voisinage de l’infini. 

h. Étudier le comportetnetit du t-apport ; (/ii ) /d(tti ) lorsque ttt tend vers l’infini 

1V.D. Le nombre des représentations de Fibonacci d’un entier. 

LA qucstiotz ptx;c.Gdrtttr ct tttotttrc; qtte torrt ctttirr rrdtttct utt tttoitts ttttc tpl)rc;.vrtttatiott dr Fihot~trcc-i : crllc 
rlc Zrckcll do t:jf.’ 

OH .s ‘itttc;w.s.se (III ttottthw 6 (ttt ) des F-~~Jpt.c;sctlttrtiott,s de 1 ‘rttticr. ttt 

1V.D. 1. Montrer que 6 (1~ ) = 1 si et seulement si m est l’un des nombres CT,, 

1V.D.î. Calculer pour tout entier tt la uleur de 6 (\a,, ) 

IV.D.3. Prou\w q~te dans l’intervalle [l,,;- 1 , L’,,+ , - l1] la fonction 6 prend la même valeur en 
des points ~ynit!triques par rapport ;i~t centre de l’intervalle. 


