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NOTATIONS ET OBJECTIFS DU PROBLEME

Dans tout e probleme on note :
B Tensemble des entiers naturels
R Tensemble des entiers naturels différents de 0

I'ensemble des entiers relatifs

f

K¢ un corps qui sera toujours le corps des réels B oou le corps des complexes €.
Pour tout couple d*éléments p et ¢ de Fotels que poestféricur ou ¢gal & ¢.oon note

. ql={m:mefy

Pl m = g
et pour tout ¢lément & de B onnote AR Tensemble des multiples de & soit
A = e ™ L In et m=k ny.
On note :
S () Iensemble des suites d*éléments de €.

Une suite = (u,), . - sera parfois notée (ur,).

On rappelle que f (K est muni d’une structure d'espace vectoriel sur € pour les deux opérations
suivantes

Yu=(u), V=) . VNE K, u+v=(u+v,). Nu=(Au,).

On dit qu un ¢tément o de o (<€) est une suite réeurrente lincéaire d’ordre deux forsqu’il existe
deux ¢léments « et b de I tels que

VneaN, u ,v=au, ,,+hu, h

o+
Stune suwite (i) n'est définie qu'i partir du rang 1, la relation (1) n'est bien entendu exigée que
pour n dans ©F

L'objet du probleme est d’étudier certains aspects des suites récurrentes linéaires d'ordre detx.
La premicre partie concerne leurs proprictés générales, et propose quelques exemples parmi lesquels la
suite dite de Fibonacci définie par :

F,=0. F, =1 VneMN,F  .=F, , +F.

Les parties 1 1T et IV sont indépendantes les unes des autres et concernent des problemes particuliers
dans lesquels interviennent de telles suites.
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I. ETUDE GENERALE ET EXEMPLES

Dans cette partie @ et b sont deux éléments fixés de <, et onnote R («. b) I'ensemble des él¢ments
de (1<) qui vérifient la relation (1).

On appellera équation caractéristique 'équation suivante ou ¢ est I'inconnue :

1—at-b=0 ()
[LA.
LA.1. Montrer que pour tout v et tout v de il existe un unigue ¢iément 1= (i) de A (a, b) el que
U, =2\ ct i, =y.
Cet ¢lément sera noté U (v vy,
I.LA.2. Montrer que R (a. by estun sous-espace vectoriel de ' (3€) et que application
Ul K= h(a. b
= Uy
est un isomorphisme de ¥ sur o# (a. by . En déduire la dimension de P'espace vectoriel Wt (a. h).
I.B.
[.B.1.
a. Soit # un ¢lément de K. Montrer que la suite (#") estun élémentde R (. b) sictseulement
st r est solution de 'équation (C).
b. Montrer que si I'équation (C) admet une racine double . alors la suite (nr") appartient a
R (a.b).
1.B.2.

«. On suppose que 'équation (C) admet deux racines distinetes et 7, dans K. Montrer que
les deux suites (1) et (#4) forment une base de A (a . h).

b. On suppose que (C) admet dans ¥ une racine double » non nulle. Montrer que les

deux suites (r) ¢t (nr")y forment unce base de R (. Db).
Dans le cas ot (C) admet O pour racine double. donner une base de A2 (a. D).

. Pour cette question, ¥ est Ie corps R On suppose que (C) admet deux racines complexes
non réelles re™ ¢t re ™ ou r estun réel non nul et « un réel tel que 0 <« << 7.
Montrer que les deux suites (#" cos na)y et (r" sin na) forment une base de R (a.b).

[.C. Exemples.

L.C.1.
a. Déterminer, pour tout entier naturel 7. le nombre de Fibonacci F, en fonction de n.
b. Lorsque n tend vers Uinfini, donner un équivalent simple de F, en fonction du nombre ¢ (dit
nombre d’or) : —
I +V5
¢=—F
1.C.2.

Soit . B.y trois éléments de I . Pour tout entier n supérieur ou égal a | on note M, la
matrice carrée d'ordre 11 dont le terme i, , situé dans la i-ieme ligne et la j-teme colonne est
donné par :

m, =« sti=]j

m, =P sti=j -1

n, = sti=j+1

Vie[l.n]. VYV EHLHH.g

m, =0 dans tous les autres cas.
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On note enfin D, le déterminant de ta matrice M, .

«. Montrer que lasuite (D), vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre deuax que 'on
précisera. Quetle valeur doit-on donner a D, st 1'on souhaite obtenir une suite indexée par
“oqui vértie Ta méme relation de récurrence ?

b Onsuppose B=v=1.Pourtout n de 7% caleuler explicitement D, Torsque « est ¢gal a2,

puis lorsque «estégal o N 2

1.C.30 Soit M L matriee réelle drordre 4

L1
I

\] = I 0 0 |

20010 0 001

I N

a. Caleuler M7 ot M et vérifier que M est combinaison Iindaire de M et de M-

H. Montrer que pour tout entier 7 supéricur ou ¢ual & b lamatrice: M7 peut s™éerire sous Ja forme

N o=, M+ b N

ctealeuler a et b enfonctionde «, ¢t b, .

. Montrer que Tasutte (a0, verifie une relatton de récurrence lindaire d7ordre deux. et caleuler
les valeurs de o, erde b

T

J. Géndralisation @ Soit Poune matrice symétrique réelle de rang
. Prouver que P oannule un polynome de degrd au plus trois, sans terme constant.

i En sTinspiant des caleuls précedents montrer qutil est possible d obtenir Ty matrice P7 pour
tout entier 1 supéricur ou Coal i b sans effectuer dautre produttmatriciel que les caleuls de
Poetde P

Il RESOLUTION D'UNE EQUATION DE PELL-FERNMAT

Cette partic montre sur un cxemple Uingeryention des suites récurrentes lincaires dordre deax dans la

resolution des equations dites de Pell-Fermat.

On cherche toutes Tes solutions appartenant o de I'équatton 123 suivante

oSy = 2

ion considere hyvperbole #0 d équation

v Sy =]
Les solutions de Uéquation (2) sont done les ¢léments v vy de "0 qui sont coordonnées d un
pomtde s Onidentifiera un el Elément et le pomt quil représente,
ILACT. Déterminer toutes les solutions (vov de 021 pour fesquellos v oestun ¢lément de 0051

A2 Sort v vy dassolution de Féquation (21 gui wla plus petite ordonnde strictement positive.

:::t.?.fHA_.:-Z,J.,HZ,;,_;;::;o:::_,,;%:S::En?:..
: i - _\.
) Poivovy e (x4 20y + Oy

Montrer que b restriction degoa g6 est une bijectton de i sur elle méme, et véritie
cIS v =N



ILAL3. Soit (S, lasuite de points de .2 définie par son premier terme S, el L relation de réeurrence
ne .S, =¢(S).

i ! )

«. Montrer que pour tout ¢lément 5 de 71 les coordonndes (v .y ) dupoint S, sontdes solutions
de 2y,

b, Montrer que fes suites (v, ) et (v, ) vérifient une méme relation de réeurrence hincaire d ordre
deux,

o Déterminer eapression de v cteelle de vooenfonction de .
A

. Montrer que pour tout Clément o de o Pimage par ¢ de Pare de Ta courbe 0 dont les
extrémites sont les pomts S, ¢t S et Pare dlextrénutés S, et S,

b Montrer gue les Sléments v . v oy pour o dans Lo sont les seules solutions de
- . l
[Féquation (2.

B,

Lo but de cetie question est de montrer que le choix fait en A2 pour Papplication g est le seul qui
permette la résolution de Iéquation par la methode precedente.

Soit 4 une hyperbole quelcongque de 20 A et Bodeus pornis distimets de /-
HLB.1. Déterminer toutes les applications atfines e de 2 dans 2 quivértfient i/ )
On potrra wtiliser wn repere poric par les asvmpiotes de Uhvperbole.

11 B2 Alontrer gue. parmi Tes applications détermimdes en TLB. T trors exactement envoient le point A
l l - . l l - - .
s le point BLetvérifior gue Pune dentre elles est myvolutive.

LB

>

i déduire que Papplication g est L seule apphication atfine non mvolutive pour laguelte Fimage
de dtoest 0 et image du pomt S estle pomt S

1. UNE PROPRIETE ARITHMETIQUE

Dans cetie partic on wiilise le fait que lex partios de U quio sont de la forme K. se caracterisent par
des proprictes de svmcirie pour trogver une relation arithmctigue cntre les élemonts dune suite recnrrente
lineaire dovdve dewnx lorsque les coefficients de la velation de recurrence sont des entiers premiers entre ci.

Tous les entiers considérds sont des cléments de

Pour tout couple (. dentiers onnote om0 le plus grand diviseur commun de om ctde noetla
notation [ signitic que e ostun diviseur de o

On considere deus entiers poet ¢ premiders entre cus. ot L suite réenrrente 1) déhme par

oS =pu g

Hest clair gue tous les iernies de la suite sont des enticr,

1A, Introduction : un exemple numérique.
Dans fe cas ot p=1.g= -2 m =30 ¢t n =45 wouver a Faide d'une caleulatrice Tes termes 1 et
1, L puis comparer w, - el
LB,
On ditguune partie A de " estautosy métrique lorsquielle contient 0 et verifie Ta condition
Toe N Vi 0ol i g E N e+ e\

qui stenific que deun Sléments de T qui sontsymdtrigues par rapport aun démentde e siuent soit
tous deus dans AL sort tous deus hors de AL
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[T1.B.1. Montrer que pour tout entier naturel & . la partie A% est autosymétrique.

1H1.B.2. Réciproquement. montrer que si- A est une partie autosymétrique non réduite a {0}, et stk
désigne son plus petit élément strictement positif. alors A = AN

11 résulie done de cette question qu'il v oaidentité entre les parties aatosymétriques de N-et celles qui

sont de la forme kM pour an entier naturel k.

.C.
Pour tout entier strictement positif « on pose :
Aldy={neN (/‘11,3}‘
HLC. L.
a. Soit 1 et deux entiers naturels, o ¢tant strictement positif. Montrer que st d estun
diviseur de w, . alors .
Vhke[o.n]. d ‘(u, g, ).
b. En déduire que si o est premicr avee ¢ . alors A(d) estautosymétrigue.
[.C.2.
a. On suppose que ¢ n'est pas premicr. Montrer que sio ¢ estun diviseur premier de g . alors:
Vonelr ¢ 1(1/,“ o)
et en déduire que w, estle seul ¢lément de fa suite (i) qui soit divisible par ¢.
h. Montrer que lorsque et g ne sont pas premiers entre eux, alors A(d) = {0}.
HLD.

Soit m ¢t 1 deux entiers strictement positifs. d=m i et D=, N,
[L.D.1. En considérant A (D), prouver fa refation © D divise u,.

HI.D.2. En considérant de méme A (i, ), prouver larelation @, divise D
1.3, Quelle relation lic D et w,?

IV. LES REPRESENTATIONS DE FIBONACCI ET DE ZECKENDORFF

Dans cetre partic on examine la possibilité d'éerire = éventuellement de manicre unique — tout entier
naturel comme somme d'éléments de la suite de Fibonacet.

Tous les entiers considérés sont des éléments de i

Onnotera (v, ), - lasuite de Fibonacci usuelle privée de ses deux premiers termes, ¢est-a-dire la suite
détfmie par :
v=1. v,=2:

Vneh., v
Il sagit d'une suite d entiers. dont les premiers termes sont :

FL2030 5080 13 210 34055, .

:___‘,/+]+‘,/.'

i+

On dit que l'entier m  admet une représentation de Fibonacci (que 'on pourra abréger en
F-représentation) lorsqu’il peut s™écrire sous la forme

H
m=> a, v

k=0
ou les coefficients «, apparticnnent & 'ensemble {017}

On appelle éeriture abrégée d’une telle représentation la notation ¢, ... . dy.

De méme qu'en écriture décimale, o l'on écrit en général 27 plutdt que 027, on évitera les zéros placés
a gauche, de sorte que toute criture abrégée, a lexception de celle de 0. commencera par un I (cect assure
enoutre Uunicité de 'éeritire abrdégée d’une représentation).

Exemple : lareprésentation |+ 3+ 5+ 21 dunombre 30 a pour écriture abrégée 1001101
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On appelle représentation de Zeckendorft de m (en abrégé : Z-représentation) toute représentation de
Fibonacci de m ot n'apparaissent pas deux nombres consécutifs de la suite (1)).

Exemple : 1001101 n'est pas une Z-représentation du nombre 30 puisqu’elle utilise les nombres 3 et 5
qui sont conséeutifs dans la suite (v,). En revanche 1010001 en est une.

IV.A. Un exemple.
Donner, en écriture abrégée,
r

JL {
>pré

outes les F-représentations du nombre 37 en précisant pour chacune
st elle est ou non une 7- :

sentation. I n"est pas demandé de justification.

IV.B. Deux égalités fondamentales.
Soit n un entier naturel et s la partie entiere de n/2 . On définit les sommes a0, et S, par:

A

(T” = E \Y/: - 24

A =0
"
- \
S =2 v
)
Prouver les ¢galités
Vone™N, o =v,, |,
VnelN, S, =v,,.-2.

IV.C. La représentation de Zeckendorff.
it
5 N . % . . . . . . e,
IV.C.1. Soit >, « v, une Z-représentation de Fentier m, telle que ¢, soit différent de 0.
A=0
a. Prouver Uinégalité : m =0,

h. En déduire que. v, est le plus grand des nombres de Fibonaccet qui sont inférieurs ou
¢gaux a m.

IV.C.2. Prouver que tout entier /m admet une unique Z-représentation.

IV.C.3. Donner un algorithme permettant de caleuler la Z-représentation d'un entier m donné.
On décrira Malgorithme de préférence en frangais, sinon dans un langage pseudo-
algorithmique clairement compréhensible.

Cet algorithme pourra faive intervenir les éléments de la suite (v,) sans en donner une
méthode de caleul : on supposera qu'ils sont immédiarement disponibles.

IV.C.4. Donner cn éceriture abrégée la Z-représentation du nombre 272 ainsi que. pour
tout entier i1, celles des nombres o, et S,

IV.C.5. Onnote z(m) le nombre de chiffres de I'éeriture abrégée de la Z-représentation du
nombre . et d () celur de son éeriture décimale.

a. Enutilisant la valeur de v, calculée au 1.C.1., donner un équivalent simple de z(m)
au voisinage de I'infini.

h. Etudier le comportement du rapport z(m)/d(m) lorsque m tend vers I'infini.

[V.D. Le nombre des représentations de Fibonacci d’un entier.

La question précédente a montré quee rout entier admet au moins une représentation de Fibonacci : celle

de Zeckendorff.

On s'intéresse au nombre d(m) des F-représentations de 'entier m .
[V.D.1. Montrer que &(m) =1 sietseulementsi mest’un des nombres «,,.
IV.D.2. Calculer pour tout entier n la valeur de 8(v, ).

IV.D.3. Prouver que dans I'intervalle [v, = 1, v, ., — 1] la fonction 8 prend la méme valeur en
des points symétriques par rapport au centre de I'intervalle.



