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Epreuve de mathématiques II
Correction

Exercice 1

def estPremier (n) :
d=2
while dxd<=n:
if n%d==
return False
d=d+1
return True

def liste_premiers(n):
L=1[]
for i in range(2,n+1):
if estPremier (i) :L.append (i)
return L

def valuation_p_adique(n,p) :
k=0
while n%p==0:k+=1;n=n//p
return k

def val(n,p):
if n%p!=0:
return 0
return l+val(n//p,p)

def decomposition_facteurs_premiers (n) :
L=1[]
for p in liste_premiers(n):
if val(n,p) !'=0:
L.append([p,val(n,p)])
return L

input ("donner la valeur de n = "))
"Liste des nombre premier < n sont
liste_premiers (n))

valuation_p_adique (140,2))

print (valuation_p_adique (40,5))

print

(
(
(
print (
(
(

print (valuation_p_adique(27,3))
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print (valuation_p_adique (40,7))

print ()

print (val (140,2))

print (val (40,5))

print (val (27, 3))

print (valuation_p_adique (40,7))

print ()

print (decomposition_facteurs_premiers(n))

Exercice 11

Q6. Supposons que dim E > 2 et soit (ey, e, ..., ,) une base orthonormale de £. Considérons

I'endomorphisme de E défini par :

u(er) = e, uleg) = —e; et Vi > 3,u(e;) =0.

Soit x = inei € F.Ona

i=1

n n n
= E xiu(e;)| g zje; | = | x1ea — zaeq| g zje; | = —r1x9 + 2172 = 0,
i=1 j=1 j=1

cependant u est non nulle.

Sidim E = 1, alors pour tout endomorphisme u de E, il existe o € R tel que

Ve e B, u(z) =ax

et donc
Vo € E, (u(z)|lr) =0 Ve E, alz|*=0

et donc o = 0, ou encore u est nul.

Q7. i = ii — Soit (v,y) € E? par définition on a : (u(x)|u(y)) = (z|v o u(y)) et on a aussi

(v(x)|v(y)) = (z|uov(y). Donc, d’apres I'hypothese, (u(z)|u(y)) = (v
it = 111 — Il suffit de prendre y = =.
11 = 11 — En utilisant la formule de polaire :

(@)[v(y))-

1
Vo.y € B2, (2ly) = 5 (e + 9l = 2l = llyl®)

on obtient :

V(@,y) € E?, (u(2)lu(y)) =

(

(lu(z + II* = fu(@)]* -
(o + I = llo@)II* -
(

ii = i—V(r,y) € E*, ona:

lu(@) +u@)]* = llu@)[* -

lu(y)11?)
lu(y)11*)
l()?)

(u(@)u(y)) = (v(@)[v(y)) & (zlvouly)) = (wov(y)|zr) & (z][veou—uov](y)).

Dot [vou —uowv|(y) € E- = {0} et ceci pour tout y € F,doncvou —uowv = 0.
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PROBLEME

Partie I- Ftude de quelques exemples

0.

Q9.

Q10.

Soit A et B deux matrices semblables de .#,(R), donc il existe P € .#,(R) une matrice
inversible telle que :

B =P AP,
D’out
Tr(B) = Tr(P'AP) = Tr(APP™') = Tr(A), rg(B) = rg(P 'AP) = rg(AP) = rg(4),
det(B) = det(P 'AP) = det(P 1) det(A) det(P) = det(P) ' det(A) det(P) = det(A),
de plus pour tout A € R, ona:

x5(A) = det(Al, — B) = det [P(AL,, — A)P~'] = det(A,, — A) = xa(N)

ol x 4 désigne le polyndme caractéristique de A. Ainsi x4 = x5.
Ona:
Tr(A) = Tr(B) = 5;
det(A) = det(B) = 4;
rg(A) =rg(B) =3 A et B sont invrsibles;
xa=xs=(X—-2)%*X—1) AetBsonttriangualaires.

Notons E5(A) ( resp. E2(B)) le sous-espace propre associé a la valeur propre 2.
(r,y,2) € Eh(A) & x—y—2=0

Donc E,(A) est un hyperplan, donc A est diagonalisable.

(x,y,2) € Ey(B) & x=2z=0.

Donc F»(B) est une droite vectorielle et donc dim Fs(B) strictement inférieur a 1’ordre de
multiplicité de la valeur propre 2 dans le polyndme caractéristique y 5. Donc B n’est pas
diagonalisable.
A est donc semblable a diag(1, 2, 2). Si les deux matrices A et B sont semblables, par transi-
tivité de la similitude, B serait semblables a diag(1, 2, 2), c’est-a-dire B est diagonalisable,
ce qui est absurde. Donc A et B ne sont pas semblables
Premiere méthode : On a :

u(er) = ey + 2e3;

u(es) = eg + e3;

u(es) = ey.

Posons €1 = eq,69 = €1,¢3 = e3. Il est clair que (g1, €3, €3) est une base de E et

{ u(e1) = &9 + €3;

u(eq) = &1 + 2¢3;
u(es) = e9.

Donc B n’est autre que la matrice de v dans la base (1, ¢2,¢3), donc A est B sont sem-
blables.
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Q11.

Q12.

Q13.

Q14.

Deuxiéme méthode : Les calculs montrent que x4 = xp = X° — 3X — 1. Soit ¢ la fonction
définie sur R par :
o(r) =2° —3x — 1.

L’étude de la fonction ¢ montre qu’elle s’annule 3 fois sur R, autrement dit A ( resp. B )
admet trois valeurs propres distinctes, donc A et B sont diagonalisables et les deux sont
semblables a diag(«, 8, 7), donc par transitivité elles sont semblables.

Soit u I’endomorphisme canoniquement associé a u. rg(u) = 1, donc dimker(u) = n — 1,
soit donc (ey, eg, ..., €,—1) une base de ker u et e un vecteur tel que (e, e, ..., €,,_1, €) soit une
base de E ( théoreme de la base incomplete ). Notons a1, as, ..., a,, les coordonnées de u(e)
dans cette base. La matrice de u dans cette base est donc de la forme

0 0 aq
U— 0 0 a9
00 .. a
n—1
Application : On a u®(e;) = 0 pour touti € |1,n—1] etu?(e) = u (Z ae; + ane> = ayule),
j=1

donc u* = a,u. Donc le polynéme X? —a, X = X (X — a,) est un polyndme annulateur de
u, donc u est diagonalisable si, et seulement si, les racines de X (X — a,,) sont distinctes,
ou encore si, et seulement si, a,, # 0, cette derniére condition est équivalent a U 2 4£0.

Soit (eq, ea, ..., €,) la base canonique de C" et u I'endomorphisme de C" défini par :

u(er) = iey + ey;
u(es) = eq — iey;
u(e;) = e; si i€ [2,n].

Notons C;, Cs, Cs, Cy les colonnes de A. On remarque que C5 = C et Cy = C; et que € et
C, ne sont pas proportionnels, donc rg(A) = rg(Cy, C;) = 2. D’apres le théoreme de rang
dimkeru = 2 ( u 'endomorphisme canoniquement associé a A), donc 0 est une valeur
propre de A.

On a

u(er + ez +e3+eq) =2(a+ B)(er +ex+e3+ey)
et

u(e; + ez —ez —eq) = 2(a— F)(e1 + 2 — e3 — ey)

donc 2(a + ) et 2(a — 3) sont des valeurs propres de A.
Notons E)(A) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A. On a:

dim EO(A) + dim Eg(a+5)(A) + dim Eg(a,g)(A) >4,

donc A est diagonalisable. On remarque aussi que u(e; — e3) = u(es — e4) = 0, donc
(e1 — e3,62 — €4,€1 + €3 + €3+ eq, €1 + €2 — e3 — e4) est une base de vecteurs propre de A.
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Q15.

Soit (ey, e2) la base canonique de R? et u I’endomorphisme canoniquement associé A. Po-
a .
sons €1 = 561 et eo = ey. Il est clair que (e1, €2) est une base de R?, de plus

a a
U({fl) = Eu(el) = E)\el = /\61
et
u(es) = u(ez) = aey + Neg = beq + Aes.

Donc B n’est autre la matrice de v dans la base (¢4, 5), donc les deux matrices A et B sont
semblables.

Partie II- Démonstration d’un résultat

Q1eé.

Q17.

Q18s.

Ona

PB=AP & (R+iS)B = A(R+iS) < RB+iSB = AR + iAS.
Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient : RB = AR et SB = AS.
Ona RB = AR et SB = AS et donc plus généralement pour tout réel z, (R + 25)B =
A(R + «5). Maintenant, det(R + x.5) est un polyndme a coefficients réels en x mais n’est
pas le polyndme nul car sa valeur en i est det(P) # 0. Donc il n’existe qu'un nombre fini
de réels z tels que det(Q) + xR) = 0. En particulier, il existe au moins un réel z tel que la
matrice P = R + x5 soit inversible.

P est une matrice réelle inversible telle que PA = BP et A et B sont bien semblables dans
AMp(R).

Q19. Application : On vérifie facilement que x5 = x4 = X’ +X = X (X —i)(X +1), donc les deux

matrices sont diagonalisables et sont semblables a D = diag(0, 7, —i), donc par transitivité
elles sont semblables dans .#;(C), et donc dans .Z5(R).

Partie I11

Q20.

Q21.

Soient A et B des matrices de .#5(R) telles que { ::A B ;CB
A=TR

e Supposons x4 = xp = (X — A\)(X — p) avec A # p. Dans ce cas les deux matrices sont

semblables a ( 8
e Supposons maintenant A\ = y, deux cas sont possibles si T4 = 73 = X — ), alors dans ce
cas A= B = \,.Simy = g = (X — \)? alors A et B sont trigonalisables et semblables
respectiveemnt a ( g\ i ) et ( é i ) (a#0etb +# 0),donc A et B sont semblables
d’apres la question Q15.

0 ), donc elles sont semblables.

Considérons les deux matrices suivantes :

0100 0100
0000 0000
A=1lo o000 |%B=00 01
0000 0000

Onays=yp=X'etmy=nm5=X? cependant les deux matrices ne sont pas semblables,
puisque rg(A) = 1 # 2 = rg(B). Donc la propriété P, n’est pas vraie pour n = 4.
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